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PRINUDNE OSCILACIJE VIBROUDARNOG SISTEMA
FORCED OSCILLATION OF VIBRO-IMPACT SYSTEM
Petar Togi¢, Fakultet tehnickih nauka, Novi Sad

Oblast — MASINSTVO -Tehni¢ka mehanika

Kratak sadrzaj — U radu je analiziran vibroudarni
sistem pobuden kretanjem. IzvrSena je analiticka i
numericka analiza slobodnih, prigusenih i prinudnih
oscilacija. Prikazani su amplitudno frekventni dijagrami
prinudnih oscilacija i izvrSeno je poredenje analitickog i
numerickog resenja.

Kljuéne reéi: oscilacije, udar, vibro udar

Abstract — In this paper are analised forced oscilations
of vibro-impact system. An analytical and numerical
analysis of free, damped and forced oscillations was
performed. Amplitude frequency diagrams of forced
oscillations are presented and a comparison of the
analytical and numerical solution was made.

Keywords: oscillations, impact, vibro-impact

1. UvOD

Tema ovog rada je analiza vibroudarnog sistema pobude-
nog kretanjem. Sistem, prikazan na slici 1, sastoji se od
lake linearne opruge, krutosti ¢ i duzine [, U nenapreg-
nutom stanju, na ¢ijem se jednom kraju nalazi oscilator,
mase m, koji moze da klizi po horizontalnoj podlozi bez
trenja, dok je drugom kraju opruge saopStena prinuda u
vidu pomeranja u(t). Prepreka kretanju, u vidu zida je
postavljena sa desne strane sistema, na rastojanju A od
ravnoteznog polozaja oscilatora.
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Slika 1

Ovakav model vibroudarnog sistema moze da posluzi u
lakSem razumevanju rada Siroke klase vibroudarnih masina
[2],[3]. Razne maSine za buSenje, nabijanje, drobljenje i
mlevenje, zabijanje rade na principu vibroudara. U ovom
radu ¢e biti analizirane slobodne oscilacije, bice ispitani
slu¢ajevi slobodnih oscilacija bez udara i slobodnih oscila-
cija sa udarom. Analizira¢e se prinudne oscilacije, anali-
ticki 1 numericki, bice prikazan amplitudno frekventni dija-
gram i numericka reSenja diferencijalne jednacine kretanja
za razli¢ite frekvencije prinude. Ispitace se postojanje udar
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nih oscilacija u zavisnosti od brzina u trenutku udara i frek-
vencije prinude. Ispitace se postojanje vibroudarnih osci-
lacija u zavisnosti od frekvencije oscilacija, analizirace se
amplitudno frekventni dijagram dobijen numeri¢kim pu-
tem, zajedno sa amplitudno frekventim dijagramom slo-
bodnih oscilacija.

2. SLOBODNE OSCILACIJE

Pocecemo naSa razmatranja sa proucavanjem slobodnih
oscilacija sistema.

Slika 2

Na slici 2 predstavljen je dati sistem u napregnutom
stanju, koji se sastoji od opruge krutosti ¢ duzine [, na
¢ijem se jednom kraju nalazi masa m, koja moze da klizi
po horizontalnoj podlozi bez trenja dok je drugi kraj
opruge fiksiran. Rastojanje izmedu mase m u
ravnoteznom polozaju i zida je oznaceno grékim slovom
A. U radu se razmatra samo slu¢aj A> 0. Polozaj tacke je
u potpunosti okarakterisan generalisanom koordinatom x.

U pocetnom trenutku polozaj tacke je

x=Ily+s (1)
Uzeto je da je pocetna brzina oscilatora jednaka nuli
%(0)=0 2
Slucaj bez udara se javlja kada je zadovoljen uslov
lo—A<xy<lyg+A (3)
Sluc¢aj sa udarom javlja se kada je zadovoljen uslov
Xo < lp—A 4)
Diferencijalna jednacina kretanja je data sa
m¥ = —F; ()
Sa F, je obelezena sila u linearnoj opruzi
Fo=cs (6)

gde je s izduZenje opruge.
Nakon uvodenja oznake w? = i, prethodna jednacina
postaje

¥+ w?x = w?l, )
Resenje prethodne jednacine moze se zapisati u obliku
x(t) = C; cos(wt) + C, sin(wt) + [, (8)

Gde cu C; i C, proizvoljne konstante koje se odreduju uz
pomoc¢ pocetnih uslova
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x(0) =x0 =1y +505,%x(0)=0 9)
Ako se trenutak kada dolazi do udara obelezi sa t,, tada je
polozaj oscilatora u trenutku udara.
x(ty) =1l +A (10)
Trenutak neposredno pre udara je oznaden sa t;;, a sa t;
trenutak nakon udara. Veza izmedu brzina u trenutku
neposredno pre i nakon udara je data sa jedna¢inom

x(ty) = —kx(ty) 11)
ResSena je diferencijalna jednacina (7) sa grani¢nim uslo-
vima (9),(10),(11)
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Slika 3. Oscilacije sa udarom resenje za parametre
lo=0.1m,A=02m, w?=2ns"1 k=1,x, =0.06m
i xo = 0.04m.

Na slici 3 prikazane su slobodne oscilacije sa udarom.
Moze se primetiti da se period oscilacija menja sa
promenom amplitude, s$to nije slu¢aj kod slobodnih

oscilacija bez udara.
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Slika 4. Zavisnost frekvencije od pomeranja ,,back bone
curve”
Na slici 4 prikazana je zavisnost kruzne frekvencije od x,.
U slucaju bez udara frekvencija je konstantna, a u slucaju
sa udarom frekvencija se menja sa promenom amplitude
odnosno pocetnog polozaja x,.

3. PRINUDNE OSCILACIJE
Uvodi se prinuda u(t) u na$ sistem tako $to se kraj
opruge koji je bio fiksiran (slika 2) periodi¢no pomera po
harmonijskom zakonu

u(t) = ug cos(Qt) (12)
gde je u, almplituda prinudnog pomeranja, a Q frekven-
cija prinude. Uvodi se i otpor kretanju vazduha kao

F, = bx (13)

Pa se diferencijalna jednacina kretanja izmedu dva udara
definise kao

mi = —F, — F, (14)

Gde je F,

F.=cs= c(x -1y — u(t)) (15)
U jednacinu (14) su zamenjeni izrazi (12),(13),(15) nakon
sredivanja dobija se

¥+ 26% + w?x = w?ly? + w?u, cos(Qt) (16)
Gde je 26 = %, aw? = % Ako se uvede smena
x=ly+ty - x=y, X=y @an
Diferencijalna jednacina kretanja postaje
J + 26y + w?y = w?u, cos(Qt) (18)

Opste reSenje diferencijalne jednacine se dobija kao zbir
opsteg resSenja homogene jednacine i partikularnog resenja
same jednaCine y =y, + ¥, . Homogeno reSenje zbog
prisustva priguSenja vremenom i$¢ezava lim;_ ., y, =0
Usvaja se da opste reSenje sadrzi samo partikularni deo dok
se homogeni deo moZe zanemariti lim;_,, y = ¥,.
Partikularno reSenje je oblika
¥p = A; cos(Qt) + A, sin(Qt) (19)

Konstante A; i A, se odreduju tako S$to se pronadu
odgovarajuéi izvodi partikularnog reSenja (19) i zamene
se u diferencijalnu jednacinu (18). Preko konstanti A i
A,, dobija se jednacina za amplitudu prinudnih oscilacija.

R ) (1)4U.02
A=A+ A= Sy (0 —od)e

Ukoliko se u (20) zameni da je § = 0 dobija se jednacina
za amplitudu oscilacija bez priguSenja

(20)

w*uy?

A= |—= 21
(QZ — 0)2)2 ( )
Zavisnost amplitude A, (A, =, = A) od frekvencije Q
moze se graficki predstaviti preko amplitudno
frekventnog dijagrama slika 5.
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Slika 5. Amplitudno frekventni dijagram

Na slici 5 su prikazane amplitudno frekventne karakteri-
stike za prinudne oscilacije sa prigusenjem i bez prigusenja.
Isprekidanom linijjom na dijagramu je prikazan ravnotezni
polozaj oko kojeg se vrSe oscilacije. Horizontalnim linija-
ma je predstavljena prepreka, odnosno granice za posto-
janje udara. Kada je 2 < w, tj. 2 = 0 amplituda prinudnih
oscilacija je priblizno jednaka u,, odnosno statickom
izduzenju opruge usled pomeranja za vrednost u,. Kada je
N =w=2ms! dolazi do rezonancije. U rezonantnoj
oblasti amplituda prinudnih oscilacija bez prigusenja raste
neograni¢eno, dok kod prinudnih oscilacija sa prigusenjem
amplituda ima konacnu vrednost, koja zavisi od veli¢ine
prigusenja. Kada je 2 >» w, amplitude prinudnih oscilacija
su vrlo male. Ovo osobina je vazna u praksi jer ukazuje na



moguénosti da se prinudne oscilacije i pored dejstva pri-
nude odstrane. Odstranjivanje, eliminisanje prinudnih osci-
lacija naziva se vibraciona izolacija [1]. 1z jednaéine (21)
moze se odrediti vrednost frekvencije prinude, pri kojoj je
amplituda prinudnih oscilacija jednaka granici udara A.
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Slika 6. A/F dijagram i frekvencije prinude kada je
A=A=0.04ma uy, = 0.02miw = 2rs™ L.

Diferencijalna jednacina kretanja (18), uz uslove udara
y(t,) =4yt = -k y(ty) (22)
je reSena numericki za frekvenciju Q = 1.8 w .
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Slika 7. Resenje bez udara za paremetre
w=2rs"186=05k=081u,=02m,l, =
0.1m,A = 0.02m, y(0) = 0,y(0) =0
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Slika 8. Resenje sa udarom za parametre w =
2rs™1,8 =05,k =0.8,uy =0.2m,l, = 0.1m,A =
0.02m, y(0) = 0, 7(0) = 0.2

Za istu frekvenciju prinude postoje dva resenja, reSenje sa
udarom i bez udara, zavisno od pocetnog uslova za brzinu.

4. ANALIZA PRINUDNIH OSCILACIJA SA
UDAROM

U ovom delu je zanemarena sila otpora vazduha, § = 0.
Diferencijalna jednacina kretanja (18) tada postaje

V + w?y = w?u, cos(Qt) (23)

AKko se za pocetni trenutak izabere trenutak udara u zid
t,, tacnije trenutak neposredno nakon udara, a za krajnji,

2 ey .
trenutak neposredno pre novog udara, t, +E”, grani¢ni
uslovi se mogu zapisati kao

2n
y(t,) = A, y (tu + E) =A (24)
21
i+ g) =v=viye) = kv =vf ()

gde je sa v, = v, obeleZena brzina neposredno pre udara
(brzina neposredno nakon udara je v; = —kv,,).

Opste resenje jednacine kretanja se sastoji iz homogenog i
partikularnog dela

y(t) = C; cos(wt) + C; sin(wt) + A cos(t) (26)
Gde je
Ugw?
A= )

1z izraza (24),(25),(26) reSavanjem i sredivanjem moze Se
izvesti kvadratna jednacina za brzinu u trenutku udara.
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Slika 9. Brzine udara u zavisnosti od frekvencije

(w=2ms™1,4=0.02m,k = 0.8,uy = 0.2m)

Na slici 9 prikazana je brzina u trenutku udara v, u zavi-
snosti od frekvencije 2. Kvadratna jednac¢ina za brzinu u
trenutku udara ima u opstem slucaju dva reSenja. Nega-
tivna reSenja se nece razmatrati jer su fizicki nemoguca.
Vertikalnom linijom je predstavljena frekvencija za koju
je brzina udara jednaka nuli i ona za podatke sa slike 9

iznosi 2 = V2w.

Na delu dijagrama kada je 2 < w mogu se javiti
oscilacije sa dva udara po periodu, oscilacije bez udara,
kao i resenja gde je tesko definisati da li udar postoji te se
ovaj deo nece razmatrati.

Posto vec¢ina masSina radi u rezonantnom, a vrlo ¢esto i u
postrezonantnom rezimu za nas je zanimljivije da se
ispitaju frekvencije u ovim oblastima.

Detaljnijom analizom moze se pokazati da u oblasti sa
dva pozitivna reSenja sa udarom, osencena oblast na slici
10, jedno reSenje — reSenje sa veCom brzinom — je
stabilno, dok je drugo — resenje sa manjom brzinom —
nestabilno.
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Slika 10. Oblast sa dva pozitivna resenja za brzinu udara

5. AMPLITUDNO-FREKVENTNI DIJAGRAM
PRINUDNIH OSCILACIJA

U programskom paketu Wolfram Mathematica® nume-
ricki je resena diferencijalna jednacina kretanja (18) sa
uslovima (22), za vrednosti frekvencije u rasponu od
QO=2s"1doQ =14s"1. Podevii od Q = 2 s~ poveca-
vana je frekvencija za 0.025s™!. Za svaku vrednost Q
nadena je minimalna vrednost pomeranja tj. amplitude.
Kao pocetni uslovi vrednosti za brzinu i pomeranje
koris¢eni su rezultati iz prethodne iteracije. Ponovice se
ista procedura numerickog reSavanja jednaline kretanja,
samo sada ¢e se poceti od najvise vrednosti za frekvenciju
Q = 14571, Frekvencija ¢e se isto smanjivati za korak

0.025 s~1. Dobijeni rezultati su predstavljeni graficki.
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Slika 11. Amplitudno frekventni dijagram k = 0.5,6 =
0.05,w =27 s, 1, = 1m,A = 0.035m,u, = 0.02m

Na slici 11 su prikazani tackasti dijagrami zavisnosti ampli-
tude od frekvencije dobijeni numeri¢kim putem kao i
,back-bone curve” sa slike 4 i amplitudno frekventni dija-
gram za oscilacije sa prinudom bez prigusenja sa slike 5.
Plavim vec¢im tackicama je prikazana zavisnost amplitude
od frekvencije, dobijena povecavanjem frekvencije kora-
kom od 0.025 s™%, pocevsi od Q = 2 s~ Crvenim manjim
tackicama je prikazana zavisnost amplitude od frekvencije,
dobijena smanjivanjem frekvencije korakom od 0.025 s™1,
poCevsi od Q = 14s~1. Numeri¢ki rezultati su pribliZni
kada postoji udarno resenje i dobro prate krivu (,,back-bone
curve®) amplitudno frekventnog dijagrama za oscilacije bez
prinude. U prerezonantnoj oblasti dolazi do prekida nume-
ri¢ki dobijene amplitudno frekventne krive.

Numericki dobijene vrednosti za amplitudu na mestu
prekida sugerisu da u ovoj oblasti postoji udarno resenje.
Ukoliko se prikazu oscilacije za neku frekvenciju iz ove
oblasti moze se videti da postoje oscilacije sa udarom,
medutim izmedu dva udara postoji i neudarni ,,pik”. Ova
oblast nije pogodna za izbor frekvencija pri projektovanju
vibroudarnih masina.

6. ZAKLJUCAK

U radu su analizirane prinudne oscilacije vibroudarnog
sistema. U prvom delu rada ispitane su slobodne oscila-
cije, postavljen je uslov za postojanje udara, i analizirane
su oscilacije bez udara, i oscilacije kada se udar javlja.
Prikazana je zavisnost pomeranja (amplitude) od frekven-
cije ,,back-bone curve“ za oscilacije bez prinude. U nas-
tavku su ispitane prinudne oscilacije. Prikazan je ampli-
tudno frekventni dijagram prinudnih oscilacija sa priguse-
njem i bez prigusenja.

Resena je diferencijalna jednacina prinudnih oscilacija sa
uslovima za postojanje udara za razliCite vrednosti
frekvencije prinude. Za istu frekvenciju prinude dobijeno
je reSenje bez udara i reSenje sa udarom u zavisnosti od
pocetnih uslova. Izrac¢unata je brzina u trenutku udara u
zavisnosti od frekvencije. Kada postoje dva pozitivna
reSenja za brzinu udara, jedno reSenje — reSenje sa veCom
brzinom — je stabilno, dok je drugo — reSenje sa manjom
brzinom — nestabilno.

U petom delu je sprovedena numericka analiza, dobijen je
amplitudno frekventni dijagram prinudnih oscilacija sa
udarom. Kada postoji udar, numeric¢ki rezultati dobro
prate ,,back-bone curve* slobodnih oscilacije bez prinude.
Pri izboru radne frekvencije, treba biti oprezan, jer se
moze desiti da se u zelji da amplituda udara bude Sto
vec¢a, radna frekvencija odabere previsSe blizu oblasti u
kojoj dolazi do prelaska udarnog u neudarno resenje.
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