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KARAKTERIZACIJA VELICINA ZAVISNIH OD VREMENA PRIMENOM SREDNJIH
VREDNOSTI

CHARACTERIZATION OF TIME-DEPENDENT VALUES USING THE MEAN VALUES
Marina Bulat, Slavica Medi¢, Fakultet tehnickih nauka, Novi Sad

Oblast - PRIMENJENA MATEMATIKA

Kratak sadrzaj — U ovom radu ilustrovana je metoda za
odredivanje efektivne vrednosti vremenski zavisne velicine.

Kljuéne re€i: aritmeticka sredina, standardna devijacija,
velicine zavisne od vremena

Abstract — In this paper, one method of determining
effective value of time-dependent value is presented.

Keywords: arithmetic mean, standard deviation, time
dependent values

1. UvVOD

Rezultati prikazani u ovom delu mogu se naci u [1, 2].
Teorija verovatnoe je matematicka disciplina u okviru
koje se izucavaju eksperimenti ¢iji ishod nije jednoznaéno
odreden. Osnovna podela eksperimenata je na determini-
sticke 1 verovatnosne (stohasticke).
Osnovni pojam teorije verovatnoée je neprazan Skup Q
koji predstavlja skup svih mogucih ishoda posmatranog
eksperimenta. Slucajni dogadaj je bilo koji podskup skupa
Q.
Za definisanje prostora verovatnoCe potrebno je
posmatrati nepraznu familiju F podskupova skupa Q koja
zadovoljava sledece osobine:

* skup Q pripada familiji F,

+ ako se skup A nalazi u posmatranoj familiji F, onda se

u njoj nalazi i komplement skupa 4,

« familija F je zatvorena u odnosu na prebrojive unije.

Neprazna familija podskupova skupa Q koja zadovoljava
navedene osobine naziva se c-algebra podskupova nad Q.
Verovatnoca je funkcija P:F — [0,1] koja zadovoljava
osobine

* normiranosti,

* o-aditivnosti.
Uredena trojka (Q, F, P) naziva se prostor verovatnole.
Preslikavanje kojim se skup mogucih ishoda nekog
verovatnosnog eksperimenta preslikava na realnu osu je
slucajna promenljiva.

Funkcija raspodele Fy : R — [0,1] slu¢ajne promenljive
X definisana je sa

Fx(x) =P{w € Q: X(w) < x}.
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Osnovna podela sluc¢ajnih promenljivih jeste na slucajne
promenljive:

« diskretnog tipa,

« apsolutno neprekidnog tipa i

+ meSovitog tipa.

Brojne karakteristike slucajne promenljive su vrednosti
kojima reprezentujemo slucajnu promenljivu i koje nam
sluze za jednostavnije sagledavanje njenih osnovnih
karakteristika. Postoje dve osnovne grupe brojnih karak-
teristika sluajne promenljive. Prvu grupu ¢&ine brojne
karakteristike koje karakteriSu centar grupisanja vrednosti
slucajne promenljive, dok drugu grupu dcine brojne
karakteristike koje karakteriSu stepen rasipanja slucajne
promenljive u odnosu na njen centar.

U brojne karakteristike koje karakteriSu centar grupisanja
vrednosti sluCajne promenljive spadaju matematicko
oc¢ekivanje, medijana i modus.

Matematicko ocekivanje slucajne promenljive X diskret-
nog tipa, u oznaci E (X), je

EX) = Xix; p(xp),

pod uslovom da red na desnoj strani prethodne jednakosti
apsolutno konvergira,

Matematicko ocekivanje E(X) sluCajne promenljive X
apsolutno neprekidnog tipa je

EX) = [~ x px(x) dx,

pod uslovom da integral na desnoj strani prethodne
jednakosti apsolutno konvergira.

Disperzija, u oznaci D(X), je brojna karakteristika koja
karakteriSe rasutost slucajne promenljive i definisana je sa

D(X) = E((X — E(X))?).

Koren disperzije, /D (X), naziva se standardna devijacija
ili standardno odstupanje slucajne promenljive X.

Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoce i neka su X;: Q —
R, i €{1,2,..,n} slucajne promenljive (nad istim
prostorom verovatnoce). Uredena n-torka (Xq, X, ..., Xp,)
se naziva n-dimenzionalna slucajna promenljiva il
slucajni vektor. m-dimenzionalna sluéajna promenljiva

(X1, X5, ..., X,) svakom elementu w € Q  dodeljuje
element iz R, tj.
X1, Xz, o, X)) (@) = (X1 (@), X (@), ..., Xn (@)).
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Funkcija raspodele n-dimenzionalne slu¢ajne promenljive
definiSe se sli¢no kao i funkcija raspodele jednodimen-
zionalne slucajne promenljive, tj.

Fx, x5, xn (X1, X2 00es Xp)

= P{lw € Q: Xj(w) < xq, ..., Xp(w) < xp, }.

Skup elemenata koji se ispituje ili o kome se prikupljaju
potrebne informacije naziva se populacija ili osnovni
skup. Na populaciji se ispituje neka karakteristika koja se
naziva obelezje. U ovom radu se posmatraju samo
numeric¢ka obelezja, tj. svakom elementu populacije se
dodeljuje odredena brojna (numeri¢ka) vrednost. U
terminologiji teorije verovatnoce populacija je skup Q, a
obelezje je slucajna promenljiva.

Cesto u praksi nije moguée dobiti informacije o celoj
populaciji koja se posmatra (velika populacija, veliki
troskovi, potrebno puno vremena,...), pa se iz populacije
bira jedan njen deo koji se izucava. Taj deo se naziva
uzorak. Treba primetiti da je broj elemenata u uzorku
uvek konacan (za razliku od populacije koja moze biti i
beskonacna) i da se on naziva obim uzorka i oznacava sa
n. Ako je i broj elemenata u populaciji konacan on se
oznaCava sa N.

Osnovna ideja matematicke statistike je da se istrazivanja
sprovedu na uzorku, da se na uzorku donesu zakljucci koji
se zatim pro$iruju na populaciju. Samim tim je jasno da je
jako bitno da uzorak bude reprezentativan. U primenama
se radi sa raznim vrstama uzoraka, a jedan od njih,
istovremeno i najjednostavniji za primene je slu¢ajan
uzorak.

Prost slucajan uzorak je n-dimenzionalna slucajna pro-
menljiva (Xq,X,, ..., Xy,), gde su X;,X,, ..., X,, nezavisne
sluajne promenljive sa istom raspodelom. Prilikom
izodenja eksperimenata beleZe se dobijene (realizovane)
vrednosti, tako da se (xq,x,,...,x,) naziva realizovani
uzorak.

2. UNAPREDENA METODA ZA ODREDIVANJE
EFEKTIVNE VREDNOSTI MERENE VELICINE

Na slici 1. prikazana su dva prostoperiodi¢na napona
u; (t) i uy(t), iste amplitude i udestanosti, medusobno
fazno pomereni za ugao ¢ .

T

Slika 1. llustracija razlic¢itog broja odbiraka u okviru
sinusoida istog trajanja u zavisnosti od faznog stava

Ispod je prikazana povorka impulsa ¢ija uzlazna ivica
definise trenutke odabiranja. lako su uy(t) i u,(t) iste
periode, sa slike se uocava da ¢e jedan napon biti
odmeravan u Sest tacaka, a drugi u sedam. Oba napona su
prikazana u trajanju jedne periode, a perioda je definisana
uzastopnim prolaskom rastu¢eg napona kroz nulti nivo.

Pokazuje se da dobijamo manju efektivnu vrednost kada
je izvrSeno viSe odabiranja u toku periode, u ovom slucaju
za broj odbiraka. U jednacini (1), suma kvadrata odbiraka
napona (U;,i=1,2,..,n) u brojiocu se ne promeni
znacajno kada se pojavi jedan odbirak vise. Razlog tome
jeste ¢injenica da je vrednost dodatnog odbirka blizu nule.
S druge strane, deljenjem veéim imeniocem dobijamo
manji konacan rezultat za efektivnu vrednost.

)

Na slici 2 prikazani su rezultati serije merenja prosto-
periodi¢nog napona stabilne amplitude i nazivne ucesta-

nosti 50 Hz, na osnovu odbiraka uzetih uéestano$¢u
20 kHz.
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Slika 2. Rezultati serije merenja efektivne vrednosti pri
nazivnoj ucestanosti signala 50 Hz i ucestanosti
odmeravanja 20 kHz

Na slici 3 prikazana je druga serija merenja, pri ucesta-
nosti ulaznog napona od 50.2 Hz. Ovde imamo zbunju-
juéu situaciju: uoavamo dve grupe rezultata merenja,
odnosno dve tacke nagomilavanja. U okviru svake grupe,
rasipanje rezultata je malo, ali su ove dve grupe prili¢no
razmaknute. Postavlja se niz pitanja: koji su rezultati
dobri, koji nisu, da li uopste neke smemo odbaciti, koje i
zasto?
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Slika 3. Rezultati serije merenja efektivne vrednosti pri
nazivnoj ucestanosti signala 50.2 Hz i 20 kHz ucestanosti
odmeravanja.

Situacije na slici 2 i slici 3 odgovaraju dvema karakteri-
sti¢cnim pojavama obradenim u simulacijama. U prvoj
situaciji imamo celobrojan odnos ucestanosti (20kHz/
50Hz = 400). Po simulacijama bi u ovoj situaciji trebalo
da dobijemo dobro grupisanje rezultata za efektivnu
vrednost, poSto se svaki put dobija isti broj odbiraka u
periodi. Dva rezultata koji primetno odstupaju su
verovatno posledica odstupanja jedne ili obe ucestanosti
od nazivnih vrednosti, tako da njihov koli¢nik ipak malo



odstupa od ocekivane celobrojne vrednosti.

U drugoj situaciji imamo necelobrojan odnos ucestanosti
(20 kHz/50.2 Hz = 398.4), zbog c¢ega se u nekim
slu¢ajevima pojavi 398, a u nekim 399 odbiraka u okviru
jedne periode. Iz tog razloga dobijamo i dve grupe
rezultata prilikom odredivanja efektivne vrednosti.

Za razliku od simulacija gde mozemo da upravljamo
trenutkom prvog odabiranja u okviru periode napona, u
merenjima je ovaj trenutak slucajna pojava. Simulacije su
obavljene za razne vrednosti ovog parametra. Da bismo i
u merenjima dobili razne vrednosti ovog parametra (od
Cega zavisi konacna efektivna vrednost), izmedu susednih
merenja je napravljena kratka pauza trajanja odredenog
random funkcijom.

3. EKSPERIMENT

Na slici 4 prikazano je okruzenje u kojem je obavljen
eksperiment. Za odredivanje efektivne vrednosti napona
je koris¢en multimetar HP3458A [3]. Multimetar je
koris¢en kao voltmetar za jednosmerni napon (DCV) i
kao voltmetar za naizmeni¢ni napon (ACDCV).
Prostoperiodi¢an napon stabilne efektivne vrednosti je
uziman iz kalibratora TimeElectronics 5025 [4]. Radom
multimetra je upravljao racunar na kojem se izvrSavala
aplikacija napisana u programskom paketu LabView.

Slika 4. Uredaji koriséeni u eksperimentu

Paralelno je odredivana efektivna vrednost po tri metode.
Prva metoda je standardna metoda odabiranja koja
odreduje efektivnu vrednost na osnovu odbiraka dobijenih
u okviru celog broja perioda, tako da su periode ograni-
Cene prolaskom napona kroz nulu, po (1). Ova metoda
daje rezultat koji je nazvan RMSzero.

Druga metoda daje rezultat RMSrms koji se dobija takode
primenom (1), samo se ovoga puta periode definiu na
osnovu prolaska rastu¢e ivice napona kroz prethodno
odredenu vrednost RMSzero. Prvo odredimo RMSzero na
osnovu prolazaka kroz nulu, a onda se nad istim
odbircima izvrsi racunanje RMSrms, ali nad periodom
koja je odredena prolaskom napona kroz RMSzero. Treci
rezultat za efektivnu vrednost napona se dobija
standardnim ACDCYV postupkom ugradenim u multimetar
HP3458A. Radene su serije od po sto merenja pri
nepromenjivoj amplitudi prostoperiodi¢nog napona i
ucestanosti napona iz kalibratora.

Da bi rezultati dobijeni po tri opisane metode bili
uporedivi, odluceno je da trajanje merenja po svakoj
metodi bude priblizno jednako. Odabrano je trajanje jedne
periode mreznog napona - 20 ms. U svakoj seriji je vr§eno
sto uzastopnih merenja pri nazivnoj efektivnoj vrednosti
napona od 5 V.

4. ANALIZA REZULTATA

U svakoj od Sest serija po sto merenja je sprovedena
analiza dobijenih rezultata merenja. Za svaki skup
rezultata je odredena srednja vrednost, standardna
devijacija, minimalna i maksimalna vrednost. Na slici 5 i
slici 6 su prikazane zavisnosti srednje vrednosti i
standardne devijacije za sve serije i metode.
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Slika 5. Zavisnost srednje vrednosti po serijama za sve tri
metode
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Slika 6. Zavisnost standardne devijacije po serijama za
sve tri metode

Na slici 7 je prikazan opseg od minimalne do maksimalne
vrednosti rezultata dobijenih po svakoj od metoda. Crnom
bojom su oznacene granice za napon nazivne efektivne
vrednosti 5 V po specifikaciji proizvodaca kalibratora.

Opseg rezultata
5
> 5007 -
$ S000 — e oSk —*—RMSzero
o 4ses / N, v
Z 4238 — = BMS
4992 — HESESEA
4996 \
4995
1 2 3 4 5 -

Serija merenja

Slika 7. Opseg izmedu minimalne i maksimalne vrednosti
po serijama za sve tri metode

Na osnovu rezultata prikazanih na slici 5 se uocava slicno
ponasanje srednje vrednosti rezultata merenja po
RMSzero i RMSrms metodi. lako pojedinacni rezultati
dobijeni po RMSzero metodi imaju grupisanje oko dve
razli¢ite vrednosti (slika 8) zahvaljujué¢i usrednjavanju u
okviru serije (sto merenja) dobijena je srednja vrednost
priblizno jednaka srednjoj vrednosti po unapredenoj
metodi RMSrms.
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Slika 8. Rezultati RMSzero i RMSrms u okviru jedne
serije merenja, pokazuju vece rasipanje rezultata
RMSzero

Na slici 6 je uocljivo dobro slaganje standardne devijacije
(kao mere preciznosti merenja) po metodi RMSrms i
koris¢enjem instrumenta HP3458A kao voltmetra za
naizmenicni napon, dok je rasipanje rezultata merenja po
RMSzero metodi priblizno jednako ili uocljivo vece.

Na slici 7 je prikazan opseg (definisan minimalnom i
maksimalnom vredno$¢u u svakom skupu od sto rezultata
merenja) po serijama i metodama. Na ovom grafiku su
docrtane crnom linijom granice u kojima bi efektivna
vrednost napona iz kalibratora trebalo da se nade, na
osnovu specifikacije.
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Slika 9. Opseq rezultata merenja uz uvazavanje
deklarisane greske HP3458A4 kao naizmenicnog voltmetra

Sa slici 9 se vidi da su RMSrms rezultati uvek u okviru
granica u kojima se efektivna vrednost nalazi ako
verujemo instrumentu HP3458A.

5. ZAKLJUCAK

U radu su prikazani rezultati eksperimentalne provere
unapredene metode za odredivanje efektivne vrednosti
napona. Koris¢en je multimetar HP3458A, koji je za dve
metode bio konfigurisan kao jednosmerni voltmetar, pri
¢emu je direktno koris¢éen AD konvertor ugraden u
instrument, dok je u tre¢oj metodi HP3458A kori$¢en kao
naizmenic¢ni voltmetar. Izvr§eno je poredenje dobijenih
rezultata po tri metode.

Potvrdena je ispravnost unapredene metode u odnosu na
standardnu metodu, a saglasnost sa referentnom metodom
(HP3458A kao naizmeni¢ni voltmetar). U narednim
koracima je plan da se uzme u obzir greska samog AD
konvertora ugradenog u HP3458A 1 da se procene
metroloske performanse unapredene metode u zavisnosti
od ucestanosti napona, ucestanosti odabiranja, amplitude
napona, trajanja merenja i drugih uticajnih veli¢ina. Pored
toga, planira se da se u navedenim istrazivanjima primene
i savremenije matematicke metode, kao Sto su operatori
agregacije.
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