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METODE OPTIMALNOG UPRAVLJANJA ZA OPTIMIZACIJU PERFORMANSI
TRKACKIH VOZILA

OPTIMAL CONTROL METHODS FOR THE OPTIMIZATION OF RACE CAR
PERFORMANCE

Luka Vujici¢, Fakultet tehnickih nauka, Novi Sad
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Kratak sadriaj — Razvijen je metod za simulaciju
vremena kruga zasnovan na teoriji optimalnog
upravljanja. Koriséen je kinematski model vozila sa
jednim tragom. Problem je resen metodom direktne
kolokacije. Metodom je izvrSena minimizacija vremena
kruga sa istovremenom optimizacijom parametara.

Kljuéne reci: Teorija optimalnog upravljanja, Dinamika
vozila, Optimizacija

Abstract — An optimal control lap time simulation
method is developed. The vehicle model used is a
kinematic single track model. The problem is solved with
the direct collocation method. An example lap time
minimisation study with simultaneous parameter
optmization is performed..

Keywords: Optimal control theory, Vehicle dynamics,
Optimization

1. UvOD

Osnovni kriterijum u razvoju u moto-sportu je izvrsiti dati
manevar za minimalno vreme. Pri tome fizicke granice
trkacke staze i tehnicka ogranienja definisana pravilima
moraju da se postuju. U granicama ovih pravila
konstruktori i trkacki timovi razvijaju i podeSavaju vozila
da minimizuju vreme kruga.

U ovom procesu se koriste simulacije da bi se ispitao
uticaj konstrukcionih i parametera podeSavanja na perfor-
manse vozila.

Oblasti razvoja ukljuCuju generisanje acrodinamicke sile
potiska, pobolj$anje prijanjanja pneumatika, karakteristika
pogonske grupe i oslanjanja i dr. U donoSenju odluka
inzenjeri koriste tzv. alate za simulaciju vremena kruga da
ispitaju uticaj ovih parametara na vreme kruga.

Pregled razvijenih metoda je dat u [1, 2].

Cilj rada jeste razvoj metoda za optimizaciju performansi
zasnovanog na optimalnom upravljanju. Metod treba da

bude fleksibilan u smislu lakih izmena modela i daljeg
razvoja metoda.
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2. MODELOVANJE | FORMULACIJA PROBLEMA

2.1. Modelovanje staze

Da bi se definisao manevar koji vozilo treba da izvrsi
potreban je matematicki opis staze.

Za opis staze kori$¢en je kurvilinearni koordinatni sistem.

Slika 1. Kurvilinearni opis staze [3]

Kako je prikazano na slici 1., pozicija teziSta je definisana
kurvilinearnom apscisom s(t) i vektorom n(s(t)). Prva ve-
li¢ina jeste rastojanje predeno srednjom linijom od startne
linije, dok je druga rastojanje teziSta vozila od srednje
linije u pravcu normalnom na vektor tangente srednje
linije t(s(t)).

Staza je u bilo kojoj tacki s opisana poluprec¢nikom
krivine R, C=1/R i polu-sirinom N. Vektor tangente
srednje linije staze t definisan je uglom orijentacije staze
0. Kako je & ugao izmedu poduzne ose vozila i t, apsolutni
ugao zakretanja vozila je y =6+¢.

Podrazumeva se da je predeni put s(t) funkcija vremena
koja isklju¢ivo raste i da su, prema tome, rastojanje i
vreme alternativne nezavisne promenljive.

Relacije izmedu lokalnog koordinatnog sitema vozila i

globalnog kurvilinearnog sistema date su slede¢im
jednac¢inama [3]:
ds _ veos(B+S)
dt  1-nC )
dan _
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de_dy ds
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2.2. Modelovanje vozila
Koriséen je kinematski model vozila sa jednim tragom
[4]. Promenljive stanja i upravljatke promenljive su
definisane redom vektorima stanja i upravljanja:

x=( B y) 4)

u=(5a) (5)

gde je v brzina teziSta, 8 ugao boénog klizanja, w ugao
zakretanja vozila, 6 ugao zakretanja upravljanog tocka i a

ubrzanje tezista u istom pravcu kao i brzina. Ove veliCine
su prikazane na slici 1

YA«O

Slika 2. Kinematski model vozila sa jednim tragom [4]
Jednacine koje opisuju model su:

dv _
s ©)
ap 4
at =tan (r I tan o) (7)
dl// Vo
—_I—smﬁ (8)

dt

r

Parametri modela su rastojanje tezista od prednje i zadnje
osovine, redom ;i I,.

Pri simulaciji dinamickih sistema kao nezavisna promen-
ljiva se obi¢no koristi vreme. Medutim u ovom slucaju,
vreme i1 predeni put se mogu smatrati alternativnim
nezavisnim promenljivim. Za ovu primenu, koris¢enje
predenog puta kao nezavisne promenljive ima prednosti.
Naime, uspostavlja se eksplicitna veza sa pozicijom
vozila na stazi i smanjuje konaéna veli¢ina problema.
Promena nezavisne promenljive se moze izvrSiti samo
ako postoji tacna korespondencija izmedu s i t. Ovo je
tacno samo ako se vozilo kre¢e samo u pravcu rasta S.
Faktor za promenu je recipro¢na vrednost brzine duz
srednje linije staze[3] :

S, _( )-1 1-nC

9
v(s)cos(A(s) + £(5)) ®)
Ovom promenom uvodimo i dva nova stanja, normalno
rastojanje od srednje linije n i ugao izmedu poduzne ose
vozila i tangente srednje linije staze ¢

Izvodi stanja po predenom putu dobijaju se pomocu jed-
nacina (2,3,6,7,8), tako sto se iste pomnoze faktorom Si:

dn _d
d—;‘:d—rt‘ (10)
dé d

d—f=d—ff (11)
v _ dv (12)

ds dt

45 _dp
ds dt S (13)
dy _dw
ds dt (14)

2.3. Formulacija problema optimalnog upravljanja

Cilj ovog metoda jeste da se pronadu optimalne putanje
stanja i1 kontrola dinamickog sistema (trkacko vozilo) za
koje je vreme manevra minimalno. Pri tome se moraju
postovati ogranicenja dinamike vozila, ogranicenja staze i
ograni¢enja vrednosti promenljivih stanja i upravljanja.
Ovi zahtevi su formulisani u sledec¢i problem optimalnog
upravljanja:

St 1-n(s)C(s)
% V(s)cos(B(s)+£(9))

min J=

ds (15)

st LK~ £ (x(s)u(s) (16)
X(Sp) = % 17

X(s;) = X (18)

X < X(8) < X, (19)

u_ <u(s)<uy (20)

N, <n(s) <N, (21)

Funkcija cilja J jeste minimizacija vremena manevra.
Jednacina (16) definiSe ogranienja dinamike vozila.
Ogranicenja pocetnog i krajnjeg stanja su definisana
jednacinama (17,18). Jednacine (19,20) su ograniCenja
vrednosti promenljivih stanja i upravljanja, gde indeksi i
u oznacavaju donje i gornje grani¢ne vrednosti koje se
mogu odrediti na osnovu poznavanja dinamickog sistema.
Na kraju, vozilo se zadrzava u okviru granica staze
ograni¢enjem definisanim jednadinom (21), gde su N; i N,
leva i desna polu-§irina staze.

2.4. Resavanje problema optimalnog upravljanja

Izabrani numericki metod reSavanja je direktna kolokacija
[5], u kojoj se kontinualni problem optimalnog
upravljanja pretvara u diskretni nelinearni program.

Interval predenog puta na kom je problem definisan
[s0...sf] je diskretizovan u N segmenata:

Sy =5, <S,...<Sy =S¢ (22)
Diskretni korak h; je definisan slede¢om jednacinom:
h=s,-s zai=1l.N-1 (23)

Sada kada je problem diskretizovan formuliSe se
nelinearni program:

N-1 h

min J = ?I(Sfi +S4.4) (24)
i=1

@, = Xi+1-Xi —%(xi +%,)=0 zai=1.N-1 (25)
Y=X,—X =0 (26)
Y=x-%=0 (27)
t< H(s) <t (28)
x < ‘>‘<(s) <% (29)
su(s) <u, (30)



Funkcija cilja J definisana je primenom trapezoidnog
pravila numericke integracije na integral reciprocne
vrednosti brzine duz srednje linije staze Sfu granicama u
kojim je problem definisan. Isto pravilo numericke
integracije je primenjeno u ograni¢enju dinamike sistema
@, gde x' predstavlja jednacine (10-14).

Ogranicenja u jedna¢inama (26-30) predstavljaju diskreti-
zovana ograni¢enja problema optimalnog upravljanja koja
su definisana jednaéinama (17-21).

2.5. Implementacija

Implementacija metoda je izvrSena u programskom jeziku
Julia [6], koriste¢i jezik za algebarsko modelovanje JuMP
[7]. Za reSavanje konaénog nelinearnog programa
kori§cen je solver IPOPT [8]. Prvi i drugi izvodi potrebni
za formiranje Jakobijeve i Heseove matrice koje IPOPT
zahteva kao ulaz izracunati su metodom algebarske
diferencijacije koja je deo paketa JUMP.

Prednost koris¢enja ovog okruZenja je to $to je sve od mo-
delovanja vozila, preko formulacije i transkripcije prob-
lema optimalnog upravljanja do re$avanja rezultujuceg
nelinearnog programa uradeno u istom programskom
jeziku. Ovo olakSava i ubrzava implementaciju metoda.
Dodatne prednosti su performanse programskog jezika i
¢injenica da je sav koriS¢en softver otvorenog tipa (open
source).

3. REZULTATI SIMULACIJA

3.1. Minimalno vreme kruga

Prva studija je minimizacija vremena manevra za ceo
krug staze. KoriS¢ena staza je prikazana na slici 3.a.
Duzina staze je 1792[m], sa konstantnom S$irinom od 6
[m] celom duzinom staze i vozi se u smeru Kazaljke na
satu. Problemu su dodata dodatna ograni¢enja na kolic¢inu
promene upravljackih promenljivih izmedu dva koraka.
Parametri modela i informacije o resenju su prikazani u
tabelama 2. i 3. u dodatku.
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Slika 3. Rezultati simulacije
Na ostalim dijagramima na slici 3. prikazana su stanja i
upravljacke promenljive. MozZe se videti da brzina pocinje
od zadate poetnje vrednosti 0 [ms™] i raste do 50 [ms™],
Sto je zadata gornja grani¢na vrednost, na kojoj ostaje do
kraja manevra. Ubrzanje takode kre¢e od zadate podetne
vrednosti od 0 [ms?] i raste do 10 [ms™], dok brzina ne
dostigne gornju grani¢nu vrednost, kada opet opada na 0
[ms™]. MozZe se videti da ubrzanje ni u jednom trenutku
ne dostize negativnu vrednost i da kao posledica toga
brzina ne opada.

Predieni put s[m]

Sistem se ovako ponaSa zbog znacajno pojednostavljenog
modela vozila koji ne predstavlja verno ponaSanje stvar-
nog vozila. Naime, model ne uzima u obzir sile koje de-
Iuju na vozilo, medu njima i sile koje generiSu pneumatici
u kontaktu sa podlogom. Upravo ove sile ograni¢avaju
bo¢no ubrzanje, a time i brzinu koju vozilo moze da
postigne u krivinama.

Ovo se odrazava i na proracunatu putanju vozila koja je
prikazana za jedan segment staze crnom linijom na slici
4. Vozilo ulazi u ovaj segment iz Sikane desno-levo na
unutras$njoj strani i prelazi na unutrasnju stranu za sledecu
desnu krivinu. Istu unutrasnju liniju zadrzava i za sledecu
desnu lakat krivinu, nakon cega prelazi na unutra$nju
liniju za slede¢u dugu levu krivinu, koja je poslednji deo
ovog segmenta. Celom duzinom staze vozilo tezi unutras-
njim linijjama u krivinama, koje zadrZava i na pravcima.
Razlog za ovo jeste §to vozilo brzo dostigne maksimalnu
brzinu, nakon &ega trazi najkra¢u putanju unutar granica
staze.

i AW L L
-250 -225 -200 -175 -150 -125

x[m]

Slika 4. Optimalna putanja vozila za jedan segment staze

3.2. Istovremena optimizacija parametara

Prethodna studija je proSirena istovremenom optimizaci-
jom parametara. Za ovu studiju model je blago izmenjen.
Osnovni model ima dva parametra I i I,.. Za ovu studiju
ova dva parametra su zamenjena jednim, raspodelom
mase na prednjoj osovini d; i konstantom I=I+l;, koja
predstavlja ukupno osovinsko rastojanje. U jednac¢inama
modela vozila I i I; su zamenjeni slede¢im izrazima:

I =@=d)l (31)

I, =d;l (32)
Osnovni problem optimalnog upravljanja je proSiren
jednostavno dodaju¢i di u promenljive i dva dodatna

ograni¢enja, jedno za jednakost parametra u svim
koracima i drugo za grani¢ne vrednosti parametra:

d;(s)=d;(s,;) zai=1l.N-1 (33)

dfmingdf(s)gdfmax (34)
Rezultati ove studije u poredenju sa prvom dati su u tabeli 1.

Tabela 1. Rezultati optimizacije parametara

Osnovno Optimizovano
Vreme kruga [s] 36.2784 36.2779
di[-] 0.48 0.401
Il [m] 1.716 1.976
I [m] 1.584 1.323




4. ZAKLJUCAK

Na osnovu gore prezentovanog rada se mogu izvesti
sledeci zakljudci:

+ Kinematski model vozila za jednim tragom kori$éen u
radu je jednostavan za implementaciju i
parametrizaciju sa samo dva parametra. Takode,
metod sa ovim modelom pokazuje dobru efikasnost.
Medutim model je previse pojednostavljen, $to je
pokazano i naglaseno u rezultatima simulacija koji ne
reprodukuju ponasanje stvarnog vozila

Izbor metoda direktne kolokacije za numericko
reSavanje problema optimalo upravljanja se pokazao
kao dobar. Metod se pokazao kao robustan i
fleksibilan, §to je pokazano jednostavnom izmenom
modela i problema za omogucenje istovremene
optimizacije parametara

Okruzenje u kom je izvrSena implementacija metoda
se pokazala dobro. Ceo metod je implementovan u
programskom jeziku Julia. Paket za optimizaciju
JuMP je mocan sa svojom funcionalnosc¢u
algoritamske diferencijacije, koja nije pre kori§¢ena za
ovu primenu

Kao pravac daljeg istrazivanja i razvoja metoda prioritet
ima model vozila, kako bi metod mogao da uvid u
optimalno ponaSanje stvarnog vozila. Predlaze se
koris¢enje dinamickog modela sa nelinearnim modelom
pneumatika. Korisno bi bilo i istraziti uticaj slozenosti

Tabela 3. Informacije o resenju prve studije

Opis Vrednost | Jedinica
Diskretni korak h 0.8 m
Broj diskretnih tacaka 2240 -
Broj promenljivih nelinearnog )
programa 15680
Trajanje proracuna 33.6 S

modela na efikasnost metoda, odnosno vremena
proracuna.
5. DODATAK
Tabela 2. Parametri modela i simulacije
Simbol Opis Jedinica
I, [m] Rastojanje tezista od prednje 172
osovine
I, [m] Rastojanje tezista od zadnje 158
osovine
-1 Gornja grani¢na vrednost
Vinax [Ms™] brzine 50
1 Gornja grani¢na vrednost
8nax [MS7] ubrzanja 10
Donja grani¢na vrednost
Snin[] e 8 o -30
ugla upravljanja
X Gornja grani¢na vrednost
Omax [] ugla upravljanja 30
ms® 1| Kolici brzanj 1
raf Korak ] oli¢ina promene ubrzanja
0l ° ] Koli¢ina promene ugla 2
*Lorak upravljanja
Vo [ms™] Pocetna brzina 15
wo[°] Pocetni ugao zakretanja
ap[ms?] Pocetno ubrzanje
do[°] Pocetni ugao upravljanja 0
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