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ANALIZA GEOMETRIJE MANIFOLDA U AUTOENKODERIMA
MANIFOLD GEOMETRY ANALYSIS IN AUTOENCODERS
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Oblast - RACUNARSTVO I AUTOMATIKA

Kratak sadrzaj — Ovaj rad posvecen je pokusaju da se
razumeju i rasvetle neki od principa u radu dubokih
neuronskih mreza. Konkretno, kako Sirina sredisnjeg
sloja  u autoenkoderu, intrinsicna dimenzionalnost
ulaznog skupa podataka i duZina obucavanja mreze uticu
na geometriju formiranog manifolda.

Kljuéne redi: Autoenkoderi, masinsko ucenje, manifoldi,
interpolacija

Abstract — This paper attempts to help in understanding
and clarifying some of the principles in the work of deep
neural networks. Specifically, how the width of the
bottleneck layer in the autoencoder, the intrinsic
dimensionality of the input data and the training duration
affect the geometry of the formed manifold.

Keywords: Autoencoders, machine learning, manifolds,
interpolation

1. UvOD

Neuronske mreze i duboko ucenje u danasnje vreme
predstavljaju standardnu tehniku za reSavanje problema
masinskog ucenja. Ipak, ¢ak i uz svakodnevnu pojavu
novih modela i arhitektura, kao i sve bolje performanse
koje oni pruzaju, neuronske mreze u mnogome i dalje
ostaju crna kutija a mnogobrojni detalji u njihovom
funckionisanju ostaju nepoznanica.

Neka od pitanja na koji istrazivac¢i pokusavaju da daju

odgovor tiCu se geometrije interne reprezentacije
podataka u skrivenim slojevima mreze. Bolje
razumevanje odredenih  topoloskih i geometrijskih

struktura unutar neuronske mreze kao i nacina na koji se
formiraju dovelo bi do moguénosti modelovanja
efikasnijih  arhitektura, interpretabilnijin sistema i
predvidivijih izlaza.

Podesavanje parametara mreze je jedan od osnovnih
koraka u obucavanju svakog modela a svi oni na ovaj ili
onaj na¢in uti¢u na formiranje interne reprezentacije
podataka. Iako se ova oblast sve viSe istrazuje i dolazi se
do novih saznanja, u praksi se i dalje odabir arhitekture za
reSavanje odredenog  problema kao i podeSavanje
parametara u najvec¢oj meri zasniva na iskustvu i
empirijskom pristupu.

NAPOMENA:
Ovaj rad proistekao je iz master rada ¢iji mentor je
bio dr Milan Segedinac, vanr. prof.

Razli¢ita istrazivanja i eksperimenti vrSeni su u cilju bo-
ljeg razumevanja uticaja interne reprezentacije podataka
na funkcionisanje neuronskih mreza.

Rad [1] posveéen je upravo razumevanju geometrije
dubokih neuronskih mreza. Potvrdjuje se hipoteza da
glavni uspeh neruonskih mreza lezi u €injenici da prirodni
podaci visoke dimenzionalnosti zapravo leZze u nize-
dimenzionalnom prostoru (hipoteza o manifoldu). Rad [2]
se Dbavio topoloskim 1 geometrijskim osobinama
manifolda i modelovanju istth u cilju S§to boljeg
predstavljanja odredenog skupa podataka sa odredenom
intrinzi¢énom topoloskom strukturom. U [3], cilj istrazi-
vanja bio je ispratiti intrinzi¢nu dimenzionalnost interne
reprezentacije slike kroz razli¢ite slojeve duboke neu-
ronske mreZze.

Jedan od glavnih motiva za izucavanje geometrije interne
reprezentacije objekata jeste i interpolacija unutar
prostora reprezentacija. Rad [4] se zasnhiva na ideji da
dublji slojevi neuronske mreze predstavljalju apstraktnije
karateristike podataka od ranih slojeva i da interpolacija
izmedu taCaka u tom prostoru ima viSe semanti¢kog
znacaja nego u pocetnim slojevima mreze.

Cilj ovog rada bio je da kroz eksperimente pokusa dati
svoj doprinos u otkrivanju odredenih zakonitosti izmedu
razli¢itih parametara mreze 1 rezultujue geometrije
manifolda.

2. TEORIJSKE OSNOVE

Za razumevanje metodologije i rezultata izvrSenih
eksperimenata potrebno je poznavati odredene teorijske
pojmove:

2.1. Manifold

U matematickoj teoriji, manifold predstavlja topoloski
prostor koji lokalno li¢i na euklidski. Preciznije, n-
dimenzionalni manfold ili skra¢eno n-manifold je
topoloski prostor sa osobinom da svaka tacka unutar njega
ima okolinu koja je homeomorfna sa otvorenom
jedini¢nom loptom u Rn.

2.2. Hipoteza o manifoldu

Hipoteza o manifoldu kaze da se mnogi visoko-dimenzio-
nalni skupovi podataka koji se mogu na¢i u stvarnom
svetu tj. prirodi zapravo koncentri$u u blizini nize-dimen-
zonalnih manifolda unutar tih visoko-dimenzionalnih
prostora.

Opste je prihvaceno da hipoteza o manifoldu objasnjava

efikasnost algoritama masinskog ucenja u opisivanju
visoko-dimenzionalnih skupova podataka malim brojem
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parametara tj. u reSavanju problema nelinearne redukcije
dimenzionalnosti skupa podataka, kao S§to je u slucaju
autoenkodera.

Slika 1. Pojednostavljeni prikaz hipoteze o manifoldu [5]

2.3. Autoenkoderi

Autoenkoderi predstavljaju posebnu vrstu vestackih
neuronskih mreza koji za cilj imaju da nauce
reprezentativne karateristike - kodove neoznacenih
skupova podataka.

Kod standardnog autonekodera, sredi$nji sloj u kome se
¢uva reprezentativni kod ulaznog skupa podataka manje
je dimenzionalnosti od ulaznog sloja, pa je tako mreza
prinudena da odbaci neke od manje vaznih karakteristika
skupa (Sum) a =zadrzi samo one najekspresivnije,
stvarajuéi tako kompresovani oblik ulaznog skupa koji je
u reSavanju mnogih problema Korisniji od originalne
reprezentacije. Prostor u kome se nalazi kompresovana
reprezentacija podataka naziva se i latentni prostor.

2.4. Intrinzi¢na dimenzionalnost

Intrinzi¢na dimenzionalnost - ID predstavlja minimalni
broj dimenzija neophodnih da se opisu elementi skupa bez
znacéajnog gubitka informacija.

Problem pronalazenja ID odredenog skupa je vrlo
zahtevan i postoje mnogi algoritmi i metodi u njegovom
reSavanju. Neki od estimatora ID su: DANCo [6], KNN,
PCA, MADA [7], TwoNN [8] itd.

Za vecinu realnih skupova podataka iz prirode, moguce je
napraviti razliku izmedu pojmova globalna intrinzi¢na
dimenzionalnost GID i lokalna intrinzi¢na
dimenzionalnost LID. Ovi koncepti usko su povezani sa
konceptom manifolda. LID predstavlja dimenzionalnost
manifolda u okolini ta¢ke koja se posmatra, dok GID
sagledava Citav skup tacaka i odreduje dimenzionalnost
konveksnog omotaca manifolda.

2.5. Prokletstvo dimenzionalnosti

Ovaj pojam se odnosi na razlicite fenomene do kojih
dolazi pri radu sa podacima u visoko-dimenzionalnim
prostorima, za razliku od nisko-dimenzionalnih sa kojima
se svakodnevno susre¢emo.

Osnovna pojava do koje dolazi je da zapremina prostora
raste eksponencijalno sa uve¢avanjem broja dimenzija, pa
tako 1 broj tacaka koji je potreban da bi se zadrzala
odredena gustina mora rasti eksponencijalno.

Takode, kako dimenzionalnost prostora raste, tacke tog
prostora medjusobno postaju sve udaljenije i razudenije,

sve do stepena da prakti¢no postaju jednako udaljene
jedne od drugih. Ova osobina, izmedju ostalog, onemogu-
¢ava rad mnogim algoritmima koji se oslanjaju na pre-
poznavanje odredenih grupa tacaka ili celina koje dele
odredenu zajednicku osobinu.

Eksperimentalni deo ovog rada bavice se i pokusajem da
se donesu zakljucci o promeni prirode skupa podataka pri
drastiénom povecéanju dimenzionalnosti.

2.6. Interpolacija i ekstrapolacija

Pojmovi interpolacije i ekstrapolacije su fundamentalni
kako u masinskom ucenju tako i u drugim oblastima
oblastima tehnickih nauka i matematike.

Do interpolacije dolazi, posmatrajuéi tacku x, kada god
ona pripada konveksnom omotacu skupa tacaka X = {x1,
X2,...,Xn}, u suprotnom dolazi do ekstrapolacije.

U kontekstu masinskog uéenja i dubokih neuronskih
mreza, interpolacija se moze povezati sa pojmom
manifolda. Kao Sto se moze videti na slici 2, linearna
interpolacija  kroz latentni  prostor reprezentacija
rezultovace nepredvidivim slikama, dok ¢e interpolacija
po manifoldu rezultirati poznatima primerima iz skupa
podataka ili njihovim kombinacijama na ¢emu se u
konacnici zasnivaju generativni modeli.
N e
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Slika 2. Prikaz linearne interpolacije i interpolacije po
manifoldu u latentnom prostoru mreze [9]

3. EKSPERIMENTI

3.1. Eksperimenti sa niskodimenzionalnim podacima

Prvi eksperimenti vrSeni su sa najprostijim skupovima
podataka — tackama, ravnomerno rasporedenim u 2D i 3D
prostoru, koje ¢ine mrezu. Kako je za ove skupove i
pocetna i intrinzi¢na dimenzionalnost dva odnosno tri,
nemoguée je u stilu standardnog autoenkodera
kompresovati podatke u prostor nize dimenzije. Iz ovog
razloga autoenkoder je imao specifi¢nu strukturu, kao $to
se vidi na slici 3.

>

Slika 3. Arhitektura autoenkodedra u inicijalnim
eksperimentima

Dimenzionalnost skupa je vestacki povecana da bi
naknadno bila smanjena.

Rezultati eksperimenta pokazali su da duze obucavanje
mreze ,,pegla” tj. ravna manifold, $to dovodi do bolje
rekonstrukcije, makar za visoko-strukturirane skupove
podataka — slika 4. Takode, do ovog efekta dovodi i pove-
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¢avanje $irine skrivenih slojeva u mrezi tj. projektovanje
podataka u viSe-dimenzionalne prostore pre kompresije.

Manifold Rekonstrukcija
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Slika 4. Primer manifolda koji predstavlja mrezu tacaka u
2D i njegovu rekonstrukciju, u zavisnosti od duZine
obucavanja autoenkodera.

3.2. Interpolacija i ekstrapolacija

Da bi se prevaziSao problem vestatkog uvecavanja
dimenzionalnosti, 2D tatke su u  narednim
eksperimentima prikazane kao bele tacke polupre¢nika 4
piksela na crnoj slici veli¢ine 28x28 piksela. Na ovaj
nacin neosporno je odrzana ID = 2, ali je zato pocetna tj.
stvarna dimenzionalnost skupa bila 28x28 = 784D, ¢ime
je autonekoderu data moguénost da efikasno kompresuje
podatke i iskaze odredene karakteristike.

Sli¢no prethodnom primeru, skup podataka predstavljao
je skup 2D tadaka koje zauzimaju svaku od 784 moguce
pozicije na slici. MreZa je trenirana 50 epoha, koristeci
tanh aktivacionu funkciju, brzinu obucavanja od 0.001 i
irinu  sredi$njeg sloja  (dimenzionalnost latentnog
prostora LD) Kkoji je varirao od 1 do 300.

S obzirom na ID od 2, obistinilo se ocekivanje da ¢e
mreza sa LD 1, imati problem sa rekonstrukcijom
primera iz skupa podataka. Za LD>1 rekonstrukcija je
bila uspe$na, a ve¢ kod LD=5, konvergirala je do
apsolutno taéne. Uspesna rekonstrukcija bila je pocetni
uslov za dalje eksperimentisanje.

Za svaki od 300 eksperimenata, vrSeno je poredenje
izmedu linearne interpolacije i interpolacije po manifoldu.
Kao pocetna i krajnja tacka interpolacije uzimane su prva
i poslednja tacka skupa odnosno ta¢ke u gornjem-levom i
donjem-desnom uglu slike. Kod linearne, uzrokovane su
tatke sa konstantnom medusobnom udaljenoséu
najkracom mogucom putanjom izmedu prve i pocetne
tacke u euklidskom prostoru. Interpolacija po manifoldu
sa druge strane radena je na slede¢i nacin: Odabrane su
tacke dijagonale koje predstavljaju ,,ground truth” u
interpolaciji izmedu zadatih tacaka. Nakon toga
izostavljena je svaka druga tacka i aproksimirana sa
srediSnjom tackom linearne interpolacije izmedu njoj
prethodne i naredne tacke. Potom je merena prose¢na
udaljenost aproksimiranih taaka od njihovih pravih
vrednosti.

Na slici 5 mozZe se videti primer linearne interpolacije
(crvena trajektorija) i interpolacije po manifoldu (Zuta
trajektorija) u 3D prostoru, kao i odstupanje
aproksimirane trajektorije od ,,ground truth” trajektorije —
mean dist =0.280 .

MEAN DIST: 0.2802013

Slika 5. 2-manifold u 3D prostoru

Kao $to se moze videti na slici 6, linearna interpolacija je
rezultirala tackama koje sadrze deljene karakteristike
svojih najblizih primera dok je interpolacija po manifoldu
kreirala o¢ekivanu translaciju tacke po dijagonali.

Linearna

Po manifoldu

Slika 6. Rekonstrukcija nakon linearne i interpolacije po
manifoldu

U cilju boljeg razumevanja dobijenih rezultata i izvodenja
odredenih zaklju¢aka izvrSen je dodatni eksperiment:
uzrokovan je kompletan 2D latentni prostor u odredenim
granicama i svi uzorci dekodovani su u slike. Dobijene
rekonstrukcije procesirane su tako da su slike Cistih tacaka
prikazane kao pikseli odredenih boja koje koreliraju sa 2D
prostorom, dok su slike sa artefaktima ili viSe od jedne
tacke ostavljene u beloj boji. Rezultat se moze videti na
slici 7.
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Slika 7. Uzrokovanje citavog 2D prostora i predstavljanje
rekonstruisanih slika bojama

Ovaj rezultat protumacen je na sledeéi nacin: Informacije
o odredenom primeru iz skupa podataka najpreciznije su
sadrzane u tacki koji je taj primer zauzeo na manifoldu.
Ipak, ¢ak i daleko od manifolda, te informacije ostaju
zadrzane i moguce je rekonstrusati primer iz udaljene
tacke, dok god je ta tacka najbliza originalnoj tacki. Ovo
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videnje razlikuje se od ocekivanog ponasanja po kome bi
uzrokovanje tacke udaljene od manifolda trebalo da
rezultuje Sumom. Takode, sa slika 7 i 8 moze se zakljuciti
da su bele, neodredene, regije prostora nastale tamo gde
je manifold bio presavijen.

Slika 8. Crnom bojom prikazane su tacke manifolda

Ovaj zakljucak potvrden je i testiranjem ekstrapolacije iz
odredene tacke na manifoldu. Kao $to se vidi na slici 7,
crvenom trajektorijom prikazana je ekstrapolacija od
tacke iz sredista prostora u prozivoljnom pravcu. Cak i na
velikoj udaljenosti, rekonstrukcija je ostala konstantna tj.
zadrzala je formu slike bele tacke u donjem desnom uglu.

Ovakva pojava nastavila se sve do LD>100. Sa
povecanjem broja dimenzija u latethom prostoru, pojavile
su se slike sa artefaktima u ekstrapolativnom rezimu.
Ovaj rezultat slaze se sa teorijom o visoko-
dimenzionalnim prostorima i tezom da u takvim
prostorima tacke postaju medusobno jednako udaljene pa
tako poprimaju karakteristike tj. informacije svih ostalih
taCaka.

Merenjem udaljenosti tacaka manifolda od koordinatnog
pocekta kroz razlicite LD, ustanovljeno je da standardna
devijacija raspodela tih udaljenosti postaje sve manja, tj.
da se tacke koncentriSu oko odredene hiper sfere ili makar
u nekim njenim delovima, sve dok ne dostignu odredeni
limit tj. do konvergencije. Ta konvergencija se u ovom
eksperimentu desava oko dvadesete dimenzije, §to se
poklapa sa dimenzijom u kojoj konvergira i odstupanje
aproksimirane od ,,ground truth” trajektorije.

5. ZAKLJUCAK

Upotrebom geometrijski visoko-strukturiranog skupa
podataka sa poznatom ID i interpretabilnim rezultatima
interpolacije, istraZivana je unutra$njost latentnog
prostora neuronske mreze tj. autoenkodera i doneti su
odredeni zakljuéi:

e Duzina obucavanja mreze i dimenzionalnost
srediSnjeg sloja uti€u na stepen uvijenosti
formiranog manifolda.

e Linearna interpolacija izmedu tacaka u najveéem
broju slucajeva, a pogotovo u prostorima visoke
dimenzionalnosti, ne prolazi kroz tacke
manifolda pa samim tim ne rezultira primerima
iz skupa podataka.

e Neuronska mreza smeSta informacije o
enkodovanim primerima po celom latentnom
prostoru, a ne samo u blizini manifolda. Ipak,
daleko od manifolda a pogotovo kod velike LD,
informacije se prepli¢u i nepredvidive su.
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e Sa povecanjem LD, tacke manifolda koncentrisu
se u blizini delova hiper-sfere, tj. razlika u
razdaljinama ta¢aka manifolda od koordinatnog
pocetka prostora postaje sve manja.

Ovaj rad samo je zagrebao u neistrazenu prirodu strukture
latentnih prostora i ostavlja mnostvo pitanja za dalje
istrazivanje: Da 1i je moguée kretati se geodezi¢no
(sfericno) po manifoldu pri dovoljno velikom LD? Kako
bi uvodenje dodatnog skupa podataka razliéite strukture i
ID uticalo na manifold? Kako se odnos GID i LID menja
kroz razli¢éite LD i u kakvoj je vezi sa uvijeno$éu
manifolda?
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