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UVOD U VARIJACIONI RACUN SA PRIMJERIMA
INTRODUCTION TO THE CALCULUS OF VARIATIONS WITH EXAMPLES

Tamara Kopanja, Fakultet Tehnickih nauka, Novi Sad

Oblast — MATEMATIKA U TEHNICI

Kratak sadrzaj — U redu su sadrZane osnove varijaci-
onog racuna. Posebno, opisali smo numericki postupak
rjeSavanja Ojler-LagranZove jednacine. Na kraju, naveli
smo primjenu varijacionog racuna u obradi slike

Kljucne reci: varijacioni racun, metod opadajuceg gradi-
Jenta, obrada sllike

Abstract - The topic is base of calculus of variations. In
particular, we described numerical procedure for solving
Euler-Lagrange equation. Finally, we stated applications
of calculus of variations in image processing.

Keywords: calculus of variations, descent gradient met-
hod, image processing

1. UVOD

Varijacioni racun se koristi za rjeSavanje mnogih problema
iz razlicitih oblasti. Ozbiljniji razvoj varijacionog racuna
bio je sredinom 17. vijeka. Johan Bernouli je postavio pro-
blem Brahistrohrona koji je zainteresovao matematicare
[4]. U ovom radu ¢emo prikazati taj problem i rijesiti uz
pomoc¢ varijacionog racuna.

Definicija 1. Neka je X vektorski (linearan) prostor nad R.
Bilo koje preslikavanje iz X u R naziva se funkionela.

Mi ¢emo posmatrati funkcionele oblika

N= [ Fle s

gdje je f(x) dovoljno puta neprekidno diferencijabilna
funkcija jedne realne promjenljive nad skupom [a,b].
Funkcija F je neprekidna funkcija tri promjenljive. Zada-
tak nam je da pronademo ekstremnu vrijednost funkcionele
I(f), odnosno da odredimo funkciju f(x) za koju vrijednost
funkcionala I(f(x)) ima minimalnu ili maksimalnu vrijed-
nost.

Postavljamo grani¢ne uslove: f(a) = a, f(b) = b. Pretpo-
stavimo da je ekstremna vrijednost funkcionala funkcija
f(x). Ako sa f(x) = f(x) + €9 oznatimo malu promjenu
funkcije f(x) gdje je € > 01 ¢ proizvoljna funkcija za koju
vazi ¢(a) =01 @(b) = 0 onda vazi

I(f) > I(f) ako se za f = f(x) dostiZe minimum,a

I(f) < I(f) ako se za f = f(x) dostize maksimum funkci-
onele I(f) nad x € [a,b].
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2. VARIJACIONI RACUN
Koriste¢i oznake koje smo upravo uveli jasno je da funkci-
onela I(f + ) dostiZe svoj ekstrem za € = 0. To znadi da
izvod I(f 4+ €¢) po € mora biti jednak nuli u tacki € = 0,
odnosno
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a kako € ne ucestvuje u integraciji, uzimamo € = 0, pa je
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Koristimo parcijalnu integraciju za drugi ¢lan i dobijamo
integral u sljede¢em obliku
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Ako iskoristimo uslove za funkciju ¢ koje smo postavili

¢(a) = ¢(b) = 0 prva varijacija dobija oblik
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2.1. OJLER-LAGRANZOVA JEDNACINA
Prvo navodimo lemu koja ¢e nam pomo¢i u kasnijem za-
kljucivanju [3]].

Lema 1. Neka vazi / S(x
h(x) € C'[a,b] za koje vaZi h(a)

Ya(x) = 0 za sve funkcije h =
= h(b) =0, pri femu je



S(x) € Cla,b] data funkcija. Tada je S = 0.

Ako iskoristimo lemu 1 na jednakost 3 dobijamo potreban
uslov za postojanje ekstrema funkcionele I[f] na intervalu
[a,b] u vidu jednadine

af dxdf

koju nazivamo Ojler-Lagranzova jednacina.

Integralne krive koje zadovoljavaju ovu jednacinu zovemo
ekstremale. Bitno je napomenuti da je Ojler-LagranZova
jednacina potreban ali nije dovoljan uslov za postojanje
ekstrema funkcionele. U opStem slucaju Ojler-LagranZova
jednacina predstavlja diferencijalnu jednacinu. Za dovoljan
uslov potrebno je uvodenje druge varijacije 82/ §to se moze
pronadi u [1] ili [2]. Takode, vazno je napomenuti da Cesto
nije lako naéi analiticko rjeSenje Ojler-LagranZove jedna-
¢ine pa u tim slucajevima koristimo numeri¢ke postupke
da dodemo do pribliZznog rjeSenja o ¢emu Ce biti rijeci u
okviru ovog rada.

No, prije toga pogledajmo specijalan slucaj Ojler- Lagran-
Zove jednCine za slucaj kada podintegralna funkcija F ne
zavisi direktno od nezavisno promjenljive x. Dakle, imamo
podintegralnu funkciju F = F[f(x), f'(x)].

Ako Qjler-LagranZovu jednacinu pomnoZimo sa Ir dobi-
b
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Uvrstivsi dobijeno u jednakost 5 dobijamo

OFdf (JF df\'  OF d*f 6
df dx \df'dx) ' af dx* ©)
Za funkciju F = F[f(x), f'(x)] vazi
dF _JOFdf OF d*f

Vidimo da je lijeva strana dobijenog izraza upravo zbir pr-
vog i treCeg €lana u jednakosti 6 pa kada zamijenimo dobi-
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koju zovemo Beltramijeva jednakost. Predstavlja ekviva-
lent Ojler-LagranZovoj jednacini za slucaj kada funkcija F
ne zavisi direktno od promjenljive x.

2.2. PROBLEM BRAHISTOHRONE

Na samom pocetku pomenuli smo problem brahistohrone
koji je imao veliki znacaj pri razvoju varijacionog racuna.
Neka su tacke O i B dvije tacke u vertikalnoj ravni u odno-
su na zemljinu povrsinu. Kriva po kojoj se krece tijelo koje
samo pod uticajem gravitacione sile ide od tacke O do tac-
ke A za najkrace vrijeme naziva se brahistohrona. Odrediti
tu krivu!
Oznac¢imo masu tijela sa m i sa g gravitacionu konstantu
(slika 1).

O glo, uo)

T — b

Slika 1. Brahistohrona

Trazimo krivu u = u(x) od tacke O(0,0) do tacke B(b, 3).
Na osnovu zakona odrzanja kretanja vaZzi:
1
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2

odakle slijedi v(x) = y/2gu(x). Vrijeme kretanja tijela ra-
¢unamo kao kohcmk predenog puta i brzine. Predeni put,
duZina krive od tatke O do tacke B po promjenljivoj x je
V14 udx

2gu(x)
jamo izraz za ukupno vrijeme kretanja koje zavisi od krive
po kojoj se tijelo kreée

“ r/\F

Cilj nam je odrediti funkciju u = u(x) koja minimizira dati
funkcional. Oznacimo sa F podintegralnu funkciju

(10)

V14 u'*dx. Dakle, vrijeme kretanja je . Dobi-

1+u?
-

F(x,u,u') =

MoZemo primjetiti da funkcija F' ne zavisi direktno od ne-
zavisno promjenljive x pa za odredivanje ekstrema mozZemo
koristiti jednakost 9 (Beltramijevu jednakost). Parcijalni iz-
vod funkcije F po u’ je
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Uvrstavamo u Beltramijevu jednakost i vaZi:
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Kvadrriranjem dobijamo
u(l+u*) =72 (11)
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za r = —. Dalje vaZi:
¢

A
dx T owu

dx = du

)l u

2

Integral
12)

t

rje§avamo uvodenjem smjene u = r* sin’ 7 odakle je du =
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Sto predstavlja cikloidu. Dakle, brahistohrona je cikloida.

3. NUMERICKO RJESAVANJE OJLER- LAGRAN-
ZOVE JEDNACINE

Kao $to smo vec rekli Ojler-LagranZzova jednacina je
diferencijalna jednaina za koju se javlja problem ne-
mogucnosti pronalaska rjeSenja analitickim putem. Iz
tog razloga jednacinu rjeSavamo numeri¢kim postupci-
ma i pronalazimo priblizno rjeSenje. Opisaéemo metod
opadajuéeg gradijenta (eng. Descent gradient method).
Podsjecanja radi, navodimo definiciju gradijenta funkcije.

Definicija 2. Neka je U C R" otvoren i f:U — R
parcijalno diferencijabilna funkcija. Gradijent funkcije je
preslikavanje Vf : U C R",

Vf: [D]f(X),DQf(X), Tt aan(x)]T'

Posmatramo problem minimizacije funkcije f(x) : R" — R,
odnosno trazimo x € R” za koju je vrijednost f(x) minimal-
na. To éemo uraditi tako §to formiramo niz {x, },r =1,2,---
na sljedeéi nacin:

X1 =X — AV (). (13)

gdje je At > 0 duZina koraka a V f pravac kretanja. DuZinu
koraka moZemo birati razli¢ito u svakom koraku ali obicno
se koristi ista vrijednost tokom svih iteracija. Ponavljamo
iteracije dok ne dodemo do x;+; = x; odnosno tada je
Vf(x) =0, a to je upravo potreban uslov za ekstrem
funkcije. Naravno, ne moZemo uvijek do¢i do ta¢nog
rjeSenja pa tada postavimo odgovarajuci uslov koji Zelimo
ispuniti, npr. zaustavljamo se kada je ||Vf|]» < € za
proizvoljno € > 0.

Postavljamo prirodno pitanje: Zasto je gradijent dobar
izvor za pravac kretanja? Slijedi odgovor na to pitanje,
detaljnije se moze pogledati u [3].

Definicija 3. Neka je U C R" otvoren skup, f:U — R,
xeU,veS 1 ={xeR":||x|| =1}. Izvod u pravcu v
funkcije f u tacki x je

flet+1v) = fx)

t

D () f1v) =lim

dt t=0

ukoliko postoji granicna vrijednost.

Za vektore e; dobijamo parcijalne izvode D;f(x). Ako
skalarni proizvod ozna¢imo sa (x,y) znamo da dobro de-
finisanu kompoziciju funkcija ra¢unamo kao D(g(f)) =

(V&(/)) - DF(x) = (V(f(x)), £(x)). U slucaju izvoda u
pravcu imamo kompoziciju funkcija f(v) i v(t) = x+1tv pa
kako je V(1) = v slijedi da je

D, f(x) =D(fov(0)) = (Vf(x+0),v) = (Vf(x),v).

Slijed Kogi- Svarcova nejednakost.

Teorema 1. U unitarnom vektorskom prostoru V za svako
x,y € Vvazi

ey < x| [[yl]-
Pri tome, jednakost vaZi samo ako su vektori linearno
zZavisni.
Koriste¢i Kosi - Svarcovu nejednakost dokazujemo teore-
mu.

Teorema 2. Neka je U C R" otvoren skup i f:U — R

diferencijabilna funkcija. Ako je Vf(x) # 0 tada je iz-

vod u pravcu funkcije f u tacki x maksimalan za pravac

Vo 1= A tj. gradijent funkcije je pravac najbrZeg ra-
VAl

sta funkcije f u tacki x.

Dokaz. Koriste¢i Kogi-Svarcovu nejednakost slijedi

(VF),w) <IIVF@- [V = VA )]

¢ime je jasno da izvod u pravcu ima najvecu vrijednost
||V f(x)||. Zanima nas za koji pravac odnosno za koji vek-

: . Vf(x)
tor se to postize. Ako je V f(x) # 0 tada za vo =
. . ) VA&
dostizemo tu maksimalnu vrijednost.
IVl
(Vf(x),v0) = =[IVS)]l-
VA&
O

Na osnovu pokazane teoreme znamo da funkcija ima naj-
brzi rast u smijeru gradijenta funkcije, a kako mi trazimo
minimum idemo u smijeru suprotnom od gradijenta funk-
cije (~||VF()]))-

Ako jednakost 13 zapiSemo u obliku

Xe4+1 — Xt
At

i parametar ¢ tumacimo kao vrijeme primjecujemo da je
promjena vrijednosti x po vremenu jednaka gradijentu
funkcije f . Kada dodemo do toga da je promjena x po vre-
menu, odnosno x, jednaka nuli, tada je i Vf(x) = 0 &ime
je ispunjen potreban uslov za ekstrem funkcionele. Zbog
ovoga Cesto metod opadajuceg gradijenta nazivaju i ,.time
marching®. U slucaju koji nas ovdje prvenstveno zanima

=Vf (14)



imamo funkcionelu ¢iji minimum traZimo. Dakle, trazimo
funkciju f(x) koja minimizuje funcionelu 1. Gradijent je,
u tom slu- Caju, prva varijacija funkcionele. Kazemo da se
kre¢emo ka ekstremu u smijeru Ojler-LagranZove jednaci-
ne. Za proizvoljno odabranu pocéetnu funkciju fo(x) i du-
zinu koraka At dobijamo metod opadajuéeg gradijenta za
minimizaciju posmatrane funkcionele

d d d

ﬁﬂ@Zﬁw—N<
4. OTKLANJANJE SUMA PRIMJENOM TOTALNE
VARIJACIJE

Varijacioni ra¢n ima Siroku primjenu u mnogim primjerima
iz prakse. Izmedu ostalog, obrada slika zahtijeva primje-
nu varijacionog racuna. Dvodimenzionalna digitalna slika
je ureden par (X,u) gdje je u funkcija slike za koju va-
Zi u:X — R, pri ¢emu X zovemo domen slike, a u(x,y)
je intenzitet ili sivi nivo slike u tacki (x,y) € . Neki od
osnovnih zadataka u obradi slike su segmentacija, uklanja-
nje Suma, izoStravanje i oporavak izgubljenih podataka. O
svakom zadatku moZe se pronaci viSe informacija u [2]]. Mi
¢emo se ukratko osvrnuti na otklanjanje Suma.

Sum na slici nastaje kao posljedica neadekvatne osvjetlje-
nosti objekta ili greSke u prenosu podataka. Kao posljedica
nacina distribucije suncevih zraka javlja se ,,prirodni Sum®.
Pogledajmo primjer slike sa Sumom postignutog u Matlabu
i originalne slike 2.

Slika 2. Primjer slike opterecene Sumom (lijevo) i
originalne slike (desno)

Neka je u : ¥ — R data slika gdje je u dovoljno puta nepre-
kidno diferencijabilna. Funkcionelu

:/ || Vu||dxdy
b

zovemo fotalna varijacija i ona predstavlja odlican primjer
anizotropnog zagladivanja. To je zagladivanje koje osta-
je samo sa jedne strane objekta, odnosno ne prelazi ivicu
objekta. Ojler-LagranZova jednacina za totalnu varijaciju

je
Vu
div( ) =
|[Vu|

Osim anizotropnog postoji i izotrono zagladivanje za koje
ivica objekta ne predstavlja prepreku. Primjer izotropnog

zagladivanje je
w = [[11vulPaxdy
b

¢ija je Ojler-LagranZova jednacina
div(Vu) =0.

Za vise detalja u vezi sa otklanjanjem Suma ali i ostalih
aspekata obrade slike pogledati niz predavanja koje predaje
profesor Guillermo Sapiro [6]].

5. ZAKLJUCAK

Medicinskim snimanjem, na primjer, dobijamo slike koje
su mutne ili imaju Sum pa je potrebno primjeniti varijaci-
oni racun da bismo dobili sliku boljeg kvaliteta. Na kraju,
moZemo zakljuciti da je varijacioni ra¢un primjenljiv i ak-
tuelan metod u rjeSavanju mnogih problema.
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