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Uvod
Kretanje je jedna od osnovnih osobina materijalnog sveta koji nas

okruµzuje. Materijalni objekti u prirodi kao �to su galaksije, zvezde, plan-
ete i ostala nebeska tela krécu se jedna u odnosu na drugu. Ta kretanja su
vrlo sloµzena i raznovrsna. µCovekova µcula u svakodnevnom µzivotu najlak�e
zapaµzaju pojave u vezi sa kretanjem. "Dajte mi materiju i kretanje, pa
ću vam konstruisati univerzum", rekao je Rene Dekart, francuski �lozof
osamnaestog veka.
Kretanje u �irem smislu reµci predstavlja oblik postojanja materije.

Za potpunije shvatanje sveta oko nas, poznavanje osnovnih zakona kre-
tanja, jedan je od osnovnih zahteva. Najjednostavniji naµcin kretanja
materije naziva se mehaniµckim kretanjem. To je pomeranje materijalnih
tela u prostoru tokom vremena. Znaµci, mehanika je deo �zike posvécen
izuµcavanju mehaniµckog kretanja materije.
Osnovni zadatak mehanike sastoji se u potpunom opisivanju kretanja

i tendencija da se ono opi�e na najjednostavniji naµcin. Teorijska mehanika
je logiµcna posledica osnovnih zakona mehanike, dobijenih iz eksperime-
nata i brojnih posmatranja pojava u prirodi. Osnovne zakone mehanike
prona�ao je Isak Njutn. Zbog toga, mehanika zasnovana na ovim zako-
nima naziva se Njutnova mehanika. Saglasno sa Njutnovom mehanikom
promene u kretanju nekog materijalnog sistema nastaju usled dejstva sila
i spregova na elemente ovog sistema. Smatra se da razvoj i dostignúca
Njutnove mehanike imaju centralnu ulogu u razvoju prirodnih nauka.
Ovo prvenstveno zbog toga �to Njutnova mehanika ima racionalan karak-
ter. Ona jasno i precizno povezuje uzroke nastajanju kretanja, kao i oblik
nastalog kretanja. Tu vezu Njutnova mehanika daje u jednoj vrlo e�kas-
noj matematiµckoj �emi. Pre Njutna takva racionalna �ema za opisivanje
kretanja nije postojala. Zahvaljujúci radovima velikih nauµcnika Galileja,
Njutna, Ojlera, Lagranµza, Hamiltona i drugih, Teorijska mehanika je
postala jedna od osnovnih inµzenjersko �ziµckih disciplina. Smatra se da
dostignúca Teorijske mehanike predstavljaju jedno od najvécih trijumfa
ljudskog uma. Istovremeno, Teorijska mehanika je i racionalna osnova
ljudske materijalne civilizacije.
Umehanici se prouµcava kretanje materijalnih tela. Za potpuno razume-

vanje kretanja potrebne su taµcne de�nicije prostora, vremena i materije.
Kretanje u Njutnovoj mehanici se odvija u apsolutno nepokretnom pros-
toru koji je po svojoj strukturi Euklidov trodimenzionalni prostor. To
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je i na�µculni i opaµzajni prostor. Primetimo da je Euklidov prostor jo�
i homogen i izotropan i da ne menja svoje osobine zbog kretanja tela u
njemu. Po�to je ovakav Euklidov prostor "prazan" i bez uoµcljivih granica
u njemu se ne moµze razlikovati jedna taµcka prostora od druge. U tom
prostoru se ne razlikuju ni dva razliµcita poloµzaja tela tokom njegovog
kretanja. Znaµci, pomeranje tela mogúce je konstatovati samo u odnosu
na drugo telo, ili jo�bolje u odnosu na neki koordinatni sistem. Jasno je
da je pomeranje u op�tem sluµcaju relativna veliµcina jer se pomeranje ne
moµze dati bez ukazivanja u odnosu na koje telo ili koordinatni sistem je
ono odre�eno. Prema tome, i pored toga �to je kretanje objektivna real-
nost ipak raznim posmatraµcima jedno kretanje izgleda razliµcito, zavisno
od mesta sa kog sude o kretanju i naµcina svog kretanja ili mirovanja.
Po dijalektiµcnom materijalizmu prostor je jedna od objektivnih formi

postojanje materije. Pod prostorom se u �zici, pa i u mehanici, po-
drazumeva op�ti oblik me�usobnog odnosa materijalnih objekata i nji-
hovih stanja. Drugim reµcima, materijalni objekti koji µcine jedan �ziµcki
sistem i svojim �ziµckim stanjem utiµcu na osobine prostora u kome se
nalaze.
Postavlja se vaµzno pitanje kolika je �irina primene mehanike, ili pi-

tanje da li se svako kretanje materije pokorava Njutnovim zakonima kre-
tanja?
Do kraja XIX veka vladalo je uverenje da je Njutnova mehanika

sasvim dovoljna za potpuno opisivanje svih fenomena �zike. Bilo je i
�ziµcara koji su tvrdili, da je �zika koja je bila bazirana na Njutnovim
zakonima, kompletna. Ali, otkríce radioaktivnosti, elektrona, jezgra itd.,
ovakva gledi�ta su iz osnova promenila. Dakle, Njutnova mehanika, kao
i svaka �ziµcka teorija, ima svoja ograniµcenja primene. Prouµcavanje kre-
tanja tela sa izuzetno velikim brzinama zahteva neke promene u skladu
sa relativistiµckom mehanikom. Pri izuzetno malim kretanjima na atom-
skom ili sub-atomskom nivou potrebne su modi�kacije koje uvodi kvantna
mehanika.
I pored ovih ograniµcenja, sve ovo ni u kom sluµcaju ne umanjuje znaµcaj

Njutnove mehanike. Ona ima ogromnu �irinu primene u opisivanju i
predvi�anju odvijanja mnogih �ziµckih pojava. Klasiµcna mehanika us-
pe�no opisuje probleme tehnike u naj�irem smislu reµci koji nisu ni suvi�e
veliki ni suvi�e mali i u kojima se tela krécu umerenim brzinama. Ovde
se prikazuju razne oblasti �zike u zavisnosti od brzine kretanja µcestice u
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odnosu na brzinu svetlosti c ( c m=s (pribliµzno 300 000
km=s ), odnosno c ; km=h ) i veliµcine same µcestice.
Ako je brzina kretanja µcestice izme�u nule i c=

1. Za µcestice veliµcine izme�u 10 m i 10 m razvijena je kvantna
mehanika;

2. Za µcestice veliµcine izme�u 10 m i 10 m razvijena je klasiµcna
mehanika;

Ako je brzina kretanja µcestice izme�u c= i c

1. Za µcestice véce od 10 m razvijena je kosmolo�ka �zika.

2. Za µcestice veliµcine izme�u 10 m i 10 m razvijena je relativis-
tiµcka kvantna mehanika;

3. Za µcestice veliµcine izme�u 10 m i 10 m razvijena je relativis-
tiµcka �zika;

4. Za µcestice véce od 10 m razvijena je relativistiµcka kosmologija.

Me�utim, nauµcni znaµcaj klasiµcne mehanike ne iscrpljuje se samo mo-
gúcno�́cu da u potpunosti predskaµze tok izvesnog �ziµckog procesa �to je u
osnovi njen glavni zadatak. Razvoj Njutnove mehanike vezan je za razvoj
izvesnih matematiµckih shema i metoda koje su dovele do mogúcnosti da
se prvobitni, u velikoj meri primitivni pojmovi, zamene daleko op�ti-
jim. Kasnije se pokazalo da ove nove matematiµcke metode (kao �to su
na primer metode analitiµcke mehanike) mogu biti primenjene za inter-
pretaciju, takvih �ziµckih pojmova, koji su sasvim razliµciti od njih, zbog
kojih su se ovi matematiµcki metodi razvili. Drugim reµcima, ideje klasiµcne
mehanike mogu se uspe�no primeniti i na procese �ziµckog karaktera, koji
tradicionalno izlaze iz okvira klasiµcne mehanike, kao nauke o mehaniµckom
kretanju materije. Kao primer navodimo samo primenu Hamiltonove
metode u kvantnoj mehanici i primenu varijacionih principa mehanike
na provo�enje toplote u µcvrstim telima. Ukratko, mehanika obiµcno i
sluµzi kao konceptualni obrazac gotovo svim savremenim oblastima �zike
i tehnike.
U svim fazama prouµcavanja kretanja realnih �ziµckih sistema stalno je

prisutna potreba da se na osnovu proverenih eksperimentalnih µcinjenica
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izvr�i tzv. matematiµcko modeliranje procesa, tj. da se osnovne �ziµcke
karakteristike izraze adekvatnim matematiµckim relacijama. Ovakav put
koji ide od eksperimenata ka matematiµckom modelu, obiµcno se naziva
induktivni za razliku od deduktivnog puta, koji ide od matematiµckog mo-
dela i predvi�anja, ka veri�kaciji dobijenih rezultata. Savremeni razvoj
µcitavog niza primenjenih nauka, jako su uvécali vaµznost mehanike kao
fundamentalnog inµzenjerskog predmeta. Od savremenog inµzenjera za-
hteva se da bude osposobljen za samostalnu stvaralaµcku aktivnost koju
namécu sve sloµzeniji tehniµcki sistemi. Ovaj zahtev sa svoje strane naméce
zadatak da se kod studenata razvije sposobnost za samostalno anali-
tiµcko rasu�ivanje koje je �iroko bazirano na zakonima mehaniµckih kre-
tanja. Tako na primer, povécana upotreba brzohodnih ma�ina zahteva
re�enje mnogih problema teorije oscilacija i uravnoteµzenja masa. Savre-
mena raketna tehnika traµzi duboko poznavanje mehaniµckih sistema kod
kojih se masa menja sa vremenom, giroskopskih pojava itd. Proces au-
tomatskog upravljanja zahteva od inµzenjera da rasu�uje o stabilnosti
kretanja i procesa koji se reguli�u. Ovi i drugi problemi na�li su mesto u
ovom kursu.

U Novom Sadu, Novembar . godine

Ðor�e S. Ðukíc
Livija J. Cvetícanin
Miodrag M. Zukovíc
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Poglavlje 1

Dinamika materijalne taµcke

Pri prouµcavanju kretanja u kinematici uvode se osnovni pojmovi pros-
tora i vremena. Pomoću tih pojmova prouµcavaju se geometrijski elementi
kretanja i analiziraju osnovne karakteristike kretanja. Me�utim, kine-
matika ne ukazuje na uzroke kretanja. Za potpunu analizu kretanja tela
neophodno je posmatrati kretanje onako kako se ono odvija u prirodi.
U prirodi mehaniµcka kretanja nastaju usled me�udejstva, ili interakcije,
tela, koje se iskazuje merama mehaniµckog dejstva, odnosno silama i spre-
govima. Tela u prirodi su materijalna. Pojam o materijalnosti tela,
odnosno pojam mase, je tréci osnovni pojam, pored prostora i vremena,
koji karakteri�e materijalni svet.
U dinamici materijalna taµcka je ili materijalno telo zanemarljivih di-

menzija ili izabrana taµcka krutog tela u kojoj je skoncentrisana cela masa
tela i µcije se kretanje posmatra. Kada je od interesa samo nalaµzenje, re-
cimo putanje centra mase planete oko sunca, onda se planeta posmatra
kao materijalna taµcka. Ako se prouµcava poloµzaj neke taµcke na planeti
tokom kretanja planete oko sunca planeta se mora posmatrati kao telo
konaµcnih dimenzija. Odavde je jasno da naµcin kretanja tela, a ne njegove
dimenzije, ima presudnu ulogu u zameni tela sa materijalnom taµckom.
Ako neko telo vr�i translatorno kretanje tada, kao �to je poznato iz kine-
matike, sve taµcke tela imaju iste brzine, ista ubrzanja i iste trajektorije.
U ovom sluµcaju, oµcigledno je da se telo, bez ikakvog upro�́cavanja moµze
zameniti sa materijalnom taµckom µcije kretanje opisuje kretanje µcitavog
sistema. Pri op�tem, odnosno sloµzenom, kretanju tela u prostoru izabere
se jedna taµcka tela u kome je skoncentrisana cela masa tela i µcije se kre-

1
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2 Vreme

tanje posmatra u prostoru. Kretanja svih ostalih taµcaka tela se posmatra
u odnosu na tako izabranu taµcku tela.
U ovom delu mehanike, koji se zove dinamika, prouµcava se kretanje

materijalnih tela pod dejstvom sila i spregova koji deluju na dato telo. I
ovde, isto kao pri prouµcavanjima u statici i kinematici, pretpostavlja se
da su tela kruta.

1.1 Vreme

Zbog nemogúcnosti da se izabere neki jediniµcni vremenski uzorak i µcuva
negde kao uzorak za upore�ivanje sa njim, de�nicija jedinice vremena je
oduvek privlaµcila µcovekovu paµznju. Tokom vekova za jedinicu merenja
vremena je bila predlagana neka veliµcina vezana za kretanja zemlje oko
sunca ili njeno obrtanje oko svoje ose. Takva de�nicija jedinice vremena
moµze se zvati astronomska. Vreme je pokazalo da ove astronomske je-
dinice vremena nisu konstantne pa se traµzila neka pojava u �zici koja
ima konstantnost svog nekog periodiµcnog procesa. Na kraju, 1967. go-
dine internacionalnim dogovorom uvedeno je, da se za jedinicu vremena
usvoji sekunda koja je jednaka 9192631,770 perioda oscilacija atoma ce-
zijuma 133. Zbog svoje prirode ovo se zove atomska jedinica vremena.
Atomska jedinica vremena bi trebala da bude konstanta mnogo duµze
vremena od astronomske. Astronomske veliµcine se u principu menjaju.
Prema hipotezi P. Diraka µcak i univerzalna gravitaciona konstanta se
sporo menja tokom vremena, gde je interval vremena reda starosti va-
sione, odnosno 10 godina. Ako bi ova hipoteza bila taµcna, posle vrlo
dugog vremenskog intervala, do�lo bi do razliµcitog pokazivanja vremena
astronomskih i atomskih µcasovnika.

1.2 Duµzina

I istorija jedinice za duµzinu je zanimljiva. U Francuskoj je krajem XVIII
veka uvedena jedinica za merenje duµzine jedan metar kao desetmilio-
niti deo razdaljine od Zemljinog pola do ekvatora, mereno duµz
meridijana. Me�utim, nemogúcnost stvaranja nekog standarda za ovu
de�niciju duµzine dovela je do usvajanja da je jedan metar duµzina jedne
metalne �ipke koja se µcuva u Sevru.
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Maksvel je predloµzio da se za jedinicu duµzine jedan metar usvoji
1650763,73 talasnih duµzina narandµzastocrvene svetlosti kriptona 86. Ali
i tu postoje te�koće zbog tehnike merenja preko svetlosnih ure�aja.

1.3 Princip odre�enosti

Kretanje tela ili njihovo mirovanje u prirodi odvija se neprekidno tokom
vremena. U nekom trenutku, poµcinje se prouµcavati kretanje tela i poku�a-
va se prognozirati njegovo odvijanje u budúcnosti. Trenutak, u kome
poµcinje prouµcavanje kretanja zove se poµcetni trenutak i, kao i u kine-
matici, obeleµzava se sa t .

Njutn-Laplasov1 princip odre�enosti klasiµcne mehanike tvrdi da poµcet-
no stanje mehaniµckog sistema, tj. stanje u poµcetnom trenutku vremena
t , koje je odre�eno poloµzajem i brzinama taµcaka sistema, jednoznaµcno
odre�uje njegovo dalje kretanje.

Pre poµcetnog trenutka vremena t mehaniµcki sistem ima neku svoju
predistoriju. Njutn-Laplasov princip odre�enosti tvrdi da nijedan po-
datak iz predistorije kretanja, osim onih koji na njenom kraju u trenutku
t odre�uju poloµzaj i brzine taµcaka sistema, ne utiµce na dalje kretanje
sistema.

U stanje na poµcetku posmatranja kretanja mehaniµcki sistem moµze
doći spontano, ali tada bi µcovek bio samo puki posmatraµc daljeg kre-
tanja bez mogúcnosti da na njega utiµce. µCovek je vrlo rano uoµcio da
na kretanje, koje se odvija posle poµcetka na�eg posmatranja, odnosno
posle poµcetnog trenutka vremena, moµze najlak�e uticati ostvarivanjem
odre�enog poµcetnog stanja sistema u koje on ne dolazi spontano. �ta
vi�e, ostvarivanjem odre�enog poµcetnog stanja sistema, on se moµze kre-
tanjem dovesti u novo µzeljeno stanje u nekom trenutku vremena t . Ova
ideja je osnova za konstrukciju svih oruµzja proizvedenih od µcoveka, od
strele do rakete.

1 P. S. Laplace, 1749 � 1827 .
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1.4 Njutnovi zakoni dinamike

U svom originalu Njutnovi zakoni mehanike su iskazani za kruto telo. Tek
dosta kasnije od njihove pojave pokazano je da oni vaµze za kretanja materi-
jalne taµcke. Ovde se oni iskayuju u originalu.

1.4.1 Prvi Njutnov zakon

Dinamika je zasnovana na tri zakona2, koje je Njutn formulisao .
godine u svom µcuvenom delu Matematiµcki principi prirodne �lozo�je3.
Ovi zakoni se ne dokazuju. Najbolja potvrda ispravnosti ovih zakona je
mogúcnost da se na osnovu ovih principa prognozira kretanje svih tela u
prirodi i napravi µcitav niz tehniµckih naprava, koje rade u skladu sa ovim
zakonima. Prvi Njutnov zakon glasi:
Svako telo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog pravolinijskog kre-

tanja, dok pod dejstvom sile ne bude prinu�eno da to svoje stanje promeni4.
Iz prvog Njutnovog zakona, koji se uvek mora tumaµciti zajedno sa

principom odre�enosti, moµze se zakljuµciti nekoliko µcinjenica. Ovim za-
konom se ukazuje na svojstvo materijalne taµcke da ostane u miru ili da
se kréce jednoliko i pravolinijski, ako od trenutka t , odnosno poµcetka
na�eg posmatranja, na nju ne deluje nikakva sila. Taµcka ostaje u miru
ako je bila u miru pre tog trenutka. Ona se kréce jednoliko i pravo-
linijski konstantnom brzinom�!v , koju je imala u poµcetnom trenutku vre-
mena. Ovim zakonom se ukazuje na svojstvo taµcke da zadrµzi svoje stanje,
mirovanja ili jednolikog pravolinijskog kretanja, ako nema nikakvog de-
jstva sile na nju. Ovo svojstvo materijalne taµcke zove se
inertnost taµcke, odnosno inercija taµcke. Indirektno, ovaj zakon ukazuje
na uticaj poµcetnog stanja na stanje taµcke posle tog trenutka. Ovim za-
konom se ukazuje da samo dejstvo sile moµze primorati taµcku da promeni
to stanje mirovanja ili jednolikog i pravolinijskog kretanja. Vaµzan za-
kljuµcak je da prvi Njutnov zakon ne pravi razliku izme�u mirovanja i
jednolikog i pravolinijskog kretanja taµcke, �to se kasnije znatno jasnije
obrazlaµze.

2Axiomata sive leges Motus.
3Philosophiae Naturalis Principia Matematica
4Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in di-

rectum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.
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1.4.2 Drugi Njutnov zakon

Promena kretanja proporcionalna je sili koja dejstvuje na materijalnu
taµcku i vr�i se u pravcu sile5.

Slika 1.1:

Njutn pod kreta-njem podrazumeva vek-
tor koji se pridruµzuje pokretnoj materijal-
noj taµcki M i koji je proizvod mase m ma-
terijalne taµcke i vektora brzine �!v u datom
trenutku vremena (Slika 1.1). Sada se taj
vektorm�!v zove vektor koliµcine kretanja ma-
terijalne taµcke. Pod promenom kretanja po-
drazumeva se izvod po vremenu tog vektora.
Zato drugi Njutnov zakon glasi

d

dt
m�!v �!

F ; (1.1)

gde je
�!
F sila koja dejstvuje na taµcku. Ako se masa materijalne taµcke ne

menja tokom vremena, odnosno ako je konstantna, ovaj zakon postaje

m�!a �!
F ; (1.2)

gde je �!a d�!v =dt apsolutno ubrzanje materijalne taµcke u datom
trenutku vremena. Drugi Njutnov zakon u ovoj formi je osnovna jed-
naµcina dinamike. Ova verzija tog zakona glasi:
Vektor sile jednak je proizvodu mase i vektora ubrzanja materijalne

taµcke (Slika 1.1).
Poznato je da je vektor ubrzanja, koji je prema (1.2) kolinearan sa

silom koja deluje na taµcku, usmeren u izdubljenu stranu trajektorije
taµcke. Zato trajektorija taµcke, pri poznatom pravcu i smeru sile, ne
moµze imati oblik putanje dat isprekidanom linijom na slici 1.1 véc samo
onaj dat sa punom linijom. Prema relaciji (1.2) masa je, po Kirhofu6, ko-
e�cijent proporcionalnosti izme�u sile

�!
F , koja je uzrok pojave ubrzanja

taµcke, i dobijenog ubrzanja. Materijalna taµcka manje mase dobija véce
ubrzanje nego taµcka véce mase, ako na njih deluje ista sila. Zato je masa

5Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et �eri secundum
lineam rectam qua vis illa imprimitur.

6R. Kircho¤, 1824� 1887.



DO N
OT COPY

6 Njutnovi zakoni dinamike

i koliµcinska mera inertnosti materijalne taµcke. Jednaµcina (1.2) naziva se
vektorska jednaµcina kretanja materijalne taµcke. Iz ovog zakona sledi da
je dejstvo sile na materijalnu taµcku nezavisno od dejstva bilo koje druge
sile koja dejstvuje na istu taµcku. To dejstvo ne zavisi od kretanja koje
materijalna taµcka moµze da ima pre nego �to sila poµcne da deluje. Na
primer, konstantna sila datog pravca proizvodi konstantno ubrzanje u is-
tom pravcu, nezavisno od toga da li je poµcetno kretanje imalo taj pravac
ili ne.
Ako materijalna taµcka ima konstantnu masu i ako na nju ne deluje

nikakva sila, odnosno ako je
�!
F

�!
, onda iz (1.2) sledi da je za vreme

kretanja vektor brzine taµcke �!v konstantan �to tvrdi prvi Njutnov zakon.
Takvo kretanje se naziva kretanje po inerciji.
Drugi Njutnov zakon vaµzi za svaki trenutak vremena t > t , ako je

brzina taµcke diferencijabilna funkcija vremena u tom trenutku vremena.
U trenucima vremena, ili u vrlo kratkim vremenskim intervalima, u ko-
jima brzina taµcke nije diferencijabilna funkcija, drugi Njutnov zakon ne
vaµzi. Takvi problemi kretanja se posebno prouµcavaju.

Poµcetni uslovi kretanja.

Drugi Njutnov zakon se primenjuje zajedno sa principom odre�enosti.
Zato je kretanje materijalne taµcke odre�eno vektorskom jednaµcinom (1.2)
i stanjem taµcke na poµcetku kretanja, koje se najjednostavnije moµze iskazati
zadatim poµcetnim uslovima kretanja

�!r �!r ; �!v �!v ; za t t ; (1.3)

gde je �!r poµcetni vektor poloµzaja, a �!v poµcetna brzina taµcke.

Masa i jedinica za silu.

U MKS sistemu mernih jedinica, jedinica za masu je kilogram7 kg .
Drugi Njutnov zakon omogúcuje da se de�ni�e masa materijalne taµcke

koliµcnikom intenziteta sile koja deluje na taµcku i intenziteta ubrzanja koje
ona izaziva. Sila kojom Zemlja deluje na telo u blizini njene povr�ine,

7Pod kilogramom podrazumeva se masa valjka visine 39 [mm] i preµcnika 39 [mm],
koji je izra�en od legure platine i iridujuma.
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naziva se teµzinom tela G. Ogledima je utvr�eno da sva tela u bezvaz-
du�nom prostoru pod dejstvom teµzine padaju na Zemlju istim ubrzanjem
g, koje se naziva ubrzanje zemljine teµze ili ubrzanje slobodnog pada.
Znaµci, za ovo kretanje tela, prema drugom zakonu, vaµzi da je mg G.
Kako Zemlja nema oblik kugle véc sferoida to ubrzanje zemljine teµze za-
visi od poloµzaja na Zemlji8, ono je véce na polovima nego na ekvatoru.
Neka srednja vrednost ubrzanja zemljine teµze iznosi g : m=s .
U MKS sistemu mernih jedinica, gde je duµzina izraµzena u metrima,

vreme u sekundama i masa u kilogramima, jedinica za silu je izvedena
veliµcina i naziva se njutn N . Jedan njutn je sila koja masi od jednog
kilograma saop�tava ubrzanje od jednog metra po sekundi na kvadrat.
Pri merenju teµzine nekog tereta uvek se njegova teµzina upore�uje

sa odgovarajúcom jedinicom teµzine. Naime, po�to su i teµzina tereta i
jedinica za teµzinu deljive sa ubrzanjem zemljine teµze, uvek se meri odnos
mase tereta prema jediniµcnoj masi. Prema tome, izmerena teµzina tereta
na nekoj vagi je brojµcano jednaka masi tog tereta u kilogramima. Na
primer, ako je izmerena masa b kg tada je, prema mg G, njegova
teµzina G bg N .
Napomene:

1. Poznato je da se dejstvo suµceljnog sistema N sila
�!
F i, koje deluju

na jednu taµcku, moµze zameniti jednom silom, odnosno njihovom
rezultantom

�!
F

NX
i

�!
F i: (1.4)

Zbog ove µcinjenice, pod silom
�!
F u drugom Njutnovom zakonu po-

drazumeva se rezultanta sistema suµceljnih sila koje deluju na taµcku9.
U te sile se ukljuµcuju sve aktivne sile i sve reakcije veza koje ograni-
µcavaju kretanje taµcke.

8Prema ogledima vrednost ubrzanja zemljine teµze iznosi: g = 9:8315 [m=s2] na
polovima; g = 9:7807 [m=s2] na ekvatoru i g = 9:8062 [m=s2] na geografskoj �irini od
450.

9Uz drugi zakon Njutn je dao i Dodatak, odnosno Corollarium, koji govori o sabi-
ranju sila: Pri istovremenom dejstvu dve sile na telo ono prelazi dijagonalu parale-
lograma sila za vreme koje je zbir vremena potrebnih za prelazak stranica paralelo-
grama pri dejstvu svake sile pojedinaµcno (Corpus viribus conjuctis diagonalem paralle-
logrammi eodem tempore describere quo latera separatis).
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2. Po�to je drugi Njutnov zakon formulisan za slobodnu materijalnu
taµcku, u sluµcaju vezane materijalne taµcke uvek se primenjuje ak-
sioma statike o osloba�anju od veza. Taµcka se oslobodi od veza i
njihovo dejstvo se zameni reakcijama veza, koje ulazu u sumu svih
sila (1.4), koje deluju na materijalnu taµcku.

Prva dva Njutnova zakona odnose se na kretanje jedne materijalne
taµcke i za prouµcavanje tog kretanja oni su dovoljni. Tréci Njutnov zakon
de�ni�e uzajamno dejstvo taµcaka materijalnog sistema i neophodan je za
prouµcavanje kretanja i mirovanja materijalnih sistema.

1.4.3 Tréci Njutnov zakon

Dejstvu (akciji) uvek je jednako protivdejstvo (reakcija), ili me�usobna
dejstva dvaju tela uvek su jednaka po pravcu i intenzitetu a suprotno
usmerena10.
Napomena:
Po�to sile i spregovi dejstva i protivdejstva, deluju na razliµcita tela,

oni nisu uravnoteµzeni.
Sile i spregovi mogu biti rezultat kontakta dva tela, ali i ne moraju.

Ovaj zakon upotpunjuje na�e znanje o sili i spregu. Za svaku silu ili spreg,
koji deluju na jedno telo, mora postojati drugo telo, koje je njihov izvor, i
na koje mora delovati sila ili spreg istog intenziteta i pravca, a suprotnog
smera11. Sile i spregovi se uvek javljaju u prirodi po parovima. Na

10Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sive corporum duorum
actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.
11Tokom prve polovine 19. veka, kako se razvijala mehanika i povécavala taµcnost

posmatranja, ustanovljeno je da se planeta Uran ne kréce u skladu sa proraµcunima.
Putanja Urana nije se mogla odrediti na osnovu poznatih planeta Sunµcevog sistema.
Znaµci da je na Uran delovala i neka sila koja se nije uzimala u obzir prilikom proraµcuna
njegove putanje. Na osnovu tréceg Njutnovog zakona, u Sunµcevom sistemu morala je
postojati i neka druga planeta na koju deluje ista takva sila. 1845. godine engleski
matematiµcar Adams (J. C. Adams 1819 � 1892 ) i 1846. godine francuski astronom
Leverje (U. J. Le Verrier 1811 � 1877), nezavisno jedan od drugog, pretpostavili su
postojanje nove planete odre�ene mase, na putanji udaljenijoj od Sunca nego �to je
Uranova. Na osnovu toga, oni su proraµcunali poloµzaj te nepoznate planete. Nemaµcki
astronom Gale (J.G. Galle 1812 � 1910) je u berlinskoj opservatoriji prona�ao tu
planetu i to na mestu koje se samo za jedan stepen razlikovalo od predvi�enog. Ta
nova planeta je dobila ime Neptun.
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primer, kamen koji pada privlaµci Zemlju istom silom sa kojom i Zemlja
privlaµci kamen. Tréci Njutnov zakon de�ni�e uzajamno dejstvo izme�u
taµcaka materijalnog sistema i predstavlja osnovu u prouµcavanju dinamike
sistema materijalnih taµcaka i krutih tela. Prva dva zakona Njutna odnose
samo na slobodnu materijalnu taµcku.
Napomenimo da je posle osnovnih zakona kretanja, Njutn naveo u

vidu dodatka (Corollarium) i zakon o paralelogramu sila koje neki au-
tori nazivaju µcetvrtim zakonom mehanike. Ovaj zakon govori da se sile
sabiraju kao vektori. Ako dve sile deluju na materijalnu taµcku, onda se
one u potpunosti mogu zameniti trécom silom koja je konstruisana kao
dijagonala paralelograma koje ove sile grade. Zakon o paralelogramu sila
uspostavlja aksiomatski nezavisnost dejstva vi�e sila koje istovremeno
dejstvuju na materijalnu taµcku ili princip o superpoziciji sila.

1.5 Inercijalni koordinatni sistemi

Slika 1.2:

Posmatrajmo kretanje taµc-
ke M u odnosu na dva ko-
ordinatna sistema Ax y z i
Oxyz (Slika 1.2) u trodi-
menzionalnom prostoru, pri
µcemu je sistemAx y z nepo-
kretan, a sistem Oxyz se
kréce translatorno konstan-
tnom brzinom �!v . Prema
koncepciji sloµzenog kretanja
taµcke, koje se prouµcava u
kinematici, kretanje koordi-

natnog sistema Oxyz je prenosno kretanje, dok je kretanje taµcke M u
odnosu na taj koordinatni sistem relativno kretanje. Tako�e je poznato,
iz kinematike sloµzenog kretanja taµcke, da je apsolutno ubrzanje taµcke M
dato sa

�!a �!a r �!a p �!a c;

gde su�!a r, �!a p i �!a c vektori relativnog, prenosnog i Koriolisovog ubrzanja
taµcke. Po�to je prenosno kretanje translatorno konstantnom brzinom �!v ,
to su prenosno i Koriolisovo ubrzanje taµcke jednaki nuli. Sledi da je u
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takvom pokretnom koordinatnom sistemu Oxyz relativno ubrzanje taµcke
jednako apsolutnom, tj. �!a �!a r, pa drugi zakon dinamike u pokretnom
sistemu Oxyz glasi

m�!a r
�!
F :

Pore�enjem ove jednaµcine sa izrazom (1.2), zakljuµcujemo da je ona pot-
puno istovetna sa jednaµcinom kretanja u nepokretnom koordinatnom sis-
temu. Zato, drugi Njutnov zakon ima potpuno isti oblik u pokretnom
koordinatnom sistemu, koji se kréce translatorno konstantnom brzinom,
kao i u nepokretnom. Sledi vrlo dalekoseµzan zakljuµcak: Sve mehaniµcke
pojave i zakoni imaju isti oblik u nepokretnom koordinatnom sistemu i
pokretnim koordinatnim sistemima, koji se krécu translatorno konstan-
tnom brzinom �!v . Ovaj zakljuµcak se zove princip relativnosti klasiµcne
mehanike. Na njega je prvi ukazao Galilej12.
Koordinatni sistemi koji se krécu translatorno konstantnom brzinom

�!v u odnosu na apsolutno nepokretni sistem nazivaju se inercijalni koor-
dinatni sistemi.

1.6 Vrste sila

Sve sile u prirodi zasnovana su na µcetiri osnovna me�udejstva. Jake i
slabe sile su nuklearne sile koje deluju samo na vrlo malim rastojanjima
i koje ostvaruju dejstvo izme�u delova atoma ukljuµcujúci nukleone i pro-
tone. Elektromagnetna sila deluje izme�u elektriµcnih naelektrisanja a
gravitaciona sila izme�u masa. Sva ova osnovna me�udejstva su bezkon-
takna. Me�utim u prirodi postoje i kontaktne sile koje su u osnovi posled-
ica ova µcetiri osnovna me�udejstva.

1.6.1 Gravitacione sile

Gravitacione sile imaju polje svog dejstva. Ove sile deluju izme�u tela,
koja ne moraju biti u kontaktu. Njihov uzrok su mase ovih tela. Gra-
vitacione sile su privlaµcne, a rezultat su jednog univerzalnog fenomena
prirode, koji je otkrio Njutn. Mnogobrojnim ogledima je potvr�ena is-

12G. Galileo, 1564� 1642:
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pravnost analitiµckog oblika sile univerzalne gravitacije, koja glasi

F k
m m

r
;

gde je F intenzitet sile, k13 je univerzalna gravitaciona konstanta, m i
m su mase tela a r je rastojanje izme�u teµzi�ta ovih materijalnih tela.
Gravitaciona sila deluje na oba tela u pravcu koji spaja teµzi�ta dva tela
i u smeru ka drugom telu. Vrednost univerzalne gravitacione konstante
je prvi izmerio Kevendi�14.
Kada se radi o telima uobiµcajenih dimenzija gravitaciona sila je jako

mala15.

Slika 1.3:

Po svojoj prirodi i sila delovanja
Zemlje na tela u njenoj okolini je gra-
vitaciona. Na velikoj udaljenosti od
Zemlje to je sila univerzalne gravitacije
F kmM=r , gde je m masa tela,
M masa zemlje a r rastojanje teµzi�ta
Zemlje od teµzi�ta tela. U blizini Zemlje
ova sila je teµzina tela ili sila zemljine
teµze µciji je intenzitet F mg; gde je g
ubrzanje zemljine teµze16. Ako se zamisli

telo u tunelu prema teµzi�tu Zemlje, tada privlaµcna sila zemlje na telo
iznosi F cr, gde je r rastojanje izme�u teµzi�ta tela i teµzi�ta Zemlje a c
konstanta. Ova sila je, bez obzira na svoj analitiµcki oblik, uvek usmerena
ka teµzi�tu Zemlje. Na slici 1.3 prikazan je dijagram sile delovanja Zemlje
na tela u zavisnosti od njihovog rastojanja r od teµzi�ta Zemlje, gde je h
malo rastojanje od povr�ine Zemlje a R polupreµcnik Zemlje.
Napomena:
Ova sila se uzima uvek samo u jednom od navedena tri mogúca ana-

litiµcka oblika.

13k = 6:67384� 10�11 [m3kg�1s�2]:
14H. Cavendish, 1731� 1810.
15Na primer, gravitaciona sila izme�u dve kugle masa 0:0015 [kg] i 1:5 [kg] iznosi

pribliµzno 6� 10�10 [N ], a to je 10000 puta manje od teµzine jedne vlasi ljudske kose.
16Kako je polupreµcnik zemlje 6378.1 [km], masa zemlje 5.97219 �1024 [kg] sledi da

je g = kM=r2 = 9:81 [ms�2]:
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1.6.2 Elektromagnetne sile

Elektromagnetnim silama nazivaju se elektriµcne i magnetne sile. Elek-
triµcne sile se javljaju izme�u naelektrisanih tela koja se krécu ili miruju.
Magnetne sile se javljaju samo izme�u naelektrisanih tela koja se krécu.

Elektriµcne sile.

Elektriµcne sile imaju polje svog dejstva. Osnovni oblik elektriµcne sile
prona�ao je Kulon. Ona se javlja izme�u dve naelektrisane µcestice sa
naelektrisanjima q i q . Ova sila je odbojna ako su naelektrisanja istog
znaka, a privlaµcna ako su suprotnog. Ona uvek deluje u pravcu koji spaja
teµzi�ta ovih µcestica. Ako je r rastojanje izme�u µcestica, onda je intenzitet
Kulonove sile

F k
q q

r
;

gde je k konstanta17. Vidi se da ova sila ima istu analitiµcku formu kao
i sila univerzalne gravitacije. Intenzitet Kulonove sile je daleko véci od
intenziteta gravitacione sile.
U op�tem sluµcaju, na svaku naelektrisanu µcesticu, sa naelektrisanjem

q, koja se kréce ili miruje u elektriµcnom polju, deluje elektriµcna sila

�!
F q

�!
E ;

gde je
�!
E vektor elektriµcnog polja .

Elektriµcne sile imaju veliki znaµcaj u svim pojavama u prirodi u ko-
jima dolazi do naelektrisanja, bez obzira da li su te pojave biolo�ke,
elektrotehniµcke, hemijske ili drugaµcije prirode.

Magnetne sile.

Magnetne sile imaju polje svog dejstva. Na svaku pokretnu naelektrisanu
µcesticu u magnetnom polju deluje magnetna sila

�!
F q �!v ��!B ;

gde je q naelektrisanje µcestice, �!v njena brzina i
�!
B vektor magnetne

indukcije.

17k1 = 9� 109 [Nm2=C2]; gde je C jedinica naelektrisanja kulon.
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Ako se naelektrisana µcestica istovremeno kréce u elektriµcnom i mag-
netnom polju, tada na nju deluje sila

�!
F q

�!
E q �!v ��!B ;

koja se naziva Lorencova18 sila.

1.6.3 Nuklearne sile jakog i slabog dejstva

Nuklearne sile nemaju véci znaµcaj za klasiµcnu mehaniku, ali predstavljaju
vaµzan oblik dejstva u prirodi. One se javljaju izme�u protona i neutrona
u atomskom jezgru. One su jaµce od elektriµcnih sila, ali je njihovo dej-
stvo ograniµceno na vrlo mala rastojanja. Na rastojanjima reda od
jednog metra, njihovo dejstvo je zanemarljivo malo, pa je njihov uticaj
na kretanje tela zanemarljivo.

1.6.4 Kontaktne sile

U ovu grupu spadaju sile koje se ostvaruju kontaktom dva tela ili zbog
deformacije tela. Kontaktne sile nemaju polje svog dejstva. U osnovi
ovih sila je njihovo elektromagnetno poreklo, ali nedovoljno prouµceno,
pa se one uglavnom odre�uju ogledima. U ovu vrstu sila spadaju: sile
trenja, sile �uidnog otpora i sile zavisne od deformacije.

Sile trenja.

Tri pojave trenja izme�u tela u kontaktu, koje se mere silom trenja kli-
zanja, spregom trenja kotrljanja i spregom trenja obrtanja detaljno su
obja�njene u statici pa se ovde ne ponavljaju.

Sile �uidnog otpora.

Na svako telo ili materijalnu taµcku koje se kréce u struji nekog �uida
deluje otporna sila. Ako telo miruje, ta otporna sila ima pravac i smer
strujanja �uida. Ako �uid miruje a telo se kréce ta otporna sila ima isti
pravac a suprotan smer od brzine tela. Pri kretanju tela u pokretnom
�uidu javlja se vi�e ovakvih otpornih sila u razliµcitim pravcima. Pri

18H. Lorentz, 1853� 1928:
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kretanju u nepokretnom �uidu osnosimetriµcnog tela brzinom v u pravcu
ose simetrije, ili pri kretanju �uida brzinom intenziteta v u pravcu ose
simetrije nepokretnog tela, najjednostavniji oblik ove sile glasi

F c v c v ;

gde su c i c konstante koje zavise od oblika tela, gustine i viskoznosti
�uida i naµcina njegovog strujanja. Prvi µclan c v u prethodnoj relaciji je
dominantan pri sporijem, odnosno laminarnom strujanju, dok drugi µclan
c v preovla�uje pri brµzim kretanjima i pojavi turbulentnog strujanja.
Konstante c i c odre�uju se ogledima. Prvi µclan u prethodnom izrazu
naziva se sila otpora viskoznog trenja, a drugi sila otpora turbulentnog
trenja.

Sile zavisne od deformacije. Sila u opruzi.

Pri izduµzenju linearne ili uvijanju torzione opruge, izduµzenju konca, sa-
vijanju, uvijanju ili izduµzenju grede, tj. pri deformaciji tela, javljaju
se sila ili spreg, ili i sila i spreg, koji se protive toj deformaciji i µciji
intenzitet zavisi od veliµcine deformacije. Tipiµcna sila koja zavisi od de-
formacije, je sila u opruzi. Posmatra se elastiµcna nenapregnuta opruga na
glatkoj povr�ini. Levi kraj opruge vezan je za zid a desni se povlaµci silom.

Slika 1.4:

Pri svakoj sili povla-
µcenja, koja se moµze
izmeriti, opruga se
izduµzi za veliµcinu x
u odnosu na njeno
nenapregnuto stanje
� (Slika 1.4).

U ravnoteµznom sta-
nju opruge, ta sila
povlaµcenja je urav-

noteµzena sa silom u deformisanoj opruzi. Na dijagramu (Slika 1.4)
prikazana je zavisnost sile u opruzi od izduµzenja opruge. Sa A je
obeleµzena tvrda opruga, gde sila sve vi�e raste sa porastom deforma-
cije. Tvrda opruga se pri velikom deformisanju lomi. Na istoj slici je sa
B oznaµcena meka opruga, gde sila sve sporije raste sa porastom defor-
macije. Meka opruga se pri velikim deformacijama razvlaµci, tj. plastiµcno
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deformi�e gubéci svoja osnovna elastiµcna svojstva. Zavisnost sile u opruzi
od istezanja opruge je nelinearna. Za vrlo male deformacije i meke i tvrde
opruge, kada vaµzi Hukov zakon, nelinearne krive A i B mogu se dobro
aproksimirati sa tangentama u koordinatnom poµcetku, pa je sila u opruzi
proporcionalna deformaciji, tj.

F cx;

gde je c N=m krutost opruge i zavisi od materijala opruge, njenih di-
menzija, naµcina izrade itd.

1.6.5 Polje sila. Funkcija sile i potencijalna energija

Ako u svakoj geometrijskoj taµcki ograniµcenog ili neograniµcenog dela pros-
tora na materijalnu taµcku, koja se na�e u njoj, deluje sila, onda je taj
prostor polje te sile.
U op�tem sluµcaju, smatra se da svaka sila moµze zavisiti od vremena

t, poloµzaja �!r i brzine taµcke �!v , tj. da je19

�!
F

�!
F t;�!r ;�!v :

Po�to ovo polje zavisi od vremena ono je nestacionarno. Ako polje ne
zavisi od vremena ono je stacionarno.
Neka sila bude funkcija samo poloµzaja taµcke. Tada su projekcije sile

Fx, Fy i Fz na ose Dekartovog koordinatnog sistema neke jednoznaµcne
funkcije poloµzaja, odnosno

Fx Fx x; y; z ; Fy Fy x; y; z ; Fz Fz x; y; z : (1.5)

Funkcija sile i potencijalna energija

Ako postoji funkcija koordinata U x; y; z tako da se projekcije sile na
koordinatne ose x; y i z izraµcunavaju pomoću relacija

Fx
@U

@x
; Fy

@U

@y
; Fz

@U

@z
; (1.6)

19Ako se u svakoj taµcki nekog prostora moµze pridruµziti jednoznaµcna vrednost neke
�ziµcke veliµcine onda se taj prostor zove polje. Ako je ta veliµcina skalar polje je skalarno
a ako je vektor polje je vektorsko.
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onda se ta funkcija U naziva funkcija sile
�!
F : Vektor sile sada ima oblik

�!
F

@U

@x

�!
i

@U

@y

�!
j

@U

@z

�!
k grad U; (1.7)

odnosno sila je gradijent funkcije sile. Ako se uvede vektorski operator
nabla sa

�!5 @

@x

�!
i

@

@y

�!
j

@

@z

�!
k ; (1.8)

onda se dobija da je

�!
F

�!5U @U

@x

�!
i

@U

@y

�!
j

@U

@z

�!
k : (1.9)

Umesto funkcije sile U u dinamici se µcesto koristi potencijalna en-
ergija. Potencijalna energija je povezana sa funkcijom sile U relacijom

d �dU: (1.10)

Jasno je da ako neka sila ima funkciju sile ona u tom sluµcaju ima i
potencijalnu energiju. Uslovi (1.6) izraµzeni preko potencijalne energije
glase

Fx �@
@x

; Fy �@
@y

; Fz �@
@z

: (1.11)

Ove se jednaµcine koristite na dva naµcina:

1. Ako je potencijalna energija sile
�!
F poznata, onda se koristéci

(1.11) izraµcunavaju projekcije te sile na koordinatne ose.

2. Ako su zadate projekcije Fx, Fy i Fz sile
�!
F na ose, onda se inte-

gracijom izraza (1.11) nalazi potencijalna energija te sile.

Uslovi potencijalnosti sile

Razmotrimo uslove koji obezbe�uju egzistenciju potencijalne energije
sile, ili, �to je potpuno isto, jednoznaµcno izraµcunavanje funckije sile bez
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poznavanja zakona kretanja taµcke. Za to je neophodno da potencijalna
energija ili funkcija sile budu totalni diferencijali

d
@

@x
dx

@

@y
dy

@

@z
dz;

dU
@U

@x
dx

@U

@y
dy

@U

@z
dz: (1.12)

da bi se integracija pri izraµcunavanju mogla izvr�iti bez poznavanja za-
kona kretanja taµcke. Mora se napomenuti da svaka sila koja zavisi samo
od koordinata taµcke ne mora imati potencijalnu energiju.
Ako sila

�!
F ima funkciju sile onda mnoµzenjem relacije (1.9) vektorski

sa leve strane sa vektorom
�!5 (1.9) dobija se

�!5 ��!F �!5 ��!5U �!5 ��!5 U ;

jer je vektorski proizvod vektora samim sa sobom uvek jednak nuli. Znaµci
ako sila

�!
F ima funkciju sile mora da bude

�!5 ��!F

������
�!
i

�!
j

�!
k

@
@x

@
@y

@
@z

Fx Fy Fz

������ :

Ovaj uslov je zadovoljen ako su ispunjena sledéca tri uslova za pro-
jekcije sile na koordinatne ose

@Fy
@x

@Fx
@y

;
@Fz
@y

@Fy
@z

;
@Fz
@x

@Fx
@z

: (1.13)

Sile, µcije projekcije na ose zadovoljavaju uslove (1.13) su konzerva-
tivne ili potencijalne. Vrlo µcesto, ovi uslovi se zovu uslovima konzerva-
tivnosti sile ili njene potencijalnosti. U trivijalnom sluµcaju, kada je sila
konstantnog intenziteta, ti uslovi su identiµcki zadovoljeni.

1.7 Diferencijalne jednaµcine kretanja ma-
terijalne taµcke

1.7.1 Diferencijalne jednaµcine kretanja taµcke

Posmatra se kretanje materijalne taµcke M mase m u trodimezional-
nom prostoru pod dejstvom sile

�!
F , koja moµze biti rezultanta sistema
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suµceljnih sila. Ako se poloµzaj taµcke M u prostoru odre�uje njenim vek-
torom poloµzaja �!r u odnosu na neku nepomiµcnu taµcku O, tada vektorska
jednaµcina kretanja taµcke glasi

m�!a �!
F t;�!r ;�!v ; (1.14)

gde je
�!a d �!r

dt
�!r

apsolutno ubrzanje materijalne taµcke.
Pri re�avanju konkretnih problema kretanja, ova jednaµcina se zame-

njuje odgovarajúcim brojem skalarnih diferencijalnih jednaµcina u odabra-
nom koordinatnom sistemu. Tako dobijene diferencijalne jednaµcine kre-
tanja su drugog reda.

Dekartov koordinatni sistem

Kretanje materijalne taµcke u prostoru ima tri stepena slobode i moµze
se posmatrati u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz
(Slika 1.5), gde su vektor poloµzaja, vektor brzine i vektor ubrzanja taµcke

�!r x
�!
i y

�!
j z

�!
k ;

�!v x
�!
i y

�!
j z

�!
k ;

�!a x
�!
i y

�!
j z

�!
k ;

i gde su x, y i z koordinate taµckeM . Projektovanjem vektorske jednaµcine
(1.14) na koordinatne ose x, y i z dobijaju se skalarne diferencijalne
jednaµcine kretanja

mx Fx t; x; y; z; x; y; z ;

my Fy t; x; y; z; x; y; z ;

mz Fz t; x; y; z; x; y; z ; (1.15)

gde su Fx, Fy i Fz projekcije rezultujúce sile
�!
F koja deluje na taµcku na

ove ose. Projektovanjem poµcetnih uslova (1.20) na ose istog koordinatnog
sistema dobija se �est poµcetnih uslova

x t x ; y t y ; z t z ;
x t x ; y t y ; z t z ;

(1.16)
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Slika 1.5:

gde su x , y , z , x , y i
z zadate konstante. Op�te
re�enje tri diferencijalne jed-
naµcine drugog reda (1.15)
sadrµzi �est integracionih kon-
stanti C ; C ; :::C , koje se
odre�uju iz �est poµcetnih
uslova (1.16).
U sluµcaju kretanja ma-

terijalne taµcke u ravni, koje
ima dva stepena slobode, izraz
(1.15) se svodi na dve diferen-

cijalne jednaµcine kretanja dok iz (1.16) slede µcetiri odgovarajúca poµcetna
uslova.
Pri kretanju materijalne taµcke po liniji zadatog oblika, koje ima jedan

stepen slobode, postoji samo jedna diferencijalna jednaµcina kretanja i dva
poµcetna uslova.

Polarni koordinatni sistem

Slika 1.6:

Posmatrajmo ravansko kretanje materi-
jalne taµcke, koje ima dva stepena slobode,
u polarnom koordinatnom sistemu Or',
gde su vektori brzine i ubrzanja taµcke

�!v r�!r r'�!c ;
�!a r � r' �!r r' r' �!c ;

i gde su �!r i �!c jediniµcni vektori ovog
koordinatnog sistema (Slika 1.6). Pro-
jektovanjem vektorske jednaµcine (1.14) na
pravce jediniµcnih vektora �!r i �!c dobi-

jaju se dve skalarne jednaµcine kretanja

m r � r' Fr t; r; '; r; ' ;

m r' r' Fc t; r; '; r; ' ; (1.17)

gde su Fr i Fc projekcije rezultujúce sile na radijalan i cirkularan pravac.
Odgovarajúci poµcetni uslovi kretanja taµcke u polarnim koordinatama
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glase
r t R ; ' t ' ;
vr t vr ; vc t vc ;

(1.18)

gde su vr i vc radijalna i cirkularna projekcija vektora brzine taµcke a R ,
' , vr i vc zadate konstantne poµcetne vrednosti.

Prirodni koordinatni sistem

Slika 1.7:

Posmatrajmo kretanje materijalne
taµcke pomoću krivolinijske koordi-
nate s, koja se meri duµz trajektorije
taµcke, u prirodnom triedru jediniµcnih
vektora tangente

�!
T , glavne normale�!

N i binormale
�!
B (Slika 1.7). Vektori

brzine i ubrzanja taµcke glase

�!v s
�!
T ; �!a s

�!
T

s

Rk

�!
N ;

gde je Rk polupreµcnik krivine trajektorije taµcke. Vektor ubrzanja taµcke
nalazi se u oskulatornoj ravni trajektorije taµcke. Zbog toga, projekto-
vanjem vektorske jednaµcine kretanja (1.14) na pravce jediniµcnih vektora�!
T ;

�!
N i

�!
B dobijaju se jednaµcine kretanja u prirodnom koordinatnom

sistemu

ms FT t; s; s ;

m
s

Rk
FN t; s; s ;

FB t; s; s ; (1.19)

gde su FT ; FN i FB projekcije rezultante svih sila koje deluju na taµcku
na pravce jediniµcnih vektora tangente

�!
T ; glavne normale

�!
N i binormale�!

B :
Upotreba krivolinijske koordinate s za opisivanje kretanja taµcke oprav-

dana je samo ako je trajektorija taµcke poznata, tj. kada je poznat oblik
krive linije po kojoj se taµcka kréce. Tada taµcka ima jedan stepen slo-
bode kretanja i za nalaµzenje zavisnosti s t , tj. zakona kretanja taµcke,
sluµzi samo prva jednaµcina (1.19), dok se iz druge i tréce jednaµcine (1.19),
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koje su tada algebarske jednaµcine, odre�uju reakcija veza zbog vezanog
kretanja taµcke po zadatoj trajektoriji.
Pri re�avanju prve diferencijalne jednaµcine kretanja (1.19) odgovara-

júce konstante integracije odre�uju se iz poµcetnih uslova kretanja

s t s ; s t s ;

gde su s i s zadate konstante.

1.7.2 Dva zadatka dinamike

U principu, pomoću jednaµcine kretanja materijalne taµcke (1.2)m�!a �!
F ,

u dinamici se re�avaju dve vrste zadataka.

Prvi zadatak dinamike

Neka je poznato kretanje materijalne taµcke. Znaµci poznata je funkcija
zavisnosti vektora poloµzaja taµcke od vremena, odnosno �!r �!r t . Traµzi
se sila koja ostvaruje to kretanje. Dvostrukim diferenciranjem zakona
�!r t po vremenu dobija se ubrzanje taµcke �!a

���!r . Traµzena sila u

funkciji od vremena je
�!
F t m

���!r t . Po�to se diferenciranje u principu
uvek moµze izvr�iti ovaj zadatak dinamike uvek ima re�enje.

Drugi zadatak dinamike

Neka je zadat analitiµcki oblik sile koja deluje na materijalnu taµcku, tj.
poznat je oblik funkcije

�!
F

�!
F t;�!r ;�!v . Traµzi se zakon kretanja taµcke

�!r t . Jednaµcina kretanja se posmatra u obliku

m
���!r �!

F t;�!r ;
��!r ;

a to je sistem od najvi�e tri diferencijalne jednaµcine drugog reda. Te
jednaµcine odre�uju kretanje taµcke zajedno sa poµcetnim uslovima kretanja
(1.3)

�!r �!r ;
��!r �!v ; za t t ; (1.20)

gde je �!r poµcetni vektor poloµzaja, a �!v poµcetna brzina taµcke. Ove
veliµcine �!r i �!v su unapred zadate.
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Znaµci, do zakona kretanja materijalne taµcke dolazi se re�avanjem
diferencijalnih jednaµcina sa odgovarajúcim poµcetnim uslovima. Takav
matematiµcki problem se naziva poµcetni ili Ko�ijev problem diferencijalnih
jednaµcina. Ovaj drugi zadatak dinamike je daleko matematiµcki sloµzeniji
od prvog zadatka dinamike. Mnoge diferencijalne jednaµcine kretanja ne
mogu da se integrale analitiµcki. Tada, ako je njihovo re�enje potrebno,
problem se re�ava numeriµcki kori�́cenjem poznatih procedura za nume-
riµcko integraljenje diferencijalnih jednaµcina.

1.7.3 Prvi integrali

Analitiµcko re�avanje diferencijalnih jednaµcina kretanja povezano je sa
problemima njihove integracije. Najµce�́ce njihova integracija i ne moµze da
se sprovede u analitiµckom obliku. Poznavanjem prvih integrala jednaµcina
kretanja, ovaj problem integracije se znatno pojednostavljuje. Prvi inte-
grali u dinamici mogu biti skalarni ili vektorski, mada svakom vektorskom
prvom integralu odgovara odre�en broj skalarnih prvih integrala.
Smisao prvog integrala jednaµcine kretanja obja�njava se posmatra-

njem kretanja taµcke u prirodnom triedru. Kretanje je tada odre�eno
prvom jednaµcinom (1.19)

ms FT t; s; s : (A)

Pod prvim integralom ove diferencijalne jednaµcine podrazumeva se svaka
veza oblika

 t; s; s C; (B)

ako je njen izvod u smislu jednaµcine kretanja A identiµcki jednak nuli,
gde je  funkcija naznaµcenih promenljivih, a C proizvoljna konstanta,
koja se odre�uje iz poµcetnih uslova. U izrazu B vreme se pojavljuje
eksplicitno i implicitno po�to su s i s tako�e funkcije vremena. Zato
izvod funkcije  po vremenu glasi

@ 

@t

@ 

@s
s

@ 

@s
s :

Izvod u smislu jednaµcine kretanja znaµci da se u prethodnoj relaciji drugi
izvod s izraµcunava duµz trajektorije taµcke, odnosno u prethodnu relaciju s
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se zameni iz jednaµcine kretanja A . Znaµci, upotrebom izraza A dobija
se sledéca jednaµcina

@ 

@t

@ 

@s
s

@ 

@s

FT t; s; s

m
: (C )

Ova parcijalna diferencijalna jednaµcina koristi se na dva naµcina:

1. Za proveru da li je neki izraz B prvi integral. Ako je B prvi
integral jednaµcine kretanja A , tada je uslov C identiµcki zado-
voljen.

2. Za nalaµzenje prvog integrala jednaµcine kretanja A , jer svako re�e-
nje parcijalne diferencijalne jednaµcine C u obliku  t; s; s C
predstavlja prvi integral jednaµcine kretanja A .

Ako postoje dva me�usobno nezavisna prva integrala  t; s; s C
i  t; s; s C diferencijalne jednaµcine A , tada je problem kretanja
taµcke sa jednim stepenom slobode potpuno re�en. Naime, re�avajúci alge-
barski ove dve jednaµcine po s i s, dobija se re�enje za kretanje s t; C ; C .
Ovo, potpuno jasno, ukazuje na veliki znaµcaj prvih integrala u dinamici.
Do prvih integrala u dinamici moµze se doći na sledéce naµcine:

1. Jednom direktnom integracijom diferencijalnih jednaµcina kretanja,

2. Kori�́cenjem op�tih zakona dinamike,

3. Primenom posebnih metoda za nalaµzenje prvih integrala.

Primer 1 Materijalna taµckaM masem nalazi se na visiniH od povr�ine
Zemlje (Slika 1.8). Taµcka kréce prema Zemlji poµcetnom brzinom v ver-
tikalno naniµze. Na taµcku deluje otpor vazduha, koji je za brzine kretanja
manje od m=s proporcionalan kvadratu intenziteta brzine taµcke.
Prouµciti kretanje taµcke.

Po�to je poµcetna brzina taµcke vertikalna, a istog pravca je i sila
zemljine teµze, i ako nema horizontalnog vetra, taµcka se kréce pravolinijski
prema Zemlji. U pravcu kretanja izabere se osa x u smeru prema Zemlji
i sa poµcetkom na visini H od Zemlje. U proizvoljnom poloµzaju, za vreme
kretanja, na taµcku deluju dve kolinearne sile, sila zemljine teµze m�!g i
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sila otpora vazduha intenziteta Fv kv , gde je k koe�cijent propor-
cionalnosti sile otpora sa kvadratom brzine. Pravolinijsko kretanje taµcke
je opisano samo jednom diferencijalnom jednaµcinom (1.15). Pri njenom
formiranju mora se voditi raµcuna o sledéce dve µcinjenice:

Slika 1.8:

1. Ubrzanje x je uvek u istom smeru sa usvo-
jenim smerom x ose.
2. Sile se projektuju na osu x kao u statici.
Prema tome, diferencijalna jednaµcina kre-

tanja taµcke glasi

mx mg � kx ; (A)

jer je sila otpora usmerena u negativnu stranu x
ose a v x je brzina taµcke. Na osnovu uslova
zadatka, poµcetni uslovi problema glase

x ; x v : (B)

Deléci jednaµcinu A sa masom taµcke i sre�ivanjem tako dobijenog rezul-
tata dobija se

x �
�
c � x

�
; (C )

gde je c mg=k i � k=m. Integracija jednaµcine C moµze se izvr�iti
na dva naµcina:
Ako se traµzi brzina taµcke u funkciji od vremena t, direktnim razdva-

janjem promenljivih u jednaµcini C dobija se relacija

dx

c � x
�dt;

i posle integracije

c

c x

c� x
C �t;

gde je C konstanta integracije. Koristéci poµcetne uslove B nalazi se
vrednost te integracione konstante

C �
c

c v

c� v
:
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Zamenom ove vrednosti za konstantu C u prethodni izraz, i re�avanjem
tako dobijene relacije po x, nalazi se brzina taµcke u funkciji od vremena

x c
c v c�t � c� v �c�t
c v c�t c� v �c�t :

Po�to je x dx=dt, posle jo� jedne integracije ovog izraza, dolazi se do
pomeranja x u funkciji od vremena

x
�

c v c�t c� v �c�t C ;

gde je C druga integraciona konstanta. Iz poµcetnih uslova kretanja
dobija se vrednost ove konstante C � =� c, pa je konaµcan zakon
kretanja

x
�

c v c�t c� v �c�t
c

:

Iz izraza za brzinu taµcke u funkciji od vremena sledi da x ! c, kada
t ! 1 i to bez obzira na poµcetnu brzinu v . Znaµci, materijalna taµcka
padajúci u otpornoj sredini, posle dovoljno dugog kretanja, dostiµze brzinu
c, sa kojom se dalje kréce. Ta brzina taµcke naziva se graniµcna brzina taµcke
u otpornoj sredini. Iz diferencijalne jednaµcine kretanja uoµcava se:
Ako je poµcetna brzina manja od graniµcne, tj. v < c, tada je u

poµcetnom trenutku x pozitivno i taµcka se ubrzava sve dok ne dostigne
graniµcnu brzinu;
Ako je poµcetna brzina véca od graniµcne, tj. v > c, tada je u poµcet-

nom trenutku x negativno i taµcka se usporava, ponovo, dok ne dostigne
graniµcnu brzinu.
Ako se traµzi zavisnost brzine taµcke od pomeranja x, a ne od vremena

t, tada se integracija diferencijalne jednaµcine kretanja C obavlja na
poseban naµcin. �ta vi�e, neki problemi kretanja mogu se jedino inte-
graliti na ovaj naµcin, jer direktna integracija po vremenu kao nezavisno
promenljivoj nije izvodljiva. Posmatrajmo x kao posrednu funkciju od
vremena t preko pomeranja x, tj. x x i x t . Tada je

x
dx

dt

dx

dx

dx

dt

dx

dx
x;
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i diferencijalna jednaµcina C postaje

xdx

c � x
�dx:

Posle integracije ove jednaµcine dobija se

�
�
c � x

�
�x C ;

gde je C konstanta integracije. Posle njenog odre�ivanja iz poµcetnih
uslova, dobija se zavisnost brzine taµcke od koordinate x

x
q
c v � c � �x :

Ponovo iz ovog izraza zakljuµcujemo da brzina taµcke x teµzi ka graniµcnoj
brzini c, ali sada kad x!1.

Primer 2 Posmatrajmo kretanje slobodne µcestice u magnetnom polju.
Naelektrisanje µcestice je q, a masa m. Vektor magnetne indukcije je
konstantan i pada u pravac ose z, tj.

�!
B B

�!
k , gde je B konstanta.

Poµcetno stanje µcestice za t je sledéce

x x ; y y ; z ;
x ; y vy ; z vz :

Primer 3 Kosi hitac

Posmatra se kretanje materijalne taµcke masem u bezvazdu�nom pros-
toru pod dejstvom sile zemljine teµze. U poµcetnom trenutku kretanja
taµcka je krenula sa povr�ine zemlje poµcetnom brzinom �!v pod uglom �
prema horizontalnom pravcu.
Ako ravan Oxy de�ni�emo sa vektorom �!v i uslovom da ta ravan bude
normalna na horiontalnu ravan, onda se mate-rijalna taµcka kréce u toj
ravni pa kretanje taµcke ima dva stepena slobode kretanja. Neka je to ra-
van Oxy (Slika 1.14). Taµcka kréce iz koordinatnog poµcetka pa su poµcetni
uslovi kretanja

x ; y ;

x v �; y v �:
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Na materijalnu taµcku deluje samo sila
�!
F �mg�!j ; gde je �!j jediniµcni

vektor y pravca. Kretanje taµcke je opisano diferencijalnim jednaµcinama
(1.15)

mx ; my �mg:

Slika 1.9:

Posle dvostruke integracije ovih
jednaµcina dobija se

x C t C ;

y �gt C t C ;

gde su C ;C ;C i C integra-
cione konstante. Iz poµcetnih
uslova dobijaju se njihove vred-
nosti

C v �;

C ;

C v �;

C :

Sada su zakoni kretanja materijalne taµcke

x v t �;

y �gt v t �:

Eliminacijom vremena iz ovih jednaµcina dobija se trajektorija mate-
rijalne taµcke

y � gx

v �
x �:

Znaµci putanja kosog hica u bezvazdu�nom prostoru je parabola. Domet
kosog hica D je tamo gde je za y x D: Domet hica i vreme leta do
dometa iznose

D
v

g
�;

tD
v �

g
:



DO N
OT COPY

28 Diferencijalne jednaµcine kretanja materijalne taµcke

Vidi se da se najvéci domet postiµze za � , odnosno za � :
On iznosi

D
v

g
:

Najvéca visina na koju se tokom kretanja kosi hitac penje je u temenu
parabole, odnosno za xH D= v = g �: Ta visina je

H
v �

g
:

Vidi se da je najvéca visina penjanja kosog hica kada je � , odnosno
kada se materijalna taµcka baci vertikalno navi�e.

Primer 4 Posmatrajmo materijalnu taµcku mase m, koja se nalazi na
glatkoj horizontalnoj ravni. Taµcka je vezana za zid (Slika 1.10) oprugom
krutosti c a na nju deluje i horizontalna periodiµcna sila F F t,
gde je F amplituda sile, a T �= njen period. Prouµciti kretanje
taµcke.

U ravnoteµznom stanju opruga je nenapregnuta, i taj poloµzaj je oz-
naµcen na slici sa � . Pomeranje x se meri od tog poloµzaja desno. Posle
osloba�anja od veza, na taµcku deluju sila

�!
F , sila u opruzi

�!
F , teµzina

tela m�!g i reakcija podloge �!R . Materijalna taµcka se kréce pravolinijski,

Slika 1.10:

pa je diferencijalna jednaµcina kre-
tanja u pravcu x ose

mx F � F ;

ili, po�to je sila u deformisanoj
opruzi F cx i F F t

mx F t� cx:

Deléci ovu jednaµcinu sa masom m,
dobija se diferencijalna jednaµcina kretanja u obliku

x ! x H t; (A)

gde je ! c=m i H F =m.
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Slobodne harmonijske oscilacije
Slobodno oscilovanje taµcke je kretanje, koje se odvija bez dejstva sile�!

F , a koje nastaje zbog izvo�enja taµcke iz ravnoteµznog poloµzaja ili zbog
saop�tenja taµcki neke poµcetne brzine. Po�to je tada F � , odnosno
F i H , diferencijalna jednaµcina kretanja A postaje

x ! x ; (B)

µcije re�enje glasi
x C !t C !t; (C )

ili
x r !t � ; (D)

gde su C , C ili r, � integracione konstante i me�usobno povezane relaci-
jama

C r �; C r �:

Po obliku jednaµcina C ili D vidi se da je kretanje taµcke periodiµcno,
odnosno oscilatorno, i da se ponavlja posle isteka perioda

T
�

!
s :

Ako su zadati poµcetni uslovi

x x ; x x ; (E)

tada se iz D dobijaju jednaµcine

x r �; x r! �;

µcije re�enje po r i � glasi

r

s
x

�
x

!

�
; �

x !

x
:

Iz ovih izraza se vidi da kretanje taµcke, opisano jednaµcinama C ili D ,
postoji samo ako je r 6 :Ako su x i x istovremeno jednaki nuli nema
kretanja. Znaµci, slobodne oscilacije taµcke postoje samo ako je taµcka izve-
dena iz ravnoteµznog poloµzaja ili ako joj je saop�tena poµcetna brzina.
To je i de�nicija slobodnih oscilacija. Zakljuµcak, slobodne oscilacije su
oscilacije taµcke koje nastaju ili usled njenog izvo�enja iz ravnoteµznog
poloµzaja ili zbog saop�tavanja poµcetne brzine taµcki. Svaka oscilacija
sa stalnim periodom i stalnom amplitudom naziva se harmonijskom os-
cilacijom.
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Slika 1.11:

Radi de�nisanja jo� nekih veliµcina u kreta-
njima ili procesima, koji su opisani diferenci-
jalnom jednaµcinom B , posmatrajmo kretanje
taµcke M po krugu polupreµcnika r (Slika 1.11) sa
konstantnom ugaonom brzinom !, koje je poµcelo
iz poloµzaja M na krugu. U centru kruga O
usvoji se koordinatni poµcetak koordinatnog sis-
tema Oxy. Projekcija taµcke M na osu x, taµcka
M , kréce se po x osi prema zakonu r !t � ,
koji se poklapa sa jednaµcinom oscilovanja taµcke
sa oprugom. Zbog ove, ekvivalencije oscilovanja

taµcke sa oprugom sa kretanjem projekcije na osu x taµcke koja se kréce
po krugu, kaµze se da je !, u jednaµcini C ili D , kruµzna frekvencija
oscilovanja. Najvéce udaljenje taµcke od ravnoteµznog poloµzaja, odnosno
r, naziva se amplituda oscilovanja. Broj krugova, koje opi�e taµcka M u
jednoj sekundi, je frekvencija oscilovanja. Ona iznosi

f
T

!

�
Hz ;

gde je jedinica za frekvenciju Hz herc20 broj ciklusa kretanja u jed-
noj sekundi. Ugao �, koji de�ni�e poloµzaj M iz kog je taµcka zapoµcela
kretanje, naziva se poµcetna faza oscilovanja. Ugao !t � naziva se
faza oscilovanja. Vaµzan je zakljuµcak da kruµzna frekvencija !, period T
i frekvencija f ne zavise od poµcetnih uslova kretanja. Te veliµcine za-
vise samo od karakteristika sistema i one su svojstvo svakog mehaniµckog,
odnosno �ziµckog sistema.
Prinudne oscilacije
Ako na materijalnu taµcku deluje i sila

�!
F , tada je diferencijalna jed-

naµcina kretanja data sa A . To je nehomogena diferencijalna jednaµcina,
zbog prisustva µclana koji ne sadrµzi nepoznatu funkciju x ili njene izvode
po nezavisno promenljivoj vremenu t. Re�enje nehomogene jednaµcine
A je zbir op�teg integrala xh homogenog dela jednaµcine

xh ! xh ;

i partikularnog integrala xp celokupne jednaµcine A

xp ! xp H t;

20H. Hertz, 1857� 1894:
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odnosno
x xh xp:

Op�te re�enje homogenog dela jednaµcine xh, kao i kod slobodnih os-
cilacija, glasi

xh C !t C !t:

Partikularno re�enje celokupne jednaµcine A traµzi se u obliku

xp B t;

gde je B nepoznata konstanta. Uno�enjem ovog re�enja u jednaµcinu A
dobija se

�B B! �H t ;

i po�to t nije nula za svaki trenutak vremena, a prethodna jednaµcina
mora biti identiµcki zadovoljena, sledi da je

B
H

! � :

Prema tome, zakon kretanja materijalne taµcke glasi

x C !t C !t
H

! � t:

Uno�enjem prethodnog izraza u poµcetne uslove nalaze se vrednosti inte-
gracionih konstanti

C x � H

! � ; C
x

!
;

pa je krajnje re�enje problema

x x !t
x

!
!t

H

! � t� !t : (F )

Odavde zakljuµcujemo:
Ako je H , odnosno ako sila

�!
F ne deluje na taµcku, taµcka se kréce

u skladu sa prva dva µclana na desnoj strani izraza F . To su slobodne
oscilacije taµcke.
Ako su x i x jednaki nuli, taµcka se kréce u skladu sa trécim i µcetvrtim

µclanom na desnoj strani jednaµcine F . To znaµci, da kretanje nastaje, i
pored toga �to je taµcka bila u ravnoteµznom stanju i bez poµcetne brzine,
zbog delovanja sile

�!
F . Tako nastalo kretanje mase m su prinudne os-

cilacije mase m. One su nastale zbog dejstva sile
�!
F , pa se sila

�!
F naziva

prinudna sila, jer primorava taµcku da se kréce na odre�eni naµcin.
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Slika 1.12:

U op�tem sluµcaju,
kada su u re�enju
F prisutni µclanovi
razliµcitih kruµznih fre-
kvencija ! i , i
ako te frekvencije
nisu racionalan um-
noµzak jedna druge,
kretanje nije peri-
odiµcno. Dalje se
detaljno analiziraju
prinudne oscilacije

nastale zbog dejstva samo prinudne sile

F F t;

odnosno kretanje kada je x i x u izrazu F

x
H

! � t� !t : (G)

Amplituda ovog kretanja H= ! � zavisi od odnosa kruµznih frekven-
cija ! i slobodnih oscilacija taµcke i prinudne sile. Na slici 1.12a data
je zavisnost te amplitude od kruµzne frekvencije prinudne sile . Kada
! ! amplituda oscilovanja teµzi ka beskonaµcnosti. To je fenomen rezo-

nancije u oscilatoru. Za dalju analizu kretanja opisanog jednaµcinom G
uvodi se , kao mera razlike kruµznih frekvencija ! i , odnosno

! � :

Koristéci ovu vezu i poznatu relaciju trigonometrije

�� � � � � �� �
;

izraz G postaje

x
H

t t: (H )
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U sluµcaju rezonancije, odnosno kada ! ! i ! , ! ! i
t � t, pa se iz H dobija odgovarajúci zakon kretanja

xr
H

!
t !t:

Znaµci, pri rezonanciji amplituda kretanja raste proporcionalno vremenu
(Slika 1.12b) a kretanje se odvija po zakonu !t izme�u graniµcnih kriva
Ht= ! i �Ht= ! . Iz ove analize i slike 1.12a sledi da pri rezonanciji
amplituda kretanja dostiµze beskonaµcnu vrednost ako su kruµzne frekven-
cije ! i jednake dovoljno dugo vremena.

Slika 1.13:

Ako su kruµzne frekvencije i ! bliske,
ali nisu jednake, odnosno kada je malo
ali ne teµzi ka nuli (tada � ), izraz
H postaje

xp
H

t t ;

jer je malo pa se moµze zanemariti u
odnosu na konaµcno . Kretanje opisano
ovim izrazom moµze se posmatrati kao kriva
izme�u granica

� H
t

µciji je period T �= vrlo velik. Izme�u ovih granica je upisana
kriva t , µciji je period T �= konaµcan i daleko manji od T .
Sa slike 1.13, vidi se da kod ovog kretanja amplituda naizmeniµcno raste
i opada. Ovakvo kretanje materijalne taµcke, koje nastaje kada su kruµzne
frekvencije i ! vrlo bliske, naziva se podrhtavanje oscilatora.

1.8 Mere mehaniµckog kretanja

U drugom Njutnovom zakonu kao osnovna karakteristika kretanja po-
javljuje se ubrzanje taµcke. U op�tim zakonima dinamike, koji su od
posebnog znaµcaja pri prouµcavanju kretanja sistema materijalnih taµcaka,
pojavljuju se i druge karakteristike kretanja, koje se zovu mere mehaniµc-
kog kretanja.
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1.8.1 Koliµcina kretanja i moment koliµcine kretanja

Posmatrajmo kretanje taµcke M mase m, koja u datom trenutku t ima
brzinu �!v (Slika 1.14). Koliµcina kretanja materijalne taµcke je vektor �!K ,
koji je proizvod mase taµcke i vektora njene brzine, odnosno

�!
K m�!v : (1.21)

Slika 1.14:

Jasno je da je taj vektor kolinearan sa vek-
torom brzine. Vektor koliµcine kretanja moµze
se izraziti u svim koordinatnim sistemima u
kojima je dat vektor brzine.
Pri nekim kretanjima, umesto vektora

koliµcine kretanja materijalne taµcke M po-
voljnije je koristiti moment tog vektora za
neku taµcku. Posmatrajmo moment vek-
tora koliµcine kretanja

�!
K kao �sile�, za neku

nepokretnu taµcku O. Prema tome, ako je �!r vektor poloµzaja taµcke M u
odnosu na taµcku O, tada je moment koliµcine kretanja materijalne taµcke
M za taµcku O dat sa

�!
L O

�!r ��!K �!r �m�!v : (1.22)

To je vektor, koji je upravan na ravan vektora �!r i �!K , u smeru vektorskog
proizvoda (Slika 1.14), odnosno taj vektor je usmeren u stranu sa koje
se vidi da se prvi vektor �!r obŕce suprotno od smera satne kazaljke do
poklapanja sa drugim vektorom

�!
K tog vektorskog proizvoda (1.22). Kao

i kod momenta sile za taµcku, taj vektor zavisi od poloµzaja izabrane taµcke
O, odnosno on se menja sa promenom poloµzaja momentne taµcke O.

1.8.2 Kinetiµcka energija

Kinetiµcka energija materijalne taµcke mase m, µcija je trenutna apsolutna
brzina �!v , de�nisana je sa

Ek
m�!v ��!v ; ili Ek

m
v ; (1.23)

i predstavlja skalarnu meru kretanja taµcke. Jasno je da je uvek Ek >
i da kinetiµcka energija ima apsolutni minimum za v . Kinetiµcka
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energija moµze da se izrazi na razne naµcine u zavisnosti od toga u kom je
koordinatnom sistemu izraµzen vektor brzine taµcke. Ti razliµciti izrazi za
kinetiµcku energiju u prirodnom, Dekartovom i polarnom koordinatnom
sistemu glase:

Ek
m
s ;

Ek
m �

x y z
�
;

Ek
m �

r r '
�
: (1.24)

1.9 Mere mehaniµckog dejstva

U prvom poglavlju knjige, de�nisane su dve osnovne mere mehaniµckog
dejstva: sila i spreg. To su mere mehaniµckog dejstva nezavisne od pro-
toka vremena i promene poloµzaja taµcke. U dinamici, gde se posmatraju
promene poloµzaja taµcke u prostoru tokom vremena, uvode se i nove mere
mehaniµckog dejstva. Te nove mere mehaniµckog dejstva vezane su samo za
silu. Po�to se prilikom kretanja taµcke tokom vremena menja njen poloµzaj
u prostoru postoje dve mere mehaniµckog dejstva sile. To su impuls sile
i rad sile. Ove veliµcine, kao i mere kretanja materijalne taµcke, igraju
znaµcajnu ulogu u op�tim zakonima dinamike.

1.9.1 Impuls sile

Impuls sile je mera mehaniµckog dejstva sile tokom protoka vremena. Neka
na materijalnu taµcku M deluje sila

�!
F . Elementarnim impulsom sile

�!
F

naziva se vektorska veliµcina d
�!
I koja je jednaka proizvodu vektora sile i

elementarnog vremenskog intervala dt u kome sila deluje, tj.

d
�!
I

�!
F dt: (1.25)

Ova mera mehaniµckog dejstva sile u toku elementarnog vremenskog in-
tervala poklapa se sa pravcem i smerom sile.
Ako se taµckaM pod dejstvom sile

�!
F pomeri iz poloµzajaM u poloµzaj

M u vremenskom intervalu t ; t , tada je konaµcan impuls
�!
I sile

�!
F
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za vreme tog kretanja odre�en sa

�!
I

tZ
t

�!
F dt: (1.26)

Konaµcan impuls
�!
I sile

�!
F u vremenskom intervalu t ; t , ne mora biti

u pravcu sile
�!
F ni u jednom od trenutaka u intervalu t ; t .

Po�to je impuls sile vektor, moµze se predstaviti pomoću projekcija u
razliµcitim koordinatnim sistemima. Na primer, ako se kretanje posmatra
u Dekartovom koordinatnom sistemu onda postoje tri projekcije impulsa
sile

�!
F u vremenskom intervalu t ; t na ose x, y i z

I x

tZ
t

Fxdt; I y

tZ
t

Fydt; I z

tZ
t

Fzdt; (1.27)

gde su Fx, Fy i Fz projekcije sile na te koordinatne ose. Intenzitet konaµc-
nog impulsa sile u vremenskom intervalu t ; t ima vrednost

I
q
I x I y I z; (1.28)

dok su uglovi tog vektora sa koordinatnim osama x; y i z odre�eni relaci-
jama

�I
I x

I
; �I

I y

I
; 
I

I z

I
: (1.29)

Svaka od projekcija impulsa, na primer I x, moµze se izraµcunati bez poz-
navanja kretanja ako je Fxdt totalni diferencijal neke funkcije. Taj uslov
je sigurno ispunjen ako je Fx:

1. Konstantno,

Fx const:; I x Fx t � t ;

2. Neprekidna funkcija od vremena,

Fx f t ; I x

tZ
t

f t dt;
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3. Linearna kombinacija sa konstantnim koe�cijentima c , c i c Dekar-
tovih projekcija brzine taµcke

Fx c x c y c z;

I x c x � x c y � y c z � z :

1.9.2 Rad sile

Slika 1.15:

Posmatrajmo kretanje taµckeM , na koju deluje
sila

�!
F , i koja se pomerila za d�!r , gde je �!r

vektor poloµzaja taµcke M u odnosu na neku
nepokretnu taµcku O (Slika 1.15). Elementarni
rad sile

�!
F na pomeranju d�!r de�nisan je kao

dA
�!
F �d�!r (1.30)

ili

dA Fdr �; (1.31)

gde je � ugao izme�u vektora
�!
F i d�!r . Ako je ugao � o�tar onda je ele-

mentarni rad pozitivan, dok je za tup ugao � rad negativan. Sila ne vr�i
elementarni rad ako je sila normalna na elementarno pomeranje. Ele-
mentarni rad moµze se izraziti na razne naµcine:

1. Sa slike 1.15 je projekcija pomeranja na pravac sile drF dr �,
pa je iz (1.31)

dA FdrF ; (1.32)

tj. elementarni rad je proizvod intenziteta sile F i projekcije pome-
ranja drF na pravac sile;

2. Sa slike 1.15 je FT F �, gde je FT projekcija sile na pravac
pomeranja d�!r , koje pada u pravac tangente �!T na trajektoriju
taµcke, pa se dobija

dA FTdr; (1.33)
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tj. elementarni rad je proizvod pomeranja i projekcije sile na pravac
pomeranja. Po�to je dr � ds, gde je s krivolinijska prirodna koor-
dinata merena duµz trajektorije taµcke, ovaj izraz postaje

dA FTds: (1.34)

3. Ako je vektor poloµzaja taµcke M dat u nepokretnom Dekartovom
koordinatnom sistemu Oxyz, odnosno �!r x

�!
i y

�!
j z

�!
k ; tada je

d�!r dx
�!
i dy

�!
j dz

�!
k ; (1.35)

i elementarni rad (1.30) postaje

dA Fxdx Fydy Fzdz; (1.36)

gde su Fx, Fy i Fz projekcije sile na Dekartove ose, ili
�!
F Fx

�!
i

Fy
�!
j Fz

�!
k . Ako se taµcka M pomeri iz poloµzaja M u neki drugi

poloµzaj M , tada sila
�!
F vr�i konaµcan rad na tom pomeranju, koji

je jednak integralu bilo kojeg od prethodnih izraza za elementarni
rad na tom pomeranju. Na primer, on je

A

MZ
M

Fxdx Fydy Fzdz : (1.37)

Konaµcan rad sile
�!
F izraµcunava se pomoću linijskog integrala i nje-

gova vrednost zavisi od poµcetnog M i krajnjeg M poloµzaja taµcke
M na koju deluje sila pri pomeranju. Konaµcan rad ne zavisi od
vremena proteklog za vreme pomeranja od M do M . Jedinica za
rad je dµzul21 J , a to je rad koji izvr�i sila od jednog njutna na
pomeranju od jednog metra.

Ako je potreban rad koji sila
�!
F izvr�i tokom kretanja u jedinici vre-

mena, tada se dolazi do pojma snage sile
�!
F . Ako se taµcka M pomeri za

d�!r tokom vremena dt, tada je snaga te sile

P
dA

dt

�!
F � �!v FT s; (1.38)

21J.P. Joule, 1818� 1889.
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gde su upotrebljeni izrazi (1.30) i (1.34) za elementaran rad sile. Jedinica
za snagu je vat22 W . Vat je snaga koja odgovara radu od jednog dµzula
koji se izvr�i u jednoj sekundi. Vidi se da istoj snazi odgovaraju razliµcite
vrednosti brzine kretanja taµcke s i projekcije sile na pravac tangente
putanje taµcke FT . Manjoj vrednosti sile odgovara véca brzina i obrnuto.

1.9.3 Veza rada i potencijalne energije

Ako sila
�!
F ima funkciju sile onda se mnoµzenjem izraza (1.7) sa izrazom

(1.35) dobija elementarni rad sile u obliku

dA
�!
F �d�!r @U

@x
dx

@U

@y
dy

@U

@z
dz dU; (1.39)

odnosno elementarni rad sile koja ima funkciju sile jednak je totalnom
diferencijalu funkcije sile. Po�to je prema (1.10) d �dU; a iz (1.39)
dA dU; sledi da je

d �dA: (1.40)

Ukoliko je mogúca jednoznaµcna integracija izraza (1.40) bez pozna-
vanja kretanja, u granicama izme�u dva poloµzajaM iM na trajektoriji
taµcke, dobija se rad na konaµcnom pomeranju

A � ; (1.41)

koji je razlika vrednosti potencijalne energije u poµcetnom i krajnjem
poloµzaju taµcke. Ovaj izraz jasno ukazuje da rad zavisi samo od razlike
vrednosti potencijalne energije u graniµcnim poloµzajima a ne od njene ap-
solutne vrednosti i oblika putanje po kojoj se taµcka kréce. Apsolutna
vrednost potencijalne energije nije od interesa u dinamici, pa se zbog
toga ne propisuje poloµzaj u kome ona ima neku zadatu vrednost. Prema
tome, kada se iz d �dA, znaµci pomoću elementarnog rada, nalazi ob-
lik potencijalne energije, posle obavljene integracije ne mora se dodavati
integraciona konstanta. Ta integraciona konstanta bi se, posle oduzi-
manja prema (1.41), potrla i ne bi imala nikakvog uticaja na krajnji
rezultat izraµcunatog rada.
Ako je potencijalna energija jednoznaµcna funkcija, i ako se krajnja

i poµcetna taµcka trajektorije poklapaju, odnosno kada je putanja taµcke

22J. Watt, 1736� 1819.
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zatvorena kriva linija, tada je ukupni rad sile koja ima potencijalnu
energiju pri tom kretanju jednak nuli.

Rad sile zemljine teµze

Posmatrajmo materijalnu taµcku M mase m u polju zemljine teµze, pri
kretanju od poloµzaja M do poloµzaja M (Slika 1.16), i za to se usvaja
Dekartov koordinatni sistem Oxyz. Elementarni rad sile �mg�!k , koja
deluje na taµcku, dobija se na vi�e naµcina:

1. Projekcije sile na koordinatne ose su

Fx ; Fy ; Fz �mg;
pa je prema (1.36)

dA �mgdz; (1.42)

2. Taµcka M vr�i elementarna pomeranja dx, dy i dz, koja su uvek
u pozitivnom smeru odgovarajúcih osa. Znaµci pomeranje dz se
projektuje u suprotan pravac sile �mg�!k : Zato je prema (1.33)
elementarni rad dA dat sa (1.42).

Slika 1.16:

Integracijom izraza (1.42) u grani-
cama od z do z , koji odgovaraju poloµza-
jima taµcaka M i M , dobija se

A �mg z � z : (1.43)

Vidi se da rad sile zemljine teµze ne zavisi
od oblika putanje (Slika 1.16) po kojoj se
taµcka pomera iz poloµzaja M u poloµzaj
M . Ako je z > z , tj. ako se taµcka
pomera navi�e, rad je negativan. Za z <
z , znaµci pri pomeranju na dole, rad je
pozitivan. Ako je z z sila zemljine

teµze ne vr�i rad na pomeranju taµcke. Naglasimo da ovaj znak rada sile
zemljine teµze ne zavisi od odabrane orijentacije ose z, véc samo od smera
pomeranja (navi�e ili naniµze) taµcke u polju zemljine teµze.
Prema (1.40) i (1.42), potencijalna energija sile zemljine teµze glasi

mgz; (1.44)

za osu z koja je usmerena navi�e.
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Rad centralne sile

Pod centralnom silom podrazumeva se sila µciji pravac tokom kretanja
taµcke stalno prolazi kroz neku nepomiµcnu taµcku prostora O (Slika 1.17).
Neka intenzitet te sile f zavisi samo od duµzine r rastojanja pokretne
taµcke od nepokretne taµcke O, odnosno f f r . Po�to je odnos �!r =r
jediniµcni vektor u pravcu vektora �!r vektor centralne sile glasi

�!
F f r

�!r
r
:

Elementarni rad ove sile je

dA
�!
F � d�!r f r

�!r � d�!r
r

:

Slika 1.17:

Po�to je �!r � �!r r , diferenciranjem ovog izraza dobija
se �!r � d�!r rdr i prethodni izraz postaje

dA f r dr; (1.45)

pa je konaµcan rad centralne sile

A

rZ
r

f r dr: (1.46)

Vidi se da rad centralne sile ne zavisi od oblika putanje materijalne
taµcke. On zavisi samo od poµcetnog i krajnjeg poloµzaja materijalne taµcke
na njenoj trajektoriji.

Rad magnetne sile

Neka se naelektrisana µcestica mase m i naelektrisanja q kréce u mag-
netnom polju vektora magnetne indukcije

�!
B . Elementarni rad ove sile

je
dA q �!v ��!B � d�!r :

Kako je �!v d�!r =dt, to su vektori �!v i d�!r kolinearni, pa je

dA :

Znaµci, pri delovanju na naelektrisanu µcesticu magnetna sila ne vr�i nikakav
rad.
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Potencijalna energija sile u opruzi

Ako na kraj opruge deluje sila
�!
F (Slika 1.10) opruga se izduµzuje za

veliµcinu x, i u njoj se javlja elastiµcna sila opruge
�!
F O u suprotnom smeru

od sile
�!
F . Za male deformacije opruge ta sila je intenziteta FO cx,

gde je c krutost opruge. Po�to je pomeranje dx u suprotnom smeru od
sile u opruzi elementarni rad ove sile iznosi

dA �cxdx;

pa se iz (1.40) i integracijom dobija potencijalna energija sile u opruzi

c
x : (1.47)

Ovaj izraz za potencijalnu energiju sile u opruzi moµze se koristiti i u
sluµcaju kada se pravac deformisane opruge ne poklapa sa pravcem opruge
u nedeformisanom stanju. U tom sluµcaju, deformacija opruge x je pro-
mena njene duµzine l, koja je razlika duµzina opruge u dva nekolinearna
pravca, a to su pravci u deformisanom i nedeformisanom stanju opruge.

1.10 Op�ti zakoni dinamike taµcke

Op�ti zakoni dinamike materijalne taµcke uspostavljaju vezu pri kretanju
izme�u mera kretanja taµcke i mera mehaniµckog dejstva. Oni se izvode
iz drugog Njutnovog zakona i mogu se koristiti umesto diferencijalnih
jednaµcina kretanja. �ta vi�e, nekad je njihova upotreba preporuµcljiva,
jer brµze dovodi do re�enja problema kretanja od re�avanja diferencijalnih
jednaµcina kretanja.

1.10.1 Zakon o promeni koliµcine kretanja

Mnoµzéci vektorsku jednaµcinu kretanja materijalne taµcke (1.2) elemen-
tarnim prira�tajem vremena dt, zbog konstantnosti mase taµcke i µcinjenice
da je ubrzanje �!a d�!v =dt, sledi

d m�!v �!
F dt;

odnosno
d
�!
K d

�!
I ; (1.48)
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gde je prema (1.21)
�!
K m�!v koliµcina kretanja taµcke, a prema (1.25)

d
�!
I

�!
F dt elementarni impuls sile

�!
F . Znaµci, elementarna promena koliµci-

ne kretanja materijalne taµcke jednaka je elementarnom impulsu sile
�!
F .

Integracijom jednaµcine (1.48), od jednog trenutka vremena t do nekog
drugog t , dobija se

tZ
t

d
�!
K

tZ
t

d
�!
I ;

odnosno
�!
K ��!K �!

I : (1.49)

Ovo je zakon o promeni koliµcine kretanja:
Svaka promena koliµcine kretanja materijalne taµcke, za konaµcan vre-

menski interval, jednaka je impulsu sile za to vreme.
Ovo je vektorski zakon koji se moµze iskazati u raznim koordinatnim

sistemima. Na primer, u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu
Oxyz ovaj zakon je ekvivalentan sa tri zakona o promeni koliµcine kretanja
taµcke u pravcu osa x, y i z

K x �K x I x;

K y �K y I y;

K z �K z I z;

gde su K x, K y, K z, K x, K y, K z; I x, I y i I z projekcije koliµcine
kretanja i impulsa sile na ove ose.
Po�to je koliµcina kretanja materijalne taµcke de�nisana brzinom taµcke,

to su prvi izvodi koordinata po vremenu najvi�i red izvoda koji se po-
javljuje u zakonu o promeni koliµcine kretanja. Zato je ovaj zakon prvi
integral jednaµcine kretanja (1.2). Uostalom, do zakona (1.49) se dolazi
posle jedne formalne integracije vektorske jednaµcine kretanja. Ovaj za-
kon je pogodan za re�avanje zadataka u kojima su sile takve da se mogu
izraµcunati njihovi impulsi bez poznavanja kretanja. Ako brzina taµcke
nije diferencijabilna funkcija u nekom vremenskom intervalu, kao u teoriji
udara, tada se ovaj zakon primenjuje za trenutke poµcetka i kraja tog in-
tervala kretanja. Primetimo da se u tom sluµcaju, u navedenom intervalu,
drugi Njutnov zakon ne moµze primeniti.
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1.10.2 Zakon o promeni momenta koliµcine kretanja

Pomnoµzi se vektorski jednaµcina kretanja materijalne taµcke M (1.2) sa
leve strane vektorom poloµzaja �!r te taµcke u odnosu na neku nepokretnu
taµcku O. Tako se dobija

�!r �m�!a �!r ��!F :

Dodavanjem levoj strani ovog izraza nule u obliku �!v �m�!v , jer su vektori
�!v i m�!v kolinearni, on postaje

d

dt
�!r �m�!v �!r ��!F :

Po�to je prema (1.22)
�!
L O

�!r �m�!v moment koliµcine kretanja mate-
rijalne taµcke M za taµcku O, a

�!
M F

O
�!r � �!F moment sile

�!
F za istu

momentnu taµcku, dobija se

�!
L O

�!
M F

O ; (1.50)

odnosno zakon o promeni momenta koliµcine kretanja materijalne taµcke:
Brzina promene momenta koliµcine kretanja materijalne taµcke za nepo-

kretnu taµcku O jednaka je momentu sile za istu momentnu taµcku.
Napomena: Ovaj zakon nije prvi integral jednaµcine kretanja taµcke.

1.10.3 Zakoni o promeni kinetiµcke energije i odrµzanju
ukupne mehaniµcke energije

Jednaµcinu kretanja materijalne taµcke (1.2) projektujemo na pravac tan-
gente trajektorije taµcke. U pravcu tangente se nalazi vektor brzine taµcke
�!v d�!r =dt, pa i vektor d�!r . Zato se, projekcija vektorske jednaµcine
kretanja (1.2) na pravac tangente, dobija njenim skalarnim mnoµzenjem
jediniµcnim vektorom d�!r =dr pravca tangente. Time se dobija

m�!a � d�!r �!
F �d�!r :

Ovaj izraz, zbog poznatih relacija

�!a d�!v
dt

; d�!r �!v dt;
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postaje
m�!v �d�!v �!

F �d�!r :
Po�to je masa taµcke konstantna prethodni izraz se svodi na

d m
�!v ��!v �!

F �d�!r ;

ili
dEk dA; (1.51)

gde je prema (1.23) Ek m�!v ��!v = kinetiµcka energija materijalne taµcke
a prema (1.30) dA

�!
F �d�!r elementarni rad sile �!F ili ukupan rad svih

sila koje deluju na materijalnu taµcku. Ova relacija pokazuje da je, za
vreme kretanja taµcke, elementarna promena kinetiµcke energije jednaka
je sumi elementarnih radova sila koje deluju na taµcku na odgovarajúcem
pomeranju23.
Ako se taµcka pomeri, za vreme kretanja, iz poloµzajaM u poloµzajM

na putanji, tada se integracijom izraza (1.51) u tim granicama, dobija

Ek � Ek A ; (1.52)

tj. zakon o konaµcnoj promeni kinetiµcke energije materijalne taµcke:
Svaka konaµcna promena kinetiµcke energije materijalne taµcke jednaka

je zbiru radova svih sila, koje deluju na tu taµcku, na pomeranju iz poµcetnog
u krajnji poloµzaj taµcke.
Po�to se u kinetiµckoj energiji pojavljuju samo prvi izvodi po vremenu

bilo kojih koordinata taµcke, ovaj, tréci op�ti zakon dinamike taµcke je prvi
integral jednaµcine kretanja. Ovaj zakon je pogodan za primenu, umesto
jednaµcina kretanja, kad god se moµze izraµcunati rad svih sila koje deluju
na taµcku bez poznavanja kretanja.
Zakon o promeni kinetiµcke energije materijalne taµcke moµze dobiti i

drugi oblik, ako se umesto rada kao mera dejstva sile pri kretanju upotrebi
potencijalna energija. Tada se iz (1.40) i (1.51) dobija

d Ek ;

23Istorijski razvoj mehanike pokazuje da je ovo fundamentalna relacija koja moµze da
posluµzi kao polazna taµcka za formiranje jednog posebnog pravca dinamike. �ta vi�e,
ova µcinjenica, koja uspostavlja jednakost izme�u elementarnog prira�taja kinetiµcke
energije i elementarnog rada, koristi se kao polazna µcinjenica i u drugim oblastima
�zike i tehnike za uspostavljanje energijskih jednaµcina.
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odnosno
Ek E; (1.53)

gde je E konstanta koja se izraµcunava iz poµcetnih uslova kretanja. Ovo
je zakon o odrµzanju, ili konzervaciji, totalne mehaniµcke energije, odnosno
zbira kinetiµcke energije taµcke i potencijalne energije sila koje deluju na
taµcku:
Za vreme kretanja materijalne taµcke pod dejstvom potencijalnih sila

odrµzava se ili konzervira njena totalna, ili ukupna, mehaniµcka energija.
Kao i zakon o promeni kinetiµcke energije i ovaj zakon je prvi inte-

gral jednaµcine kretanja. Po�to ovaj zakon, zakon o konzervaciji totalne
mehaniµcke energije, vaµzi samo za potencijalne sile to se ranije dobijeni
uslov (1.13) potencijalnosti sile naziva i uslov konzervativnosti sile. �ta
vi�e, i sve sile se mogu podeliti na one koje imaju potencijalnu energiju,
koje se zovu konzervativne sile, i one za koje ne postoji potencijalna
energija, takozvane nekonzervativne sile. Ako se taµcka kréce pod de-
jstvom samo potencijalnih sila onda je upotreba ovog zakona potpuno
ekvivalentna sa kori�́cenjem zakona o promeni kinetiµcke energije. U tom
sluµcaju, u odre�enom problemu, moµze se koristiti samo jedan od ova dva
zakona.
Zakon o odrµzanju totalne mehaniµcke energije govori o neprekidnoj

promeni energije tokom kretanja, odnosno promeni kinetiµcke energije
taµcke u potencijalnu energiju sila koje deluju na taµcku, ili obrnuto. Po�to
je kinetiµcka energija taµcke uvek pozitivna veliµcina, u poloµzaju gde je ona
maksimalna potencijalna energija sila koje deluju na taµcku je minimalna,
i obrnuto24.

Primer 5 Kretanje taµcke po hrapavoj strmoj ravni (Slika 1.18). Telo
mase m i teµzine P kréce uz strmu hrapavu ravan nagiba � prema hori-
zontali poµcetnom brzinom v . Koe�cijent trenja klizanja izme�u povr�ine
i taµcke je �. Treba odrediti pre�eni put do zaustavljanja taµcke.
Na materijalnu taµcku deluju sledéce sile: sila teµzine P vertikalno na dole,
normalna reakcija podloge normalno na strmu ravan i sila trenja kli-

24Na primer, voda na vrhu vodopada ima potencijalnu energiju sile zemljine teµze,
koja se pri padu pretvara u kinetiµcku energiju. Kinetiµcka energija vode koja pada
moµze se u hidrocentrali pretvoriti u kinetiµcku energiju obrtanja turbine, inaµce se ona
u podnoµzju vodopada pretvara u toplotnu energiju.



DO N
OT COPY

Dinamika materijalne taµcke 47

zanja u ravni podloge usmerena na dole. Diferencijalna jednaµcina kre-
tanja taµcke u pravcu y ose glasi

my N � P �;

pa je N P �. Zato sila trenja klizanja ima vrednost

FT �N �P �:

Slika 1.18:

Po�to su sve sile u prob-
lemu konstantne mogúce je za
sve sile izraµcunati njihov rad.
Ako je s pre�eni put duµz
strme ravni, koji se meri od
poµcetka kretanja, onda zakon
o promeni kinetiµcke energija
glasi

mv � mv ��Ps �

�Ps �:

U taµcki zaustavljanja je v pa se dobija odgovarajúci pre�eni put

s
v

g � � �
;

jer je P mg, gde je g ubrzanje zemljine teze.

1.10.4 Dijagram potencijalne energije

Ako se kretanje taµcke posmatra u Dekartovom koordinatnom sistemu
Oxyz, onda je potencijalna energija sila koje deluju na taµcku funkcija
samo Dekartovih koordinata. Tada, zakon (1.53) o odrµzanju totalne
mehaniµcke energije glasi

mv
x; y; z E;

pa po�to je uvek mv = > , materijalna taµcka moµze da se kréce samo u
delu prostora koji je de�nisan nejednaµcinom

x; y; z 6 E:
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Granica ove oblasti je odre�ena povr�inom x; y; z E, na kojoj je
brzina materijalne taµcke jednaka nuli.

Slika 1.19:

Za kretanje taµcke
sa jednim stepenom
slobode kretanja je
x . Oblast mogúceg

kretanja je odre�ena
nejednaµcinom

x 6 E:

Na slici 1.19 je nacrtana zavisnost potencijalne energije od promenljive
x i povuµcena prava linija E const:, koja odgovara poznatoj totalnoj
mehaniµckoj energiji taµcke. Vidi se da je prethodna nejednaµcina zadovo-
ljena u oblastima x 2 x ;x i x > x , u kojima je mogúce kretanje taµcke.
Ove oblasti se nazivaju potencijalnim jamama dijagrama potencijalne
energije. Kretanje u oblasti x 2 x ;x naziva se konaµcno a u oblasti
x > x beskonaµcno. Iz ovog dijagrama vidi se da je kretanje taµcke mogúce
u vi�e oblasti. Oblast u kojoj će se taµcka kretati odre�ena je, prema
principu odre�enosti, poµcetnim uslovima kretanja.

Primer 6 Sa povr�ine Zemlje kréce poµcetnom brzinom v materijalna
taµcka mase m vertikalno navi�e. Odrediti potrebnu poµcetnu brzinu taµcke
v da ona napusti polje zemljine teµze krécúci se u sredini bez otpora.

Slika 1.20:

Po pretpostavci materijalna taµcka se kréce pravolini-
jski navi�e i njen poloµzaj je odre�en koordinatom r, koja
se meri (Slika 1.20) od sredi�ta Zemlje. Po�to se taµcka
moµze kretati i na velikim udaljenostima od Zemlje, de-
jstvo Zemljine privlaµcne gravitacione sile je dato sa F
kmM=r , gde je k univerzalna gravitaciona konstanta, m
masa taµcke i M masa Zemlje. Taµcka kréce sa povr�ine
Zemlje, gde je ova sila jednaka sili Zemljine teµze. Znaµci za
r R, gde je R polupreµcnik Zemlje, vaµzi da je F mg,
pa se dobija kM gR , i konaµcno

F
mgR

r
: (A)
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Dalje, ovaj problem se moµze re�iti na dva naµcina:
Prvi naµcin. Koristi se zakon o promeni kinetiµcke energije u proizvolj-

nom i poµcetnom poloµzaju taµcke

mvr � mv
ARr; (B)

gde je ARr rad sile F na pomeranju od povr�ine Zemlje do proizvoljnog
poloµzaja r i vr brzina u tom proizvoljnom poloµzaju. Po�to je elementarno
pomeranje dr u pozitivnom smeru r ose, elementarni rad sile F je

dA �Fdr �mgR
r

dr: (C )

Integracijom ovog izraza u granicama od R do r dobija se

ARr mgR

�
r
�
R

�
; (D)

pa se iz B nalazi brzina taµcke u funkciji rastojanja r taµcke od sredi�ta
Zemlje

vr v gR

�
r
�
R

�
:

Po�to je r > R, brzina taµcke se stalno smanjuje. Taµcka napu�ta polje
Zemljine teµze ako je vr > kada r ! 1. Ovo dovodi do potrebne
poµcetne brzine taµcke

v >
p

gR; (E)

�to za g � ; m=s i R � km ova brzina iznosi v >
: km=s . Najmanja vrednost ove brzine v � : km=s ,

pri kojoj taµcka napu�ta polje Zemljine teµze, naziva se druga kosmiµcka
brzina.
Drugi naµcin. Koristéci vezu (1.40), tj. µcinjenicu da je d �dA, i

C dobija se

d
mgR

r
dr;

a posle integracije i potencijalna energija gravitacione sile

�mgR
r

:
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Slika 1.21:

Na slici 1.21 dat je dijagram potencijalne
energije u zavisnosti od r. Sa E je obeleµzena
totalna poµcetna mehaniµcka energija E
Ek , koja zbog poµcetnih uslova iznosi

E
mv �mgR:

Taµcka kréce sa povr�ine Zemlje, pa je kretanje mogúce za r > R, tj. od
taµcke A na dijagramu. Ako je E < , tada je potencijalna energija manja
od E samo do taµcke B, pa je kretanje mogúce samo u potencijalnoj jami
r 2 R; r , gde je r najvéce udaljenje taµcke od sredi�ta Zemlje. Ako je
E > , kriva r je uvek ispod prave E > , jer je ona uvek ispod r
ose. Tada taµcka odlazi u beskonaµcnost. Iz uslova da je E > , dobija se
ista potrebna poµcetna brzina za napu�tanje polja Zemljine teµze E .

1.10.5 Stabilnost ravnoteµznog poloµzaja

Ako se prilikom proizvoljnog izvo�enja materijalne taµcke iz ravnoteµznog
poloµzaja, koji je odre�en statiµckim uslovima rav-noteµze, javljaju sile koje
taµcku vrácaju nazad ka ravnoteµznom poloµzaju, tada je to poloµzaj sta-
bilne ravnoteµze. Ako se javljaju sile koje taµcku udaljavaju od poloµzaja
ravnoteµze, onda je to poloµzaj nestabilne ravnoteµze. Ako se prilikom
proizvoljnog izvo�enja taµcke iz ravnoteµznog poloµzaja ne javljaju nikakve
sile, onda je to poloµzaj indiferentne ili labilne ravnoteµze.

Slika 1.22:

Posmatrajmo taµcku teµzine�!
G koja je u poloµzaju A (Slika
1.22) i u poloµzajima B i C
(Slika 1.23) u ravnoteµzi na
glatkoj povr�ini, jer je u sva
tri sluµcaja aktivna sila teµzine G
uravnoteµzena reakcijom glatke
veze

�!
F N . Neka se taµcka

malo pomeri, levo ili desno, iz
ravnoteµznog poloµzaja A (Slika 1.22). Taµcka vi�e nije u ravnoteµzi.
Analizom sila se vidi da se komponenta sile G � uravnoteµzava sa

silom FN , a sila G � je usmerena tako da vráca taµcku u prvobitno
ravnoteµzno stanje. Prema tome, poloµzaj ravnoteµze A je stabilan.
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Slika 1.23:

Ako se taµcka malo pomeri,
levo ili desno, iz ravnoteµznog
poloµzaja B (Slika 1.23a) na
nju deluju sile G �; G �
i normalna reakcija FN : Neu-
ravnoteµzena sila G � je us-
merena tako da udaljava taµcku
od ravnoteµznog poloµzaja. Rav-
noteµzni poloµzaj B tela je nesta-
bilan. Ako se taµcka malo
pomeri, levo ili desno, iz
ravnoteµznog poloµzaja C (Slika
1.23b) na nju i dalje deluju sile
G i normalna reakcija FN , koje
su u ravnoteµzi, pa je to poloµzaj
indiferentne ravnoteµze.

Posmatrajmo materijalnu taµcku na koju, pri izvo�enju iz ravnoteµznog
poloµzaja, deluje sila µcija je potencijalna energija funkcija samo jedne
promenljive, tj. x . Prema (1.11), na taµcku u proizvoljnom
poloµzaju deluje sila

Fx x �@
@x

: (1.54)

Slika 1.24:

Prema uslovima ravnoteµze, u poloµzaju
ravnoteµze ova sila je jednaka nuli. Znaµci, ako
je poloµzaj ravnoteµze odre�en sa x xr, gde
je r ; , tada je Fx xr , odnosno

Fx xr �
�
@

@x

�
xr

; (1.55)

pa potencijalna energija ima ekstremalne
vrednosti u tim taµckama. Neka se materijalna taµcka pomeri iz
ravnoteµznog poloµzaja za x, gde je j xj mala veliµcina. Tada na nju
deluje sila Fx xr x . Razvijanjem ove funkcije u red u okolini taµcke
x xr i zanemarivanjem malih veliµcina vi�eg reda dobija se

Fx xr x � Fx xr

�
@Fx
@x

�
xr

x O x
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odnosno, kori�́cenjem izraza (1.54) i (1.55) i zanemarivanjem malih µclano-
va vi�eg reda, odnosno O x t , dobija se

Fx xr x � �
�
@

@x

�
xr

x: (1.56)

Na dijagramu potencijalne energije (Slika 1.24) potencijalna energija ima
minimum i maksimum u taµckama xr i xr . Iz izraza (1.56) vidi se da za
@ =@x > u taµcki x xr , odnosno u taµcki minimuma potencijalne
energije, pri izvo�enju taµcke iz ravnoteµznog poloµzaja u desno x >
dolazi do pojave sile koja deluje u levo Fx xr x < , a pri izvo�enju
taµcke iz ravnoteµznog poloµzaja u levo x < javlja se sila u desno
Fx xr x > . Znaµci, pri izvo�enju taµcke iz ravnoteµznog poloµzaja
u kome je potencijalna energija u minimumu, uvek se javlja sila koja
taµcku vráca u ravnoteµzni poloµzaj, i zato je taj poloµzaj ravnoteµze poloµzaj
stabilne ravnoteµze. Sliµcnom analizom pri pomeranju taµcke iz ravnoteµznog
poloµzaja u kome je potencijalna energija u maksimumu x xr , sledi
da se tada uvek javlja sila koja taµcku udaljava od poloµzaja ravnoteµze.
Prema tome, to je poloµzaj nestabilne ravnoteµze. Analiza sluµcaja kada
je u poloµzaju ravnoteµze drugi izvod potencijalne energije jednak nuli,
tj. kada kriva x ima prevojnu taµcku u poloµzaju ravnoteµze, zahteva i
µclanove vi�eg reda u razvoju (1.56) pa se to ovde ne sprovodi.
Dobijeni rezultati iskazuju se u obliku Leµzen Dirihleove25 teoreme

koja vaµzi i za ravnoteµzu drugih konzervativnih sistema:
Poloµzaj ravnoteµze konzervativnog mehaniµckog sistema je stabilan ako

u njemu potencijalna energija sila koje deluju na sistem ima minimum,
a nestabilan ako ona ima maksimum.

Primer 7 Materijalna taµcka mase m nalazi se na kraju lakog �tapa OA
duµzine l, koji je u taµcki O vezan za cilindriµcan zglob. Taµcka A je vezana
oprugom krutosti c za laki klizaµc D, koji se kréce bez trenja po vertikalnoj
µzici EB. Za vreme kretanja, �tap i µzica se nalaze u vertikalnoj ravni a
opruga je uvek horizontalna. Kada je �tap vertikalan opruga je nenapreg-
nuta. Náci poloµzaje ravnoteµze taµcke i ispitati njihovu stabilnost.Poloµzaj
mase i �tapa je odre�en uglom � (Slika 1.25).

25L. Dirichlet, 1805� 1859.
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Slika 1.25:

Na materijalnu taµcku deluju tri sile.
To su sila zemljine teµze m�!g , sila u
opruzi intenziteta F c l , i sila u
lakom �tapu

�!
R , koja pada u pravac

�tapa. Po�to je elementarno pomer-
anje d�!r taµcke A uvek normalno na
pravac �tapa, odnosno na silu u �tapu,
ova sila

�!
R ne vr�i pri pomeranju

nikakav rad pa nema ni potencijalnu
energiju. Potencijalna energija opruge
je c= l , a po�to je defor-
macija opruge l l �, to je

c= l �. Potencijalna energija sile zemljine teµzem�!g jednaka je neg-
ativnom radu na pomeranju taµcke iz poµcetnog poloµzaja A u proizvoljan
poloµzaj A, pri µcemu je vertikalno pomeranje naniµze za l� l �. Zato je
potencijalna energija sile zemljine teµze mg �mgl � � . Ukupna
potencijalna energija svih sila koje deluju na taµcku A je mg,
odnosno

cl
��mgl � � : (A)

Prvi i drugi izvodi funkcije � po nezavisno promenljivoj � iznose

d

d�
l lc ��mg �; (B)

d

d�
cl �� � �mgl �: (C)

Ravnoteµza postoji za one vrednosti ugla � za koje postoje ekstremne
vrednosti funkcije � , odnosno kada je prvi izvod B jednak nuli

l lc ��mg � : (D)

Jednaµcina D daje tri poloµzaja ravnoteµze:
� U ovom poloµzaju ravnoteµze je�

d

d�

�
cl �mgl;

pa je potencijalna energija u minimumu, a poloµzaj ravnoteµze stabilan, ako
je c > mg=l. Za c < mg=l ovaj poloµzaj je poloµzaj nestabilne ravnoteµze.
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� � Sada je �
d

d�

�
cl mgl;

pa je u tom poloµzaju ravnoteµze potencijalna energija uvek u minimumu,
a poloµzaj ravnoteµze uvek stabilan.

� mg=cl; Ovaj poloµzaj ravnoteµze je mogúc i razliµcit od prvog
poloµzaja ravnoteµze � ako je c > mg=l. U trécem poloµzaju ravnoteµze
je �

d

d�

�
� l
c

�
c �

�mg
l

� �
:

Po�to ovaj poloµzaj ravnoteµze postoji ako je c > mg=l sledi da je u tom
poloµzaju d =d� < i u njemu potencijalna energija ima maksimum.
Znaµci, kada postoji, taj poloµzaj ravnoteµze je poloµzaj nestabilne ravnoteµze.

1.11 Primeri kretanja materijalne taµcke

1.11.1 Kretanje taµcke u polju centralne sile. Kre-
tanje planeta

Sila koja deluje na materijalnu taµckuM naziva se centralna sila ako njena
napadna linija stalno tokom kretanja prolazi kroz neku taµcku O (Slika
1.26). Ta taµcka, koja moµze biti pokretna ili nepokretna, zove se centar
sile. Vektor poloµzaja taµcke M meri se od centra O.

Slika 1.26:

Centralna sila moµze biti privlaµcna, ako
je usmerena ka centru, ili odbojna ako
je usmerena od centra. Deo prostora u
kome deluje centralna sila je polje centralne
sile. Primeri takvih sila su univerzalna
gravitaciona sila i Kulonova elektriµcna sila
izme�u naelektrisanih µcestica. Na slici 1.26
je s krivolinijska koordinata merena duµz
putanje taµcke i

�!
T jediniµcni vektor tangen-

cijalnog pravca.
Posmatrajmo kretanje materijalne taµcke u polju centralne sile

�!
F , pri

µcemu je centar O nepokretna taµcka. Za prouµcavanje osnovnih svojstava
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kretanja taµcke pod dejstvom centralne sile koristi se zakon o promeni
momenta koliµcine kretanja taµcke u odnosu na centar O, koji glasi

�!
L O

�!
M F

O :

Po�to napadna linija sile prolazi kroz taµcku O moment centralne sile

za tu taµcku jednak je nuli, pa sledi da je
�!
L O

�!
, odnosno da je

vektor momenta koliµcine kretanja
�!
L O konstantan tokom kretanja, tj.�!

L O const: Znaµci da vektor momenta koliµcine kretanja ima konstantan
intenzitet, pravac i smer. Kako samo brzina u cirkularnom pravcu ima
moment koliµcine kretanja za

�!
L O

�!r �m�!v �!r �m�!v ; (1.57)

gde su �!r i �!v poµcetni vektori poloµzaja i brzine taµcke M: Brzina taµcke
ima dve komponente radijalnu i cirkularnu. Koliµcina kretanja u cirku-
larnom pravcu ima moment koliµcine kretanja za taµcku O

�!
L O

�!r �m�!v c ;

dok koliµcina kretanja u radijalnom pravcu nema moment za taµcku O:

Zbog konstantnosti vektora
�!
L O kretanje taµcke pod dejstvom centralne

sile ima sledéce tri osobine:

1. Skalarni proizvod
�!
L O��!r jednak je nuli, pa je vektor poloµzaja taµcke

�!r tokom kretanja u ravni µcija je normala vektor
�!
L O. To znaµci da

se materijalna taµcka pod dejstvom centralne sile kréce u jednoj
ravni, koju odre�uju poµcetni vektori poloµzaja i brzine taµcke. Ovo
svojstvo kretanja je posledica konstantnosti pravca vektora

�!
L O.

2. Smer vektora
�!
L O tako�e je konstantan, pa smer kretanja taµcke

na trajektoriji, koji je odre�en smerom vektora brzine taµcke �!v , je
uvek isti. Taµcka se pod dejstvom centralne sile kréce uvek u istom
smeru na trajektoriji, koji je odre�en smerom poµcetne brzine.

3. Intenzitet vektora momenta koliµcine kretanja iznosi

LO rmv � const:;
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gde je � ugao izme�u vektora �!r i vektora brzine �!v . Sa slike 1.26
je r � h, gde je h normala na brzinu taµcke povuµcena iz centra
O, pa sledi LO mvh, odnosno po�to je u poµcetnom trenutku
vremena LO mvc r

mvc r mvh: (1.58)

Uoµci se na trajektoriji taµckaM , koja je na luµcnom rastojanju ds od
taµcke M i u koju se pokretna taµcka pomeri za vreme dt. Povr�ina
OMM moµze se aproksimirati povr�inom trougla osnove ds i vi-
sine h. Veliµcina povr�ine ovog trougla je dS h= ds, a brzina
njene promene dS=dt sh= ; odnosno po�to je s v brzina taµcke,
dS=dt vh= . Kombinovanjem ovog rezultata sa izrazom (1.58)
dobija se

dS

dt

vc r
: (1.59)

Veliµcina dS=dt, koja odre�uje brzinu promene povr�ine koju za
vreme kretanja prebri�e vektor poloµzaja taµcke M , naziva se sek-
torska brzina taµckeM . Prethodna relacija pokazuje da je sektorska
brzina taµcke, pri njenom kretanju u polju centralne sile, konstantna.
Integracijom jednaµcine (1.59) u granicama od S do S, odnosno od
t do t, dobija se

S � S
vc r

t� t : (1.60)

Odavde sledi µcinjenica, vektor poloµzaja taµcke u istim vremenskim
intervalima prebri�e iste povr�ine, a to je jedan od Keplerovih26

zakona, tzv. Zakon povr�ina.

Bineova jednaµcina

Po�to je kretanje taµckeM u polju centralne sile u ravni, iskustvo pokazuje
da je nalaµzenje trajektorije taµcke najjednostavnije u polarnom koordi-
natnom sistemu. Koordinatni poµcetak bira se u centru O. Odgovarajúce
diferencijalne jednaµcine kretanja su

m r � r' F; m r' r' ; (1.61)

26J. Kepler, 1571� 1630:
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gde je u prvoj jednaµcini F pozitivno ako je centralna sila F odbojna, a
ako je sila F privlaµcna onda je F negativno. Mnoµzenjem druge jednaµcine
sa r dobija se

d

dt
r ' ;

odnosno posle integracije
r ' C; (1.62)

gde je C integraciona konstanta. Moµze se pokazati da je ova konstanta
povezana sa sektorskom brzinom taµcke (1.59) relacijom C dS=dt. Jed-
naµcina trajektorije taµcke r ' moµze se dobiti integracijom prve jednaµcine
(1.61) i jednaµcine (1.62) i eliminacijom vremena iz tako dobijenih zakona
kretanja. Eliminacija vremena moµze se obaviti i pre integracije ovih jed-
naµcina. U tu svrhu, smatra se da r zavisi od vremena posredno preko ',
tj. da je r ' i ' t . Posrednim diferenciranjem po vremenu dobija se

r
dr

d'

d'

dt

C

r

dr

d'
�C d

d'

�
r

�
;

r �C
r

d

d'

�
r

�
;

gde je izvod ' eliminisan pomoću (1.62). Uno�enjem ovog izraza u prvu
jednaµcinu (1.61) i ponovnim kori�́cenjem (1.62) dolazi se do diferencijalne
jednaµcine trajektorije taµcke u polju centralne sile

�mC
r

�
d

d'

�
r

� �
r

��
F; (1.63)

koja se naziva Bineova27 jednaµcina. Ova jednaµcina moµze se integraliti ako
je centralna sila funkcija samo od polarnih koordinata r i ', tj. ako je
F F r; ' . Op�te re�enje ove jednaµcine glasi r f '; C ;C , gde su
C i C integracione konstante. Zavisnost poloµzaja taµcke na trajektoriji
od vremena dobija se uno�enjem ovog re�enja u (1.62) i integracijom
rezultata te zamene u granicama od ' do ', odnosno od t do t, gde
ugao ' odgovara poµcetku kretanja t . Tako se dobija

t t
C

'Z
'

f ' d':

27J.P.M. Binet, 1786� 1856:
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Za vreme kretanja materijalne taµcke u polju centralne sile
�!
F F�!r ;

koja pada u radijalan pravac, i gde je elementarno pomeranje d�!r dr�!r
rd'�!c a jediniµcni vektori �!r i �!c su me�usobno normalni, elementarni
rad te sile iznosi

dA
�!
F � d�!r F�!r � dr�!r rd'�!c Fdr; (1.64)

Ako je mogúce izraµcunati konaµcan rad, odnosno náci potencijalnu
energiju centralne sile, onda vaµzi i zakon o odrµzanju totalne mehaniµcke
energije za ovo kretanje taµcke.

Kretanje taµcke u polju univerzalne gravitacione sile

Slika 1.27:

Neka materijalna taµcka M mase m kréce sa
povr�ine Zemlje poµcetnom brzinom �!v , koja
je pod uglom � prema radijalnom pravcu
(Slika 1.27). Centar polarnog koordinatnog
sistema bira se u centru Zemlje, gde je i cen-
tar sile

�!
F univerzalne gravitacije. Neka je u

poµcetnom trenutku vremena taµcka u poloµzaju
M . Zato su poµcetni uslovi kretanja

r R; vr v �;
' ' ; vc v �;

(A)

gde je R polupreµcnik Zemlje. Na materijalnu
taµcku M , koja se nalazi u proizvoljnom poloµzaju na trajektoriji, deluje
centralna privlaµcna sila intenziteta F kmMz=r , gde je Mz masa
Zemlje i k univerzalna gravitaciona konstanta. Zbog polaska taµcke sa
povr�ine Zemlje vaµzi da je za r R ta sila jednaka sili zemljine teµze
taµcke, odnosno F mg. To dovodi do

F
mgR

r
: (B)

Konstanta (1.62) se izraµcunava iz poµcetnih uslova A

C r r' rvc r vc Rvc : (C )
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Ako se B i C zameni u Bineovu jednaµcinu (1.63), i po�to je sila F
privlaµcna, dobija se sledéca diferencijalna jednaµcina

d

d'

�
r

� �
r

�

; (D)

gde je



g

vc
const: (E)

Op�te re�enje ove linearne nehomogene diferencijalne jednaµcine drugog
reda glasi

r

 C '� ' ;

gde su C i ' integracione konstante. Iz poµcetnih uslova A , i kori�́ce-
njem E , dobija se

C
R
� 
;

v �

r
:

Odavde sledi da mora da bude � �= , odnosno da materijalna taµcka
poµcinje kretanje pod pravim uglom prema radijalnom pravcu. Jednaµcina
trajektorije taµcke glasi

r
p

e '� '
; (F )

gde je

e
v �

Rg
� ; p

v �

g
; (G)

Odnosno zbog � �=

e
v

Rg
� ; p

v

g
; vr ; vc v :

Jednaµcina trajektorije materijalne taµcke F , u polarnim koordinatama,
predstavlja jednaµcinu konusnog preseka, gde je e ekscentricitet a p fokalni
parametar konusnog preseka. Za vrednosti R km i g :
m=s , u zavisnosti od vrednosti ekscentriciteta e, odnosno u zavisnosti
od poµcetne brzine v taµcke, ova kriva je:
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1. Za e , odnosno za vc v � : m=s , krug,

2. Za e < , odnosno za vc v < : m=s , elipsa,

3. Za e , odnosno za vc v � : m=s , parabola,

4. Za e > , odnosno za vc v > : m=s , hiperbola.

Poµcetna brzina taµcke v � : m=s , pri kojoj se ona kréce
oko Zemlje po krugu, naziva se prva kosmiµcka brzina. Poµcetna cirkularna
brzina taµcke v � : m=s , pri kojoj ona napu�ta polje zemljine
gravitacione sile naziva se, kao �to je véc ranije reµceno, druga kosmiµcka
brzina. Kada taµcka napusti polje zemljine gravitacione sile ona postaje
Sunµcev satelit. Ako je poµcetna cirkularna brzina taµcke v �
m=s , koja se naziva tréca kosmiµcka brzina, taµcka napu�ta i gravitaciono
polje Sunca. Naravno, svi ovi rezultati vaµze pri zanemarivanju otpora
vazduha za vreme kretanja materijalne taµcke kroz prostor oko Zemlje.

Slika 1.28:

µCetvrta kosmiµcka brzina je
minimalna brzina koju je
potrebno dati materijalnoj
taµcki da bi napustila galak-
siju Mleµcni Put. µCetvrta kos-
miµcka brzina nije jednaka za
sve taµcke u galaksiji i za-
visi od daljine do centra mase
galaksije. µCetvrta kosmiµcka
brzina je oko km=s . Ali

po�to se sunce kréce oko centra galaksije brzinom od km=s dovoljno
je da se telo izbaci u pravcu kretanja sunca sa brzinom od km=s .
Pri kretanju taµcke oko Zemlje po elipsi, teme elipse P najbliµze centru

privlaµcenja naziva se perihel a ono najdalje A aphel. Poluose te elipse
(Slika 1.28 za ' ) a i b i udaljenje c Zemlje od centra elipse iznose

a
R

� e
; b R

r
e

� e
c R

e

� e
:

Pri kretanju taµcke oko Zemlje po elipsi ona za vreme T jednom obi�e
oko nje i pri tom njen vektor poloµzaja prebri�e celu povr�inu elipse, koja
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je S �ab. Koristéci (1.60) i G ; za S ; t i r R, dobija se
vreme T obilaska taµcke oko Zemlje, odnosno period ovog kretanja

T �

s
R

g
� e = :

1.11.2 Pojam o vezama. Klasi�kacija veza

Ako kretanje taµcke nije niµcim ograniµceno taµcka se kréce slobodno. Me�u-
tim, kretanje taµcke je ograniµceno dejstvom drugih materijalnih tela, koja
se nazivaju vezama. Tada kretanje taµcke nazivamo vezanim ili neslobod-
nim. Zbog direktnog kontakta taµcke sa vezom javlja se sila uzajamnog
dejstva. Sila kojom veza deluje na taµcku zove se reakcija veze. Sila sa
kojom materijalna taµcka deluje na vezu zove se pritisak na vezu. Reak-
cija veze, ili pritisak na vezu, je sila koja je unapred nepoznata tokom
kretanja i moraju se vr�iti razne hipoteze u vezi sa njenom strukturom.
Ako ovu silu oznaµcimo sa

�!
R , tada je diferencijalna jednaµcina kretanja

materijalne taµcke

m�!r �!
F

�!
R; (1.65)

gde je
�!
F rezultanta svih aktivnih sila koje deluju na taµcku.

Veze koje ograniµcavaju slobodu kretanja taµcke mogu biti povr�ine i
krive linije koje se mogu izraziti matematiµcki. Tako na primer ako je
taµcka prinu�ena da se kréce po povr�ini pokretnoj u prostoru, jednaµcina
ove povr�ine glasi

f x; y; z; t : (1.66)

Ovakva jednaµcina veze koja zavisi od vremena naziva se nestacionarna
ili reonomna za razliku od veze oblika

f x; y; z (1.67)

koja predstavlja nepokretnu povr�inu u prostoru i koja se naziva sta-
cionarna ili skleronomna veza.
Neka je materijalna taµcka primorana da se kréce po krivoj liniji koja

je de�nisana kao presek dve povr�ine oblika

f x; y; z; t ; f x; y; z; t : (1.68)
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Oµcigledno, ove jednaµcine su jednaµcine reonomnih veza. Ako je kriva linija
nepokretna u prostoru veze su oblika

f x; y; z ; f x; y; z ; (1.69)

odnosno te veze su stacionarne ili skleronomne. Kao �to se videlo do
sada kretanje slobodne materijalne taµcke opisuje se preko tri nezavisne
koordinate x; y i z u funkciji vremena. Oµcigledno je da je ako je taµcka
primorana da se kréce po vezi stepen njene pokretljivosti smanjen. U vezi
sa pokretljivo�́cu taµcke uvodi se pojam broja stepeni slobode kretanja
kao razlika broja koordinata taµcke i broja jednaµcina veza koje deluju na
taµcku.
Tako taµcka koja se kréce po povr�ini ima

� � ;

odnosno dva stepena slobode kretanja. Ovo zbog toga �to pri kretanju
taµcke po povr�ini nisu sve tri koordinate x; y i z nezavisne véc izme�u
njih postoji jedna veza (1.66) ili (1.67). To znaµci da se iz relacije (1.66)
ili (1.67) moµze ma koja Dekartova koordinata izraziti preko preostale dve
nezavisne Dekartove koordinate. Vidi se da broj stepeni slobode kre-
tanja odgovara broju nezavisnih koordinata upotrebljenih za odre�ivanje
poloµzaja taµcke u prostoru tokom kretanja.
Taµcka koja se kréce po krivoj liniji ima

� �

odnosno jedan stepen slobode kretanja.

Slika 1.29:

Ako je reakcija veze u
pravcu normale na vezu
kaµze se da je veza idealna.
Ako je povr�ina ili kriva
linija po kojoj se taµcka
kréce hrapava, pa reakcija
veze ne pada u pravac nor-
male na povr�inu ili liniju
veza je neidealna.
Navodi se nekoliko pri-

mera veza.
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Ako je materijalna taµcka vezana za jedan kraj lakog �tapa koji je
drugim krajem vezan za sferni nepokretan zglob O onda �tap predstavlja
stacionarnu vezu za �tap (Slika 1.29a). Ako je �tap duµzine l jednaµcina
veze glasi

f x; y; z x y z � l :

Ako je materijalna taµcka vezana za uµze µcija se duµzina menja tokom vre-
mena (Slika 1.29b)Kao primer nestacionarne veze moµze se posmatrati
klatno pro-menljive duµzine. Ovo klatno je izvedeno tako �to se te�ka ma-
terijalna taµcka veµze za nerastegljivi konac koji se uvlaµci kroz nepokretan
otvor A. Pri tome je duµzina klatna promenljiva tokom vremena l l t .
Sada je jednaµcina veze (Slika 1.29b) nestacionarna

f x; y; z; t x y z � l t :

1.11.3 Kretanje materijalne taµcke po glatkoj
nepokretnoj povr�ini. Prvi integrali

Slika 1.30:

Neka se materijalna taµcka mase m kréce
po glatkoj nepokretnoj povr�ini (Slika 1.30).
µcija je jednaµcina. Pri ovom kretanju vaµzi za-
kon (1.51) o elementarnoj promeni kinetiµcke
energije, odnosno dEk dA. Ako je veza
idealna reakcija veze pada u pravac normale
na povr�inu pa je elementarni rad te sile jed-
nak nuli. Ako je sila potencijalna elemen-
tarni rad je dA �d , gde je potenci-
jalna energija sile

�!
F pa se iz (1.40) i (1.51)

dobija

dEk �d ;

odnosno
d Ek :

Pa je
Ek E const: (1.70)

Ovde je E zbir kinetiµcke energije Ek materijalne taµcke i potencijalne
energije sila koje deluju na materijalnu taµcku. Vrednost konstanteE se
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izraµcunava iz poµcetnih uslova kretanja. Znaµci, ako je sila
�!
F potencijalna

i povr�ina po kojoj se taµcka kréce glatka onda vaµzi zakon o odrµzanju
totalne mehaniµcke energije materijalne taµcke.

1.11.4 Kretanje materijalne taµcke po obrtnoj
povr�ini

Pretpostavimo da je povr�ina (Slika 1.31) po kojoj se materijalna taµcka
kréce obrtna povr�ina oko ose z. Neka na taµcku deluje aktivna sila

�!
F i

reakcija idealno glatke povr�ine
�!
N : Ovde se primenjuje zakon o promeni

momenta koliµcine kretanja za taµcku O. Prema (1.50) taj zakon glasi

�!
L O

�!
M F

O

�!
MN

O ; (1.71)

Slika 1.31:

odnosno izvod po vremenu momenta koliµcine kre-
tanja materijalne taµcke za nepomiµcnu taµcku O jed-
nak je momentu svih sila za istu momentnu taµcku.
Ovde su

�!
M F

O
�!r ��!F ; �!

MN
O

�!r ��!N ;
�!
M F

O momenti svih aktivnih sila
�!
F i

�!
MN

O moment
reakcije veze

�!
N za taµcku O:

Skalarnim mnoµzenjem ove jednaµcine jediniµcnim
vektorom

�!
k dobija se njena projekcija na osu z pa

je

�!
L O �

�!
k

�!
M F

O �
�!
k

�!
MN

O �
�!
k ;

odnosno
Lz M F

z MN
z :

Ako se taµcka kréce pod dejstvom sile zemljine teµze onda je
�!
F �mg�!k ,

odnosno ta sila je paralelna sa osom z. Reakcija
�!
N seµce osu z. Znaµci ove

dve sile nemaju momente za osu z, odnosno M F
z i MN

z , pa sledi
da je

Lz Lz const:; (1.72)
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Znaµci ako se te�ka taµcka kréce po obrtnoj glatkoj povr�ini kojoj je
vertikalna osa z osa simetrije onda je moment koliµcine kretanja materi-
jalne taµcke za osu z konstantan. Jednaµcina (1.72) je tako�e prvi integral
jednaµcine (1.65).

Primer 8 Po glatkoj unutra�njoj povr�ini omotaµca vertikalnog kruµznog
cilindra polupreµcnika R, kréce se pod dejstvom sile zemljine teµze mater-
ijalna taµcka mase m. Intenzitet poµcetne brzine zaklapa sa horizontom
ugao �. Odrediti kretanje taµcke i reakciju veze.

Slika 1.32:

Zadatak se re�ava u dve etape. Prvo se
nalazi kretanje taµcke po povr�ini, a zatim
odre�uje reakcija veze. Po�to je povr�ina
glatka i obrtna oko ose z i po�to je sila
koja izaziva kretanje sila zemljine teµze, za
vreme kretanja vaµze prvi integrali (1.70) i
(1.72). Po�to kretanje taµcke po povr�ini
ima dva stepena slobode kretanja ova dva
prva integrala su dovoljna za re�avanje za-
datka i nije potrebno u ovom delu zadatka
koristiti diferencijalne jednaµcine kretanja
taµcke.
Po�to se taµcka kréce po cilindriµcnoj

povr�ini, za nalaµzenje kretanja, zgodno je
koristiti cilindriµcne koordinate � i z. Ako
je poloµzaj taµcke odre�en Dekartovim koor-
dinatama x; y i z:Veza Dekartovih i cilin-

driµcnih koordinata je data sa (vidi sliku 1.32)

x R �; y R �; (1.73)

Diferenciranjem po vremenu ovih izraza dobija se

x �R� �; y R� �; (1.74)

pa je kvadrat brzine materijalne taµcke u cilindriµcnim koordinatama

v x y z R � z :
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i kinetiµcka energija

Ek
m
�
R � z

�
:

Potencijalna energija sile zemljine teµze je

�mgz;

pa je totalna mehaniµcka energija

E
m
�
R � z

�
�mgz:

Totalna mehaniµcka energija se ne menja tokom kretanja taµcke. Njena
vrednost u poµcetnom trenutku kretanja za z iznosi

E
mv

;

pa je prvi integral kretanja taµcke

m
�
R � z

�
�mgz

mv
: (1.75)

Drugi prvi integral ovog kretanja taµcke je moment koliµcine kretanja taµcke
za z osu. Po de�niciji je

�!
L �!r �m�!v

������
�!
i

�!
j

�!
k

x y z
mx my mz

������ :
Projekcija momenta koliµcine kretanja na osu z je moment koliµcine kre-
tanja za tu osu, pa je vrednost za Lz jednaka subdeterminanti uz ort�!
k

Lz mxy �myx:

Zamenom (1.73) i (1.74) u ovaj izraz dobija se prvi integral u obliku

Lz mR � const:

Po�to je ovaj izraz konstantan to je njegova vrednost u poµcetku kretanja

Lz mR � mR R� mRvc mRv �;
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gde je vc cirkularna brzina taµcke u poµcetnom trenutku kretanja. Odavde
se dobija

�
v

R
�; (1.76)

odnosno posle integracije

�
v

R
t � C;

gde je C konstanta integracije. Kako je u poµcetnom trenutku t i
� sledi da je C pa se dobija

�
v

R
t �: (1.77)

Zamenom (1.76) u (1.75) dobija se

v � z � gz v ;

z
q
v � gz;

odnosno posle razdvajanja promenljivih

dzp
v � gz

dt:

Integracija ovog izraza dovodi doq
v � gz gt C :

Po�to je za t i z sledi da je

C v �

pa je konaµcno

z
gt

tv �: (1.78)

Zamenom (1.77) u (1.73) dobijaju se jednaµcine kretanja materijalne taµcke
po cilindru

x R
v

R
t � ;

y R
v

R
t � ; (1.79)

z
gt

tv �:
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Konaµcne jednaµcine kretanja (1.79) su parametarske jednaµcine zavo-
jnice koja je prikazana na slici 1.32. Ovim je prvi deo zadatka re�en.
Drugi deo zadatka, odnosno pronalaµzenje reakcije veze, vr�i se po-

moću osnovne diferencijalne jednaµcine kretanja

m�!r �!
F

�!
N :

Odavde je
�!
N m�!r ��!F : (1.80)

Po�to je �!r x
�!
i y

�!
j z

�!
k , gde su

�!
i ;
�!
j i

�!
k konstantni jediniµcni

vektori koordinatnog sistema Oxyz; dobija se

x �
�
v

R
�

�
v

R
t � ;

y �
�
v

R
�

�
v

R
t � ;

z g:

Sada je

�!r �
�
v

R
�

�h�!
i

v

R
t �

�!
j

v

R
t �

i
� g

�!
k ;

a iz (1.80) i
�!
F mg

�!
k sledi

�!
N �

�
mv

R
�

�h�!
i

v

R
t �

�!
j

v

R
t �

i
:

Intenzitet ove reakcije veze iznosi

N
q
Nx Ny

mv

R
�:

Primer 9 Materijalnoj taµcki mase m data je poµcetna brzina v koja ima
pravac horizontalne tangente u taµcki A, glatke polusferiµcne µca�e. U poµcet-
nom trenutku rastojanje taµcke od vertikalne ose simetrije je r . Tokom
kretanja taµcka pro�e kroz taµcku B koja se nalazi na rastojanju h ispod
taµcke A, mereno po vertikali, a odgovarajúce rastojanje od ose simetrije
je r. U tom poloµzaju vektor brzine taµcke gradi ugao � sa horizontalnom
ravni (vidi sliku 1.33). Odrediti ugao �:
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Slika 1.33:

Sile koje deluju na taµcku su sila zemljine
teµze i normalna reakcija polusferiµcne µca�e.
Po�to ni jedna od ovih sila nema moment u
odnosu na osu O � O, moment koliµcine kre-
tanja za ovu osu je konstantan. To znaµci da
je

mv r mvr �: (1.81)

Po�to je i totalna mehaniµcka energija kon-
stantna dobija se i

mv �mgh
mv

:

Odavde je

v
q
v gh: (1.82)

Zamenom (1.82) u (1.81) i vodéci raµcuna da je r r � h dobija se

v r
q
v gh

q
r � h �:

Konaµcno je

� q
gh
v

r
�
�
h
r

� :

1.11.5 Kretanje taµcke po krivoj liniji

Posmatra se kretanje materijalne taµcka u jednoj ravni po nepokretnoj
krivoj liniji. Primer takvog kretanja je kretanje taµcke u krivolinijskoj
cevi, koja se nalazi recimo u ravni Oxy (Slika 1.34).

Slika 1.34:

Za prouµcavanje ovog kretanja na-
jpodesnije su jednaµcine kretanja projek-
tovane na ose prirodnog koordinatnog
sistema jediniµcnog vektora tangente

�!
T i

glavne normale
�!
N . Neka na materijalnu

taµckuM deluje zadata sila
�!
F koja leµzi u

ravni Oxy.
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Saglasno principu osloba�anja od veza zameni se dejstvo veze njenom
reakcijom

�!
R pa se primenom jednaµcina (1.19) dobija

ms FT RT ;

ms

�
FN RN ; (1.83)

gde su FT ; FN ; RT i RN projekcije aktivnih sila i sila reakcije veze na
pravac tangente i glavne normale trajektorije pokretne taµcke. Kao �to
je ranije nagla�eno reakcija veze

�!
R u op�tem sluµcaju je nepoznata te

se moraju vr�iti izvesne dopunske pretpostavke o njenom karakteru. U
sluµcaju kada je linija glatka, odnosno kada nema nikakvih sila trenja
izme�u pokretne taµcke i linije, ukupna reakcija veza pada u pravac glavne
normale krive linije, pa je tada RT . gde je RN ukupna reakcija veze
(RT ).
Po�to taµcka koja se kréce po krivoj liniji u jednoj ravni ima jedan

stepen slobode kretanja za odre�ivanje njenog kretanja dovoljan je samo
jedan parametar u funkciji vremena, na primer luk s. Drugim reµcima kre-
tanje taµcke po ravanskoj krivoj liniji potpuno je odre�eno ako je poznat
zakon s t .
Jasno je da je za odre�ivanje kretanja dovoljna prva jednaµcina (1.83),

gde je RT , a da druga jednaµcina, posle integracije prve, sluµzi za
odre�ivanje reakcije veze RN .
Ako je veza idealna i ako je sila F potencijalna za ovaj problem kre-

tanja vaµzi integral energije (1.70). Znaµci, ako je veza idealna i ako su
aktivne sile potencijalne ne mora se koristiti prva jednaµcina (1.83) véc
njen prvi integral (1.70).

Primer 10 Kretanje matematiµckog klatna kroz sredinu sa otporom

Kao primer kretanja materijalne taµcke po neidealnoj vezi, prouµcavaju
se male oscilacije matematiµckog klatna kroz sredinu sa otporom. Primer
ovakvog kretanja je kretanje te�ke materijalne taµcke kroz viskoznu teµcnost
u kruµznoj cevi (slika 1.35). Pod matematiµckim klatnom podrazumeva se
teret malih dimenzija obe�en o nerastegljiv konac ili lak �tap duµzine l
vezan za nepokretan oslonac O i koji vr�i oscilovanje u vertikalnoj ravni.
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Slika 1.35:

Neka se usvoji da je tangencijalna kom-
ponenta reakcije veze linearna funkcija
brzine, odnosno

RT kv kl'; (1.84)

gde je koe�cijent viskoznog trenja k pozi-
tivna konstanta. Sada je diferencijalna jed-
naµcina kretanja, prema (1.70)

ms �mg '� kl'

po�to je s l'. Uvo�enjem oznaka

g

l
! ;

k

m
�;

dobija se
' �' ! ' :

Ako se zadrµzi na malim oscilacijama, kada je ' � '; konaµcno se dolazi
do jednaµcine

' �' ! ' : (1.85)

Za integraciju ove jednaµcine uvodi se smena

' t z t e �t; (1.86)

gde je z t nova nepoznata funkcija vremena. Ako se prvi i drugi izvod
ovog izraza zamene u jednaµcinu (1.85) i tako dobijena jednaµcina podeli
sa e �t dobija se

z ! � � z : (1.87)

U daljem razmatranju razlikuju se dva sluµcaja:

1. ! � � > slabo prigu�ivanje,

2. ! � � < jako prigu�ivanje.

Sluµcaj kada je ! � � je te�ko ostvarljiv pa se ne razmatra.
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1. Neka je ! � � p > tada jednaµcina (1.87) postaje

z p z : (1.88)

Op�te re�enje ove jednaµcine glasi

z C pt C pt;

pa se zamenom ovog izraza u (1.86) dobija

' e �t C pt C pt ; (1.89)

gde su C i C integracione konstante. Ovo kretanje se odvija
izme�u graniµcnih krivih e �t i �e �t. Iz ovog izraza se vidi da se
zbog µclana e �t ovo kretanje vrlo brzo gubi i da su amplitude ovog
oscilovanja tokom vremena sve manje i manje. Kretanje (1.89) nije
periodiµcno ali se ipak maksimalna rastojanja matematiµckog klatna
od vertikalnog poloµzaja doga�aju posle svakog protoka vremena
T �=p. Ovakvo kretanje se naziva kvaziperiodiµcno a vreme
T �=p je kvaziperiod ovog kretanja.

2. Neka je ! � � �q < ; tada je

z � q z :

Op�te re�enje ove jednaµcine je

z D eqt D e qt;

i kretanje oblika

' e �t D eqt D e qt ;

gde su D i D integracione konstante. Po�to je �� q < i ���
q < ovo kretanje brzo i�µcezava a kretanje nema nikakve periodiµcne
osobine. Kretanje se asimptotski pribliµzava ravnoteµznom poloµzaju
bez presecanja vremenske ose.
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Primer 11 Matematiµcko klatno bez otporne sile

Slika 1.36:

Razmatra se posebno oscilovanje matem-
atiµckog klatna bez sile otpora. Kada se taµcka
izvede iz ravnoteµznog poloµzaja i kada joj se
saop�ti poµcetna brzina u vertikalnoj ravni ona
poµcinje da se kréce u toj ravni po delu kruga
polupreµcnika l. Po�to je sa slike 1.36 s l'
i za male vrednosti ugla '; odnosno kada je
j'j � , vaµzi aproksimacija sin' � ', pa ta
jednaµcina (1.88) glasi

' ! ' ;

gde je
!

g

l
: (1.90)

Iz teorije diferencijalnih jednaµcina poznato je da je op�te re�enje ove
diferencijalne jednaµcine drugog reda

' C !t C !t;

gde su C i C integracione konstante. Neka je klatno u poµcetnom
trenutku vremena t bilo zaokrenuto za ugao ' ' i pu�teno da
se kréce bez poµcetne brzine, odnosno za t je ' pa integracione
konstante imaju vrednosti

C ' ; C ;

a kretanje klatna je odre�eno izrazom

' ' !t: (1.91)

Veliµcina ! naziva se kruµzna frekvencija oscilovanja. Ugao ' je amplituda
oscilovanja a veliµcina

T
�

!
�

s
l

g
; (1.92)

je period oscilovanja matematiµckog klatna. I matematiµcko klatno vr�i
slobodne harmonijske oscilacije.
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1.11.6 Cikloidno klatno

Prouµcava se kretanje te�ke materijalne taµcke po glatkoj cikloidi u ver-
tikalnoj ravni Oxy µcije su parametarske jednaµcine oblika

x R ' ' ;

y R � ' : (1.93)

Cikloida je trajektorija taµcke na obodu toµcka polupreµcnika R koji se
kotrlja bez klizanja po horizontalnoj ravni koja je na slici 1.37 izvuµcena
isprekidano. Parametar ' je ugao obrtanja ovog toµcka. Iz jednaµcina
(1.93) se vidi da je za ' ; x i y :
Problem se re�ava u prirodnom koordinatnom sistemu pa se luk cik-

loide s izraµzava u funkciji parametra '. Iz (1.93) sledi

dx R ' d'; dy R 'd';

pa je

ds dx dy R ' d' R
'
d' ;

ds R
'
d':

Slika 1.37:

Odavde se posle inte-
gracije dobija

s R
'

C;

gde je C konstanta inte-
gracije. Po�to je za '
i s sledi da je

C i

s R
'
: (1.94)

Za re�avanje ovog problema ne koristi se diferencijalna jednaµcina kretanja
veµc njen prvi integral, integral energije (1.70), pa je

ms
mgy E const: (1.95)
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Ako se koristi (1.94) i parametarska vrednost za y napisana u obliku
y R '= dobija se

ms mgs

R
E:

Brojna vrednost integracione konstante E odre�uje se iz poµcetnih uslova.
Neka je u trenutku t taµcka bila na rastojanju s s mereno od
temena cikloide i neka je njena poµcetna brzina s tada je

E
mgs

R
;

i prvi integral postaje

ms mgs

R

mgs

R
:

Odavde je

s !
q
s � s ; (1.96)

gde je

!

r
g

R
: (1.97)

Po�to je s ds=dt, razdvajanjem promenljivih u (1.96) dobija se

dsp
s � s

!dt

i posle integracije
s

s
!t C ;

gde je C integraciona konstanta. Iz poµcetnog uslova da je za t s s
sledi da je C �= pa je konaµcno

s s !t: (1.98)

Znaµci materijalna taµcka se kréce po cikloidi po zakonu harmonijskog
oscilovanja sa periodom

T
�

!
�

s
R

g
; (1.99)
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i kruµznom frekvencijom (1.97).
Interesantno je da se podvuµce, da period oscilovanja (1.99) ne zavisi

od poµcetne amplitude s . To znaµci da taµcka pu�tena niz cikloidu iz ma
koje njene taµcke ima isti period oscilovanja. Ova osobina oscilovanja
se zove izohronost. Napominje se da ovu vaµznu osobinu matematiµcko
klatno nema. Moµze se réci da period oscilovanja matematiµckog klatna
poseduje osobinu izohronosti samo ako su oscilacije izrazito male dok
osobina izohronosti cikloidnog klatna nije uop�te zasnovana na lineariza-
ciji problema kretanja.

1.12 Relativno kretanje materijalne taµcke

1.12.1 Zadatak dinamike relativnog kretanja

Slika 1.38:

Prilikom izuµcavanja kretanja materi-
jalne taµcke do sada stalna pretpostavka
je bila da se taµcka kréce u odnosu na
apsolutno nepokretni prostor, odnosno u
odnosu na apsolutno nepokretan koordi-
natni sistem Ax y z .
Prouµcimo kretanje materijalne taµcke

M mase m u odnosu na koordinatni sis-
tem Oxyz, koji je vezan za telo S, koje
se kréce na proizvoljan naµcin u pros-
toru u nepokretnom koordinatnom sis-
temu Ax y z (Slika 1.38). Kretanje ma-
terijalne taµcke u odnosu na nepokretan

koordinatni Ax y z sistem je apsolutno dok je njeno kretanje u odnosu
na pokretan koordinatni sistem Oxyz relativno. Znaµci, prouµcava se re-
lativno kretanje taµcke u odnosu na pokretan koordinatni sistem Oxyz.
Kretanje ploµce, odnosno koordinatnog sistema Oxyz u odnosu na ko-
ordinatni sistem Ax y z zove se prenosno kretanje. Problem je da se,
znajúci prenosno kretanje i sve aktivne sile koje deluju na materijalnu
taµcku, odredi relativno kretanje taµcke i sve reakcije veza koje deluju na
taµcku, ako je kretanje taµcke ograniµceno vezama. Ako je

�!
F rezultanta

svih sila koje deluju na taµcku i ako je �!a apsolutno ubrzanje taµcke, onda
se kretanje taµcke u nepokretnom koordinatnom sistemu Ax y z odvija
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u skladu sa drugim Njutnovim zakonom

m�!a �!
F :

Iz kinematike je poznato da je apsolutno ubrzanje taµcke vektorski zbir
prenosnog, relativnog i Koriolisovog ubrzanja, tj. vaµzi

�!a �!a p �!a r �!a c:

Posle zamene ovog izraza u drugi Njutnov zakon, izdvaja se proizvod
mase taµcke i njenog relativnog ubrzanja. Time se dobija

m�!a r
�!
F �m�!a p �m�!a c;

ili
m�!a r

�!
F

�!
F in
p

�!
F in
c ; (1.100)

gde su �!
F in
p �m�!a p;

�!
F in
c �m�!a c; (1.101)

prenosna i Koriolisova sila inercije. Ove veliµcine se nazivaju silama
samo zato �to one imaju dimenziju sile. Poznato je da je sila rezul-
tat mehaniµckog dejstva dva tela, a na osnovu tréceg Njutnovog zakona,
ako sila deluje na materijalnu taµcku onda mora postojati i drugo telo,
izvor te sile, na koje deluje sila istog intenziteta i pravca a suprotnog
smera. Za ove sile (1.101) ne postoji takvo telo. U tom smislu ovo
nisu prave sile. Sile inercije

�!
F in
p i

�!
F in
c se javljaju kao posledica posma-

tranja kretanja taµcke u pokretnom neinercijalnom koordinatnom sistemu
Oxyz. Postavlja se pitanje s kojim razlogom se vektori

�!
F in
p i

�!
F in
c zovu

silama. Zovemo ih silama zbog �ziµckih dimenzija koje imaju i neposred-
noj mogúcnosti merenja ovih veliµcina. Ovo su me�utim samo potrebni
ali ne i dovoljni uslovi da bi se neka veliµcina nazvala silom. Kao �to je
ranije reµceno svaku stvarnu silu koja deluje na telo mogúce je okarak-
terisati njenim izvorom, odnosno ukazivanjem na telo (ili tela) koja su
izvori te sile, kao sile uzajamnog dejstva. U tom smislu

�!
F in
p i

�!
F in
c nisi

prave sile, ali je njihovo uvo�enje opravdano jer pomaµze da se prob-
lem relativnog kretanja jednostavnije prouµci. Naime, u svakom prob-
lemu odredi se prenosno i Koriolisovo ubrzanje taµcke i, prema (1.101),
u suprotnom smeru od tih ubrzanja dejstvu svih ostalih sila dodaju se
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ove dve �sile�(Slika 1.38). Zatim se jednaµcina kretanja (1.100) projek-
tuje na ose pokretnog koordinatnog sistema, koji je uslovno Dekartov,
ali moµze biti i neki drugi. Tim projektovanjem dobijaju se diferencijalne
jednaµcine relativnog kretanja. Da bi se odredilo relativno kretanje, inte-
grali se onoliko jednaµcina koliko stepeni slobode ima relativno kretanje
taµcke. Iz ostalih jednaµcina odre�uju se nepoznate reakcije veza.
Pored svih ranije de�nisanih reakcija veza, koje se javljaju pri vezanom

kretanju taµcke, pri vezanom relativnom kretanju taµcke na nju deluje uvek
jo�i jedna reakcija veze u suprotnom smeru od Koriolisove sile inercije.
Ako se relativno kretanje posmatra u Dekartovom pokretnom koordi-

natnom sistemu Oxyz onda se razlaganjem jednaµcine (1.100) na ose x; y
i z, uzimajúci da su relativna ubrzanja taµcke

arx x; ary y ; arz z ;

dobijaju diferencijalne jednaµcine relativnog kretanja u skalarnom obliku

mx Fx F inpx F incx ;

my Fy F inpy F incy ;

mz Fz F inpz F incz : (1.102)

Znaµci diferencijalne jednaµcine relativnog kretanja materijalne taµcke imaju
oblik kao i diferencijalne jednaµcine kretanja u odnosu na nepokretni ko-
ordinatni sistem, ali se dejstvu svih aktivnih sila i reakcija veza dodaju i
dejstva prenosne sile i Koriolisove sile inercije.
Specijalni sluµcajevi relativnog kretanja su:

1. Neka se pokretni koordinatni sistem kréce translatorno. Po�to je
tada ugaona brzina prenosnog kretanja �!! p koordinatnog sistema
Oxyz jednaka nuli to je Koriolisovo ubrzanje �!a c �!! p � �!v r
jednako nuli pa je odgovarajúca inercijalna sila

�!
F in
c jednaka nuli.

Prema tome diferencijalna jednaµcina relativnog kretanja glasi

m�!a r
�!
F

�!
F in
p : (1.103)

2. Neka se koordinatni sistem Oxyz kréce translatorno pravolinijski i
ravnomerno. Tada je i �!a p ; odnosno i

�!
F in
p pa je konaµcno

jednaµcina kretanja
m�!a r

�!
F : (1.104)
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Jednostavnim pore�enjem ove jednaµcine sa jednaµcinom kretanja u
nepokretnom koordinatnom sistemu (1.65) vidi se da su te jed-
naµcine potpuno iste. Prema tome, u pokretnom koordinatnom
sistemu koji se kréce u odnosu na nepokretni koordinatni sistem,
translatorno i jednakom brzinom, drugi Njutnov zakon ima isti ob-
lik kao i u nepokretnom koordinatnom sistemu. Odavde sledi da
sve mehaniµcke pojave, i zakoni, imaju isti oblik kako u jednom tako
i u drugom koordinatnom sistemu. Kao �to je mnogo ranije reµceno,
koordinatni sistemi koji se krécu jedan u odnosu na drugi trans-
latorno, pravolinijski i jednakom brzinom nazivaju se inercijalni
koordinatni sistemi. Na ovaj vaµzan rezultat ukazao je jo�Galilej i
nazvao ga princip relativnosti klasiµcne mehanike.

3. Sluµcaj relativne ravnoteµze.

Pretpostavimo da je taµcka pod dejstvom sila koje na nju deluju u
relativnom miru u odnosu na pokretni koordinatni sistem Oxyz.
Tada je �!v r

�!
i �!a r

�!
, pa je i �!a c

�!
: Sada osnovna

diferencijalna jednaµcina relativnog kretanja postaje

�!
F

�!
F in
p

�!
:

U sluµcaju relativne ravnoteµze materijalne taµcke, zadate sile, sile reak-
cije veza i prenosna sila inercije su u ravnoteµzi.
Za kretanje taµcke koja se nalazi u relativnoj ravnoteµzi kaµze se, da se

kréce stacionarno ili ustaljeno.

Primer 12 U glatkoj cevi duµzine b kréce se materijalna taµckaM mase m
(Slika 1.39). Cev zaklapa ugao � sa vertikalnom osom oko koje se obŕce
konstantnom ugaonom brzinom !. Ako taµcka kréce iz taµcke O bez poµcetne
brzine odrediti u kom trenutku ona napu�ta cev. Odrediti i reakcije cevi.

U ovom problemu, prenosno kretanje je obrtanje cevi a relativno kre-
tanje je pravolinijsko kretanje taµcke u odnosu na cev. Uoµci se ravan cevi
i vertikalne ose i neka je to ravan crteµza. U ravni crteµza u pravcu cevi
usvoji se osa y a normalno na cev osa z. Tréca osa x je normalna na
ravan crteµza. Koordinatni poµcetak je u taµcki O. Prenosno kretanje je
obrtanje cevi oko nepomiµcne ose konstantnom ugaonom brzinom !, pa
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postoji samo prenosno normalno ubrzanje i odgovarajúca prenosna sila
inercije

ap apN y � ! ; F inp m y � ! : (A)

Prenosno normalno ubrzanje je usmereno prema osi obrtanja, a prema
(1.101), prenosna sila inercije je u suprotnom smeru. Relativna brzina
taµcke je vr y i pada u pravac y ose. Koriolisovo ubrzanje i odgovarajúca
Koriolisova sila inercije glase

ac !vr � � � ;

F inc m!y �: (B)

Po pravilu µZukovskog, Koriolisovo ubrzanje je normalno na ravan crteµza
u negativnom smeru x ose, a prema (1.101) Koriolisova sila inercije je u
pozitivnom smeru ose x. Na materijalnu taµcku jo�deluju: sila zemljine
teµze m�!g , uobiµcajena reakcija glatke cevi

�!
RN i reakcija cevi

�!
R c u pravcu

Koriolisove sile inercije.

Slika 1.39:

Po�to je relativno ubrzanje pravolin-
ijskog relativnog kretanja taµcke u cevi
�!a r y

�!
j , projektovanjem jednaµcine

(1.100) na ose koordinatnog sistema
Oxyz dobija se

F inc �Rc;

my mg � F inpN �;

�mg � RN F inpN �:(C)

Relativno kretanje ima samo jedan ste-
pen slobode, pa se ono odre�uje inte-
gracijom druge jednaµcine C : Koris-
téci A ta jednaµcina postaje

y � y ! � g �;

µcije op�te re�enje glasi

y C !t � C �!t � � g �

! �
;
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gde su C i C integracione konstante. Koristéci poµcetne uslove, tj. da
je y i y , dobijaju se vrednosti ovih konstanti

C C
g �

! �
;

odnosno zakon relativnog kretanja taµcke M u cevi

y
g �

! �
!t � � : (D)

Koristéci A , B , D i preostale dve jednaµcine C , nalaze se reakcije
cevi

Rc mg � !t � ;

RN mg ��mg � � !t � � :

Reakcija cevi Rc je posledica kretanja taµcke i ona ne postoji pri rela-
tivnom mirovanju taµcke u cevi. Deo mg � reakcije RN postoji i pri
mirovanju sistema, dok je drugi deo i tu posledica kretanja. U trenutku
t kada taµcka izlazi iz cevi y b , iz D se dobija sledéca jednaµcina

b
g �

! �
!t � � ;

µcije re�enje po t glasi

t
! �

arccosh
�

b! �

g �

�
:

1.12.2 Zakon o promeni kinetiµcke energije materi-
jalne taµcke pri relativnom kretanju

Diferencijalne jednaµcine kretanja materijalne taµcke pri relativnom kre-
tanju imaju isti oblik kao i diferencijalne jednaµcine apsolutnog kretanja s
tom razlikom, �to u jednaµcinama za relativno kretanje osim zadatih sila
i sila reakcije veza ulaze i prenosna i Koriolisova sila inercije.
S druge strane poznato je da sve op�te teoreme dinamike (teorema o

promeni koliµcine kretanja, teorema o promeni momenta koliµcine kretanja,
teorema o promeni kinetiµcke energije), su posledice osnovnog zakona di-
namike, odnosno drugog Njutnovog zakona.
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Odavde sledi da se sve teoreme dinamike mogu primeniti i na relativno
kretanje, ali je jasno, da se prilikom primene ovih teorema na relativno
kretanje, moraju uzeti u obzir i prenosna i Koriolisova sila inercije.
Prilikom sastavljanja zakona o promeni kinetiµcke energije pri rela-

tivnom kretanju neophodno je uzeti i radove prenosne i Koriolisove sile
inercije pri relativnom pomeranju materijalne taµcke.
Po�to je Koriolisovo ubrzanje uvek normalno na vektoru relativne

brzine, odnosno
�!
F in
c ? �!v r; �to znaµci i na relativno pomeranje taµcke

�!
dr,

to je rad dA
�!
F in
c �
�!
dr Koriolisove sile inercije pri relativnom kretanju

jednak nuli, pa ova sila ne ulazi u jednaµcinu za promenu kinetiµcke energije.
Prema tome, zakon o promeni kinetiµcke energije relativnog kretanja glasi

mvr � mvr AF
r A

F in
p

r ; (1.105)

gde su vr i vr relativna brzina u proizvoljnom i poµcetnom trenutku vre-
mena, AF

r je rad svih aktivnih sila i reakcija veza na relativnom pomer-

anju a A
F in
p

r rad prenosne sile inercije na relativnom pomeranju.

Primer 13 Za vertikalni �tap OO koji se obŕce konstantnom brzinom
! uµcvr�́cena je µzica AB koja leµzi u vertikalnoj ravni. Na µzici se nalazi
gladak prsten C mase m. Ako se prsten C u poµcetnom trenutku nalazi u
taµcki A i ako mu je poµcetna brzina v duµz µzice, odrediti kakav oblik treba
da ima µzica (jednaµcinu krive AB), pa da se prsten za sve vreme kréce u
odnosu na µzicu sa konstantnom brzinom (Slika 1.40).

Slika 1.40:

Po�to je kriva glatka, reakcija veze
ne vr�i rad. Na taµcku osim ove sile
deluje teµzina mg. Rad ove sile ne za-
visi od oblika krive AB po�to je sila
potencijalna

Amg �mg�:

Rad inercijalne sile F inp m�!
iznosi

A F inp

�Z
m�! d�

m� !
:
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Primenom jednaµcine (1.105) dobija se

mv � mv �mg� m� !
:

Odavde se dobija jednaµcina krive AB u obliku

�
!

g
� ;

odnosno to je jednaµcina parabole.

1.12.3 Dalamberov princip za kretanje materijalne
taµcke

Vrlo je znaµcajna uloga Dalamberovog principa u dinamici jer on jednaµcine
dinamiµckog kretanja formira kao jednaµcine ravnoteµze sliµcno jednaµcinama
statike.
Bez obzira �to ova razmatranja imaju krajnje formalan karakter, ipak

pri re�avanju konkretnih zadataka Dalamberov princip ima veliku pri-
menu zbog svoje logike, jednostavnosti i razumljivosti.
Gleda se kretanje jedne slobodne materijalne taµcke mase m na koju

deluju sile µcija je rezultanta sila
�!
F . Osnovna jednaµcina kretanja mater-

ijalne taµcke glasi
m�!a �!

F ; (1.106)

gde je �!a vektor ubrzanja taµcke. Ova jednaµcina se moµze napisati u obliku
�!
F

�!
F in �!

;

gde je �!
F in �m�!a ; (1.107)

i gde se
�!
F in naziva inercijalna sila. Znaµci slobodna materijalna taµcka

kréce se tako da su u svakom trenutku vremena rezultanta zadatih sila i
sila inercije u ravnoteµzi.
Ako bi taµcka bila neslobodna, onda bi u sve sile bila ukljuµcena i

reakcija veze
�!
R , odnosno Dalamberov princip bi glasio

�!
F

�!
F in �!

R
�!
: (1.108)


