Glava 7

Sferno kretanje tela

7.1 Broj stepeni slobode kretanja

Pod-sferni kretanjem tela podrazumeva se kretanje tela pri kojem je jedna
tacka O, koja moze pripadati telu ili biti van njega ali tada na neki nacin kruto
vezana za telo (Slika 7.1). nepokretna, Pri sfernom kretanju svaka tacka tela
se krete po povrsini sfere poluprecnika, koji je jednak rastojanju te tatke od
nepokretne tacke. Zato se ovo kretanje i naziva sfernini krefanjen tela, a cesto
se naziva i obrtanje tela oko nepokretne tacke.
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Slika 7.1:

Polozaj tela u prostoru odreden je sa polozajemn tri tacke tela koje ne leze
na istom praveuw. U nepokretno) tacks O usvoji se nepokretan koordinatni
sistern Oryz. Podto je nepokretna tacka O kruto vezana za telo, polozaj tela u
prostoru je potpuno odreden sa polozajem jos dve njegove tacke A i B. Zbog
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krutosti tela gest Dekartovih koordinatsa tacaka A i B odnosno 4. y1. 24
] ) 1 i ' el Foky =4
Yyp 1 2y, zadovoljavaju uslove konstantnosti rastojanja izmedu sve tri tack

Ai B

AB = \/r{-.t:g —ZA) +(yp —ua)? + (2g — 24)% = const.,
OB = ag?+yu?+ 242 = const.,
A = \/.'I“.*;E + 4+ Z4° = const, [

[z ovil jednacina mogu se bilo koje tri koordinate, na prinier x4, Ty, |
izraziti kao funkcije preostale tri nezavisne koordinate. na primer iy, 24, |
pa je broj stepeni slobode sfernog kretanja tri. Jedunacine (7.1) predstav]
tri jednacine veza izmedu koordinata. Broj stepeni slobode je ukupan
parametara potrebnih za odredivanje polozaja tela vman ljen za broj veza, v
Sest manje tri je tri.

7.2 Dalamber-Ojlerova teorema

Pri obrtanju tela oko nepomiéne tacke O svaka tatka tela se krete po pov
sfere sa centrom u tacki O. -

Shika 7.92:

Neka su tacke A | B odabrane tako da im je rastojanje od tacke O jedn
odnosno OA = OB. Opige se sfera kroz te dve tatke sa centrom u tack
(Slika 7.2). Neka je u trenutku ¢ polozaj tela odreden polozajem tataka
B koji formiraju luk velikog kruga na sferi, a u trenutku t + At lukom A
Veliki krug na sferi je krug koji je presek sfere sa bilo kojon ravni koja pre
kroz centar sfere. Spoje se tacke 41 Ay, B i By lukovima velikih krug
Iz sredine lukova AA; i BBy povuku se sferne normale, koje su takode 11.-1
velikih krugova, Te sferne normale se seku u tacki 2 na povrsini sfere. Si
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trouglovi ABF i A By P su podudarni, jer su im sferne stranice, odnosno lukovi.

jednalka
M M

AB=AB). AP=A\P, BP=BP.
Spoje se tacke O 1 P. Ako se tacka P sfernog trougla kruto veze za sferu, onda
se sterni trougao AB1 dovodi do poklapanja sa trouglom Ay B, P obrtanjem
za neki ugao A¢ oko pravea OF. Pravac (OF se naziva osa kona¢nog obrtanja.
Osa konacnog obrtanja je uopstenje pojma centra konacnog obrtanja ravanskog
kretanja.

Ove ¢injenice predstavijaju sadrzaj Dalamber (J. D Alembert 1717 — 1783)-
Ojlerove teoreme: Svako pomeranje tela, pri sfernom kretanju oko nepokretne
tacke (J, iz jednog u drugi polozaj, moze se ostvariti jednim obrtanjem oko ose
(I koja prolazi kroz tacku O.

Ako je Ay konacan ugao obrtanja tela oko vse OF za vreme Af, onda
jé srednja ugaona brzina tog obrtanja w, = Ap/Af. Vektor srednje ugaone
brzine konacnog obrtanja w, pada u pravac ose OF, a smer mu je u skladu sa
smerom obrianja. Kada se pomeranje tela obavi za infinitezimalno malo vreme
dt. iz jednog u drugi infinitezimalno bliski polozaj. onda je 1 ugao obrtanja di
infinitezimalno mali. Pri infinitezimalnom pomeranju srednja ug;mm brzina
tezi ka trenutnoj ugaonoj brzini w = de/dt, a odgovarajudi vektor w je u praveu
odgovarajuceg trenutnog polozaja pravea OF. Sferno kretanje u konaénom
vremenskont intervalu odvija se beskonaénim nizom obrranja oko trenutne ose
obrtanja, koja stalno menja svoj polozaj u prostoru prolazeéi pri tom kroz
nepokretnu tacku (). Trenutna osa obrtanja tokom kretanja opisuje povriinu
u prostoru sa temenom u nepokretno) tackls 0. Zbog promenljivosti pravea
uzaone brzine tokom kretanja ugaono ubrzanje g, koje je izvod po vremenu
ngaone brzine, odnosno € = w, ne pada u pravac ugaone brzine, ali takode
prolazi kroz tackna O. I ovaj vektor tokom vremena svojim kretanjem opisuje
drugu povriinu u prostoru sa temenom u tacki 0.

7.3  Ojlerovi uglovi

Kao 8to je ve¢ napomenuto, telo koje se obrée oko nepokretne tacke ima tri ste-
pena slobode kretanja, pa je njegov poloZzaj u prostoru odreden sa tri nezavisna
parametra. Skoro uvek. tri parametra koja odreduju polozaj tela pri sfernom
kretanju su tri ugla. U raznim oblastima mehanike i tehnike ovi uglovi se hi-
raju na razne nacine. Od svih tih nacina najstariji je onaj koji se pripisuje
Ojleru 1 koji se ovde koristi,

Neka se u nepokretnu tacku O postavi nepokretni koordinatni sistem Oxyz
(Slika 7.3). Za telo se veze koordinatni sistem O&n¢. Ovaj koordinatni sis-
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Shika 7.3

tern se krede zajedno sa telom i jednoznaéno odreduje polozaj fela u
na nepokretni koordinatol sistens, Poloza) pokretiog koordinatnog

sy nepckretid odreden e osa trl nezavisna ngia kojl se

11 o MAT
Ujlerovimn uglovima, iz polaznog poleZaja tela, kada se koordinatn
;i ¢ poklapaju sa osama . gy 1 20 telo se dovodi o oprotzvoljan polo?
tri obrtanja. Ta obrtanja su za konacne uglove pa se, sbog poznate z
krajujeg polozaja tela od redosleda obrranja, mora postovati sleded
obrtanja:

1. Zaokrene se pokretni koordinatni sistem za ugao ¢ oko ose z
tivnom matematickom smeru. Ovaj ugao se naziva ugao precesije.
koordinatnih osa Q&,;1,(,, posle toz obrtanja, prikazan je na slici 7.3
ose £, odnosno pravac ON, naziva se ¢évorna osa.

2. Zaokrene se telo oko évorne ose & za ugao f u pozitiviiom matem
sineru. Ugao # se naziva ugao nutacije. Posle ovog obrtanja. koordin
su u polozaju €515, Ravan O&,1, zaklapa ugao 6 sa nepokretnom ra

3. Telo se obrne za ugao ¢ oko ose (5 u pozitivnom matematickon
Ovaj ugao se naziva ugao sopstvenog obrtanja. Koordinatne ose
krajnji polozaj O&n¢, odnosno telo dolazi u krajnji polozaj.

Poznate zavisnosti uglova precesije, nutacije i sopstvenog obrtanja
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od vremena

¢ = (),

su zakoni sternog kretanja tela.

7.4. Vektor trenutne ugaone brzine
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7.4 Vektor trenutne ugaone brzine

Obrtanje tela oko nepomicne tacke je slozeno kretanje od tri obrtanja oko tri
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Slika 7.4

ose koje se sekun u nepokretnoj tacki. Odgovarajuéi
ngaona brzina precesionog obrtanja (Slika 7.4)

ugaona brzina nutacije

{-l-";, - U l{:-

w,, = Hn,

1 ugaona brzina sopstvenog obrtanja

Wy = L,

vektori ugaonih brzina su:

(7.3)
(7.4)

ode su i, j i k jediniéni vektori nepokretnog koordinatnog =istema Ory
p i v jedinicéni vektori pokretnog koordinatnog sistema O¢€ns. a n je jedi
vektor u praveu évorne ose,

Prema rezultatima prouc¢avanja slozenog obrtanja tela oko vise osa ko
seku u jednoj tacki, sferno kretanje je ekvivalentno obrtanju oko trenutn
obrtanja sa ngaonom brzinom w koja je vektorski zbir ove tri ugaone br
odnosno

W = Wy + Wy + Wy,

ili zbog (7.3)-(7.5) _ ,
w =1k + fin + <,

Ako je wp jediniéni vektor pravea trenutne ose obrtanja a w inten
trenutne neaone brzine, onda vazi i sledeca relacija

W = W.

7.5 Vektor trenutnog ugaonog ubrzanja

\ Fr - iy H b i = ' .
Ako se ugaona brzina (7.7) diferencira po vremenu dobija se trenutno ug
ubrzanje _

e=w=vK+fn+ v +vk+6n+ ov.
Izvad k konstantnog jedinicnog vektora u prostorn po vremenu jednak je
Jediniéni vektor n se kreée nezavisno od kretanja tela. On se stalno nal
ravni Qxzyz i obrée oko ose z ugaonom brzinom precesije wy, pa je brzina
vektora n

n=uwy X {

Jediniéni vektor v ¢vrsto je vezan za telo i brzina kraja tog vektora ima
Nost
= w X I,

odnosno, zbog (7.6) i ¢injenice da je zbog kolinearnosti vektora w, i v 1
vektorski proizvod jednak nuli,

U= (w,+uw,) v f

Zamenom (7.10) i (7.11) u (7.9), i korigéenjem ieraza (7.3)-(7.5), dol
ngaono ubrzanje tela pri obrtanju oko nepomicne tacke (Slika 7.5)
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gde su komponente tog ugaonog ubrzanja

g1 = wik+wyn-+w, (7.13)
) = Wy X Wy, (7.14)
€3 = Wy X wy +wy, X w,. (7.15)

Posto se ugaone brzine precesije wy 1 sopstvenog obrtanja w, nalaze n ravnoi
Onymsec. komponenta ugaonog ubrzanja €2 pada u pravac évorne ose, jer je ona
normalna na tu ravan. Komponenta wy, X w, ugaonog ubrzanja €y pada u
pravac normale na ravan O¢,z a to je pravac ose 7. Komponenta w, > w,
ugaonog ubrzanja €4 pada u pravac normale na ravan ()€, ndnosno u pravac
ose 7)o, Smerovi svih komponenti ugaonog ubrzanja odreduju se prema smeru
velitora koji je vektorskil proizvod druga dva vektora.

-

Shka 7.5:

7.5.1 Sferno kretanje sa jednim stepenom slobode

U slucaju kada se sferno kretanje ostvaruje kotrljanjem bez klizanja jednog
tela po drugom, koje je nepokretno, kretanje ima samo jedan stepen slobode
kretanja. Pri takvim kretanjima ugao nutacije # 1 ugao vektora ugaone brzine o

sa osoni z, su konstantni. odnosno § = const. i a = const. Zbog konstant
ngla nutacije ugaona brzina nutacije je jednaka nuli

wy = Ok =0, ("
pa je vektor ngaone brzine (7.6)
W = w;, '+_ 1'..|..h._ r:_l

i nalazi se u ravni osa <. z 11 (Slika 7.0).

Z

Slika 7.06:

Zbog konstantnosti ugla o vektora ugaone brzine sa osom z, jediniéni v
wy se pri ovom sfernom kretanju krece po konusu gde je osa 2 osa ke
Ugaona brzina ovog precesionog kretanja jediniénog vektora wy je wy,
brzina kraja vektora wp

wp = Wy X Wy, |

Sada, zbog (7.7)-(7.8). dobija se slede¢a relacija
wwg = ik + o1,
iz koje posle diferenciranja po vremenu sledi

.’.;..'Lr..‘-'n + wwy = vk + 1,:?1*" + *L_r"-‘k —+ a;:?I:-',
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a posle koriscenja (7.3)-(7.5), (7.10), (7.16) i (7.18)
wwy = wk + . (7.21)

Poredenjem prethodnogizraza sa (7.13), uz posledicu konstatnosti ngla nutacije,
komponenta ugaonog ubrzanja £, postaje

£] = _LWy). {Tl..:'}
dok je ukupno ngaono ubrzanje
€ =€) + &y, (7.23)

wcke je g9 dato sa (7.14). a £; pada u pravac trenutne ose obrtanja w.

7.:6 Ojlerove kinematicke jednacine

U prethodnom izlaganju, vektor ugaone brzine ima tri komponente, koje nisu
medusobno normalne. Ako se aova tri vektora projektuju na ose nepokretnog
Oxyz ili pokretnog O&ne koordinatnog sistema, onda se dobijaju projekeije
ngaone brzine na medusobno normalne ose, koje se zovu Qjlerove kinematicke
jednacine.

7.6.1 Nepokretan koordinatni sistem Ozy:

Vektor ngaone brzine precesije ft_:-‘.rk pada u pravac ose z, a vektor ugaone brzine
nutacije je u ravod Oy, pa su njihove projekeije na ose nepokretnog koordi-
natuog sistema Ozyz ofigledne, Vektor ugaone brzine sopstvenog obrtanja Jow
nalazi se u vertikalnoj ravni u kojoj su i ose 1y, 1, 21 ¢, 1 zhog toga projekcija
tog vektora na ravan Ozy iznosi ¢sind i pada u pravac ose 1, dok je ¢ cosf
projekcija tog vektora na osu 2. Konalne projekeije vektora ugaone brzine w
(7.7) na ose nepokretnog koordinatnog sisterna Oxyz glase (Slika 7.7)

%

wy = @sinfsing 4+ 0 cos,

wy, = =—g@sinfcosy +dsiny,
Lot = = b‘; —I‘— I';'? s E-" {TE4:|
Iz uslova
ST . o
W= e ey e (7.25)

zanmenom (7.24) dobija se intenzitet trenutne ugaone brzine

I’ . 2
) = [

5 a2 _
+@&* + 0 + 29 cosd. (7.206)

Sferno kretanje tela

et

Slika 7.7:

Ugli?'ir"i i:-{lllt‘t’lll ‘L"f}i{t.i]i-i’l ug::“ W1 -h!";.ﬁ”._: L i DS e }]{]'[ltI]‘-]H !111111‘5.1111&‘.1.[“ sl

Oxyz izngse
. i . Wy i
()= x’}:{w’IJI = —, l:ﬁ.JH{I{wh]} -, s ial{\u:,]:{j' = e
LY Ll..-l L"-" |I..IL-1
Projekcijama ugaone brzine na ose nepokretnog sistemma odreden je i

uzaone brzine

W = Wl +w,j+w:k

7.6.2 Pokretan koordinatni sistem &g

Vektor ugaone brzine nutagcije Hn pada n pravac évorne ose, a vektor v
brzine sopstvenog obrtania ¢re u pravac ose ¢, pa su njihove projek
oses pokretnog koordinatnog sistema O&nc ocigledne.  Vektor ugaone
precesije fuk pada u pravac ose z. a nalazl se u vﬁrtikallu::_j ravni O
zbog toga projekeija tog vektora na ravan O&n iznosi v:sinf i pada u |
ose 11y, Konafne projekcije vektora ugaone brzine w (7.7) na ose pok
koordinatnog sistema Q&g glase (Slika 7.7)

We = z:-"'f:'.inﬂziinar-;*—i—l‘:l'(:ur-cr.p,

Wy = '!;"‘HiﬂH{'[JSi,:?—{@H-!IHfJ,

we = L COS H -1,,"
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Koristeci uslov da je

w = Jud +wd (7.30)

I relactje (7.29) dobija se jednacina (7.26). Pravac vektora ngaone brzine w u
odnosu na ose pokretnog koordinatnog sistema O8ng je odreden sa

g TR : i )
cos<d{w. A) = —, cos<{w, 1) = 1 ros Glw,v) = —, (7.431)
L t ' L

ocde su Ay e 1 e jedinient vektori osa &, 1 (. Vektor ugaone brzine prikazan
preko svojih projekeija na ose nepokretnog koordinatnog sisteina elasi

W = WA+ Wyt + wep. (7.32)

f?'.'i' Projekcije vektora ugaonog ubrzanja

7.7.1 Nepokretan koordinatni sistem Oxyz

Poito je vektor ugaonog ubrzanja £ izvod po viemenu vektora ugaone brzine
w, diferenciranjem lzraza (7.28) po vremenu. uzimajuéi u obzir da su jedinicéni
— :ow IIl'I- ’ " g M

vektort 1, )1 k koustantni, dobija se vektor ngaonog ubrzanja

i

k, (7.33)

4_ eE=g d+g,j+
i

-
o

ode su projekcije ugaonog ubrzanja na ose nepokretnog koordinatnog sistemna
Oxyz

Ex = Wi,
gy = Wy,
£ a = L:.J_g. {ng}

a W, Wy i'w. izvodi po vremernu Ojlerovil kinematickih jednacina (7.24).

7.7.2 Pokretan koordinatni sistem O&ng
Diferenciranjem po vremenu izraza (7.32) dobija se
€ = WeA + Wyt + Wl + ..u.:ii + Wy L Wl

Poslednja tri ¢lana prethodnog izraza definisu vremenske promene jediniénih
vektora A, pi 12, osa &, 11 (, odnosno brzine tacéaka na krajevima tih vektora.
Zato je

A=wx A, =W X u, D=wx,

Sferno kretanje tela

o ———

pa zamernoni 1 prethodni izraz slecli
€ = D:’E.:"l -+ l'.:.‘fH'J- + Wl W X |:I:.l..-£.}'|. + W W),

odnosno zbog (7.32) i ¢injenice da je w x w = 0 dobija se vekior
ubrzanja
E = EcA + St + £V,

gde su projekeije ngaonog ubrzanja na ose pokretnog koordinatnog si

= - e
S Lle
fy = Wy
L [ ‘l

£ We .

Bez obzira sto su ose ovog koordinatnog sistema pokretne, projeke
nog ubrzanja na pojedine ose su izvodi odgovarajuce projekcije ngaon
po vremeni, kao Sto je to i kod nepokretnog koordinatnog sistema.

7.8 DBrzina tacke tela

Ako je w trenutna ugaona brzina slernog kretanja, a ryy vektor

" ' - ol - - gy _ Yy
proizvoljne tacke tela M u odnosu na nepokretnu tacka O (Slika 7.58),
brzina tacke M

! Vag = & X Ty

Intenzitet brzine tacke M je
Uaf = WAy :-iiI'l {Il:f.:..l, I"_.t.;},

Najkrafe rastojanje tacke M od trenutne ugaone brzine, odnosno tren
obrtanja, je
he = rysin<i(w,rar),

pa je intenzitet brzine tacke M
v = wh,,.

Pravac brzine je upravan na ravan koju formiraju vektori w i ryp. \
usmeren po pravilu vektorskog proizvoda dva vektora. Podto vektor
ugaone brzine w tokom kretanja menja svoj pravac u prostoru, brzi
je u svakom trenutku tokom kretanja normalna na drugu ravan form
vektora w i ryy.

Brzina tacke tela koje vrsi sferno kretanje moze se odrediti 1
izracunavanjem vektorkog proizvoda (7.37). ako se znaju projekeijo
brzine na ose pokretnog Ouwyz ili nepokretnog koordinatnog sistem:
koordinate tacke M u ovimn koordinatnim sisternima.
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Slika 7.8:

]

7.8.1 Nepokretan koordinatni sistem Ozyz

U nepokretnom kordinatnom sisteniu Owyz vektor ugaone brzine je dat sa
x : Al : P oordinatnont sistemau,

(7.28). Akd tacka AJ ima koordinate x, y i 2z u tom koordinatnont si i

onda je odgovarajudi vektor polozaja tacke M

! ray = i+ yj -+ -k, (7.41)

1

pa je prema (7.57)

| 1 1 K

Vi =W KTy = | We Wy W
|

ey 2

Odavde slede projekeije brzine na ose nepokretnog koordinatnog sisteria Oxyz

i J— N A
Uy = W< W,

Woa — Wy,

il

(7.42)

E.I: P l:.lull:l!'?; - ':-I"HILI:I'-|

7 8.2 Pokretan koordinatni sistem O&n<

. - Ve vl st v brzine nma
U pokretnom koordinatnom sisteinu 015 vektor trenutne ugaone brzine

, . . N T RN : : ;oordinatnom sisteru.
oblik (7.32). Ako tacka M lna koordinate £, 71 < u tomn koordinatnom s

onda je odg warajuci vektor polozaja tacke M

ry = X+ + (v,

Sferno kretanje tela

a prema (7.37)

A pnov
VAl = W XTIy = W Wy W |,
S omo«

pa s projekeije brzine na ose pokre nog koordinatnog sistema O&ne

{J{ — "-"*'I,lg —-— w{.-”:‘
I — P L

?.”- ILEJ;“{: "L"E"-ﬂ
T'?';: - w..‘:lr; o L"“"rf{f.

7.9 Aksoidi

Prilikom sfernog kretanja tela trenitna osa obrtanja, ili vektor tremrme 1

brzine, stalno menja svoj polozaj u prostoru, ali stalno prolazi kroz nepol
AT i h vy m e e i * - "

tacku 0. Geometrijsko mesto svih polozaja trenutne ose obrtanja u nep

nom Ozyz ili pokretnom O&yckoordinatnom sistemu formira povréine u

Slika 7.9:

kretr.mm i pokretnom prostoru koje se nazivaju nepokretni 4, i pokretni a
Ap (Slika 7.9). Nepokretni i pokretni aksoid se n svakom trenutku vre
tokom kretanja dodiruju duz trenutne ose obrtanja. Qe |
tela koje leze u datom momentu vIrene ‘

nuli. odnosno prema (7.37)

igledno, brzine t:
na b na trenntnoj osi obrtanja su jed

V=w xr=I1) {
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Ako se koriste izrazi za komponente brzine 1 oba koordinatna sistemna
(7.42) i (7.43) i one izjeduace sa nulom dobijaju se parametarske jednacine

nepokretnog
€ I 2z
— =2 = (7.45)
w_;l.' w?; w:_:

I pokretnog aksoida
C_H4_ ¢ o A
_— T — = — {?4{:’]
'-J-:E' EJ-I:IJ- -Ll:.-',: .

gde suw, y iz koordinate proizvoljne tacke na trenutnoj osi obrtanja u nepokret-
nom koordinatnom sistern Oxyz, a €, i1 < n pokretnom koordinatnom sisternu
O,

Eliminacijorn vremena, kao parametra iz ovih jednaéina, sledi eksplicitna
jednacina nepokretnog aksoida

-

F1 {;L’, I, F:J = U, (T-—IT}
I pokretnog
Fa(&,n,¢) = 0. (7.48)

|

" Ako se napravi telo oblika nepokretnog aksoida i ¢vrsto veze za zemlju, |
telo oblika pokretnog aksoida i évrsto veze za telo koje vrsi sferno kretanje.
onda se :'_a'{i':rn*';:: kretanje tela podudara sa kretanjem istog tela koje je vezano za
pokretan aksoid pri kotrljanju bez klizanja pokretnog aksoida po nepokretnomn.
U svakom trenutku vremena pokretan i nepokretan aksoid se dodiruju duz
trenutne ose obrtanja, pa vekfor trenutne ugaone brzine w tokom kretanja
opisuje povrdinu u koordinatnom sistemu Oxyz koja se poklapa sa nepokretnim
aksoldon,

Aksoidi sfernog kretanja, nepokretan i pokretan, su nopstenja pojma cen-
troicda ravanskog kretanja, nepokretne i pokretne centroide,

7.10 Ubrzanje tacke tela

Diferenciranjem izraza za brzinu (7.37) po vremenn, i uzimajuci u obzir da je
izvod po vremenu ngaone brzine w ugaono ubrzanje €, a izvod po vremenu
vektora polozaja ry; tacke M njena brzina vy, dobija se ubrzanje tacke M

Ay = Vi = € X Py + W X Vyy, (7.49)

koje se moze napisati kao
Ay = & + 8y, (7.50)

Sterno kretanje tela

—_—— - m——— —r ——rem

uile su

a, = WXV,

d. = E ATy
Normalna komponenta ubrzanja a_. (7.51) ima intenzitet
,, = Wiy Sin<t{w, var).

Uzimajudl u obzir da je ugao izinedu ugaone brzine w i breine vy pra
je intenzitet brzine tacke A dat sa (7.40) sledi da je

o
i, = wh,.

Ovo ubrzanje ima pravac h, i usmereno je uvek ka trenutnoj osi obrtanja
7.10). Ovo ubrzanje je sli¢no normaluom ubrzanju tacke tela koje se obr
neponicne ose, koje je uvek bilo u smeru ose obrtanja. pa se i ova komps

(.. naziva normalno ubrzanje.

Slika 7.10:

Ovde se a. (7.52) naziva obrtno ubrzanje tacke M. Posto vektor ug
ubrzanja €, prema (7.12), ima u najopétijemn slucaju sfernog kretanja ti
ponente £1, €9 1 €3, koje su date izrazima (7.13)-(7.15), toliko kompone:
1 obrtno ubrzanje

Az = a,._-l +HE"_; + ﬂ';j,:

gde su
Aoy = &) XTppy, Qpy =€ XT)y, 83 =E&3 XTIy,
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e e — _— L —

Intenzitet bilo kog dela obrtnog ubrzanja a.; i2nosi

fbs. = E4TAl HillfII:E“ I';';;J_. P = 1,2._ 3., [?5?}
oclnosno
a.. =gih., (7.08)

ode je b, najkrace rastojanje tacke M od-pravea koniponente ugaonog ubrzanja
£i
he = rasin<{g;, ), 7.54)

a pravel | smerovi tih vektora su odredeni pravilom vektorskog proizvoda,

Treba napomenuti da u najopstijem slncaju sternog ’r{l'ﬁt..'uljﬂ ni jedna kom-
ponenta obrtnog ubrzanja a., tacke M nije kolinearna (Slika 7.10) sa brzinom
vy tacke M. jer vektori ugaone brzine w i vektori ugaonih 11hr.f¢1np1 g; sternog
kretanja nisu kolinearni.

7.10.1 Sferno kretanje sa jednim stepenom slobode

U specijalnom’ slucaju sfernog kretanja tela kada ono ma jedan stepen slobode
kretanja, ugao nutacije i ugao a koji trenutna ugaona brzina obrtanja zaklapa
sa z osom su konstantni, pa ugaono ubrzauje tela ima dve komponentei dato
je lzrazom (7.23), pa uht,«;,!m_]u tacke M (7.50) 1 (7.55) ima tri komponente

ay = ag, +a., +a,, [Tﬁ{”

gde su a., i a., dati sa {7.56), a dve komponente ugaonog ubrzanja, prema
(7.22) 1 (7.14), lﬂlu'-.L

€1 = !'.:..-'LJ“,,

U ovorn slucaju € pada u pravac trenutne ose obrtanja pa je

., = -]J’”H]ntll.Eg 1‘\;} —H1ft_,_1 [T.f}..‘.

jer su vektori w i &) kolinearni. Pravac vektora ae, odgovara praven vektora
brzine v, a njecov sier zavisi od smera vektora €y u odnosu na simer vektora
trenmitne ngaone brzine w (Slika 7.11). Ako je €, istog smera sa w onda je a.,
1 smern vektora brzine vas, a ako je € suprotnog smera od smera w onda je

-, 1 suprotnom smern od vektora brzine vy, Druga komponenta ubrzanja

-1
a., ima intenzitet

i

a1y Sin <d{&o,ray) = €2hig,, (7.63)

i

ey, = L

Sferno kretanje tela

=1
% _--J?:
" - \
Gy,
v
J;
Slika 7.11 -
ede *
Ney, = T sin<d(ea.1n), ("

predstavlja najkrace rastojanje od tacke M do ose ugaonog ubrzanja ey, od
. ". . s YAT e B : - : |
no do évorne ose ON jer je vektor £, u njenom praveu. Pravac vekto:

upravan na ravan koju formiraju vektori €2 i rar, a smer je odreden sme
vektorskog proizvoda.,

7.11 Primeri

Primer 14 U!:rrtfmje tela oko nepokretne taike odredeno je Ojlerovim uglo

¢ = g+nt [rad], ¥ = § [rad], ¢ = nt [rad). gde je n konstantna velicina. 1
odrediti pokretni Ay, i nrzpﬂﬂ,mtm aksoid A,,.

Ojlerove kinematitke jednatine za nepokretni koordinatni sistern (7,24
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zadate zakone krefanju su

wy = psinsing 4 6 cos i = n—- cosnt,

w, = =—psinflcosy+Osmy= n=- sinnt,
S -

W, = wU+gcost=mn(l+ E]

Zamenom ovih ugaonih brzina v (7.45) dobija se parametarska jednacina nepo-

kretnog aksoida Ay,

a 1Y Z
i — T = T
*n,-‘%f cos nt nl.f sinnt T3
odnosno
s
Vaz
L= —— cosnt,
3
Vi3z
y = ——3—5111':12‘.. (A)

K Uu.tfrimnjffmi ovih jednatina (A) i sabiranjem tih kvadrata dobija se jednacina

nepokretnoyg aksoida Ay,

2 2 VG - '.?_ {B]I

Vidi se da je nepokretan aksoid A, kruzni konus sa vrhom u tacki O 1 Eija je
osa simetrije osa z. Presek ove povrSine sa ramni x = 0 su prave lintje w ravni

Oyz : _
‘ & = :i:\/ﬁy,

pa je ugao konusa pri vrhu dva puta po m/G [rad].

Projekeije ugaone brzine na ose pokretnog koordinatnog sisterna prema

(7.29) su
V3

we = Wsinfsing + feosyp = =g sinnd,

w, = wsinflcosg—HOsing = n—- cosnt,

. ] :
we = teost+o=n(5+1)

Sferno kretanje tela

Slika 7.12:

Jednaéina pokretnog aksoida A, je data sa (7.46), pa zamenom preth
komponenti ugaone brzine, dobija se .

S <

- = T3
2

= —

. -
. n—"':i—ﬂ sin1 il n—"zﬂ 0s 1l n

odrnosno

& = g Jsinnt,

T E Jeosnt,

“.?l

Elimintsanjem vremena t iz jednaéina (C) dobija se jednadina pokretne
sotda Ay

Il

i

v

3
Oua povrdina je simetrican kruini konus u koordinatnom sistemu Oen
vrhom u tacki O i tija je osa simetrije osa ¢. Presek ove povrsine sa
£ = 0 su prave lintje u ravni Ong

[52 + ”E — {;j

¢ = +v/3m,

pa je ugao konusa pri vrhu dva puta po n/6 [rad|. Posto je ugao nu
izmedu z 1< osaw/3 [ra d}r nacria se proo poznati pravac ose <, pa 3e¢ ok
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kao ose simelrije nacrta pokrvetnr aksowd. Na slici 7.12 prikazani su pokretiu
A, @ nepokretni Ay, aksoid uzimajuéi u obzir uglove oba konusa i ugao izmedu
osa = 1. Sferno kretange v ovom problemu se ostvaruje kotrljenjem pokretnog
aksoida A, po nepokretnom A, koji se dodiruju du trenutne ose obrtanja, pa
vekior ugaone brzine opisuje tokom krefanje povrdinu nepokretnog aksoida.

Primer 15 Disk. poluprednika v [m|, vezan je za vratilo
OC = rv3 1],

i kotrlja se bez Elizanja po nepokretnoj konitnoj povrsini (Shika 7.15). Pri kre-
tanju diska njegova najvisa tacka M je uvek iznad sfernog zglobe O. Ugaona
brzina obrianja diska oko vertikalne vse z 1znos

Wy = V2sin t [H_I]

-

Odrediti brzinu i ubrzanje tafke diska koja se u trenutkn ty = 7 /4 [s] nade u
polozaju taike M.

Slika 7.13:

Disk se obrée oko nepokretne tacke O. Pri tome disk 1ma jedan stepen
slobode kretanja. Semn nepokretne taéke O, i tatka kontakta diska i nepokretnog
konusa, tatka A, je nepokretna zboy kotrljanja pokretnog diska po nepokretnom

Sferno kretanje tela

bez klizanja. Trenutna osa obrtanja ima pravac OA koji spaja te dve
kojima je brzine jednaka nuli. Zbog toga, stalno tokom kretanja. vektor
brzine w zaklapa konstantan ugao o = 0 [rad] sa ¢ osom, koja je 1
w pravew OC. Ugao nutacije 8 izmedu osa = 1 ¢ je takode konstanta
ugaona brzina nutacije nule, w, =0 [s7']. Disk ima dva obrtanja. pr
oko ose z i sopstveno oko ose ¢, Ukupna trenutna ugaona brzina diska j
(7.17)
W= Wy + Wy,

gde je wy ugaona brzina sopstvenog obrtanja, a wy, ugaona brzina pre
obrtanja. U zadathu je zadata ugoona brzina precesionog kretanja kao
UTErnerid. I!._,FTF’I.HUHEL l!r”"z?jﬁ-ﬂ. S[}I},},‘]“‘Efjﬂ_“g ﬂfﬂ"htr{-ﬁl f_,lf_,l_‘.f'ju N I,ﬂr‘l-i__hu.‘; 0se .
Sa slike 7.1% sledi da je Ronstatni ugao nutacije
fiy
r V3 T

tgt = oc = — == 6 lrad],

pa je ugao trenutne ose obrtanjo w odnosu na horizontalan pra
7 /6 [rad]. Koristeét karakteristike precesione i sopstvene ugaone brzir
nati pravac trenutne ose obrtanja na slici 7.13 Je nacrtan vektorski 2
Sinusna teorema za taj vektorski zbir daje

. . = — e
s111 ﬁ sin ?—;' sin %
pa je
w = w,=V2sint,

W, = \/Eﬁﬂinf.

U zadatom trenuthu vremena t| = w /4 (s je
— . ~—1 . - d 4 —i
wi=wp =1 (7, wa=V3[s7.

Najkrace rastojange hy, taéke M od trenutne ose obrianja dobiju s
1z tacke M spusti normala na osu obrtanja, pa je

h,=0M ﬁil‘i% [m].

Posto je iz pravouglog trougla

OM = OC? + 12 = 2r [,
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dobija se

hy = rv3 [m].
Intenzitet brzine taike M je prema (7.40)
vy = wih, =13 (1 / 8],

dok njen pravac pada w pravac tangente na krug poluprecnika hy, u tacki M. a
smer je odreden smerom obrtanja w.

U posmatranom problemu, ugeo nutacije i wgao izmedu vektora uwgoone
brzine i z ose su konstantni, pa se ubrzanje tadke M dobija iz relacija (7.60)-
[T:64)

ay = a., +ag, +a,. (B)

Normalno ubrzange ima vrednost
., ,2} _ '_{ o £ 02
a1 =wih, =rv3 [mn/fs.

Pravac ovog ubrzanjo odgovara praveuw hy,, i usmeren je ka trenutnoj osi obr-

tanja. ,
. Prui deorobrinog ugaonog ubrzanja £y glasi

g1 = w = V2cost,

a w datomn trenuthu ty ima vrednost

g1 = 1 [.H_E].

Posto je u datom trenuthu =17 > 0, pravac 1 smer ovog uguonog ubrzanja pok-
lapa se sa praveem i smerom trenutne ugaone brzine, pa je

Q-1 = E]]h,-_,; == T“l.,r":; ['NI-J.-'FS'E],

dok je vektoy ovog ubrzanja ac,y u praveu 1 smeru brzine tacke Al
Druga komponenta obrinog ugaonog ubrzanjo €3 = wy, X wy tma vrednost
= — s , .1 Gl — "'/:; -2
£9] = WpWy sin(m — EJ =7 Elis
Ugaono ubrzanje 9y je u praveu évorne ose. a to je za poloZaj telo na slici osa
. Smer ovoy vektora je odreden pravilom veltorskog proizvoda.
Posto je ubrzanje a., = €2 x ra;. gde je vy vektor poloZajo tacke M,
vrednost tog ubrzanja je

Ry
:51 = S217 31 Sl 51

Sterno kretanje tela

JEr je ugao wzmedu vekfora €91 1 ryy prav. Dudina veltora Iy je rast
tacke M od praveg ugaonog ubrzanja o

rar = OM =2r [m],

pa je ubrzanje a.,,
— - ’
Qeg) = 91731 = V3 [;rn.f.ﬁ?}.

Ovo ubrzanje ima pravac normale na ravan vektoragsy iryy a to je prave
y. Smer odgovara smeru vektorskog proizvoda.
Projekeije vektorske jednacine (B) na ose koordinatnog sistema Dy

— iy oy
Aple = dz 1 =71V3 [rra.f.g""]_
_ | T V3 ).
GMiy = —Qs) + dysin G = *?‘ [/,
; :
w 3 .
a1z = —l ] CS — = —71— ?',rn}rfn.;“a]
6 y ST

pa je intenzitet ubrzanja tacke M

W

— '.,-'_" p ; : .
u',_l.!! - 11.;/!1‘.111&. —|_ (ti;ly —|" H_T.;-.lr].: i ?*-“/E [Tr-[-j'r."'fi}r

Primer 16 Kruini disk kotrlja se bez klizanja po nepokretnom konusu ¢
wgao pri vrhu w/3 [ead] (Stika 7.14). Ugaona brzina obrtanja oko vertil
ose Jjewy = 2t°—t* [s71], Rastojanje tataka O i (' je 3 /N3 [mj. Odredite by
i '_J“L[ZJ'?‘.EE.I’J:}'{.’ tacke A na obodu diska nakon t ;= 1 -:'.'-.'].. Prilikom kretanjo ¢
njequea tacka A se stalno nalazi na istoj horizontali sa sfernim zf,u.'nﬁm‘m (

Disk se sferno obrice oko taike (). Obrtanje diska oko ose ¢ HJ'E je sopst
obrtange, a obrtanje diska oko verthalne ose J€¢ pPrecestono ﬁ:r'ﬁa‘.nr;;fr-_ Posi
kotrljanje diska odvija bez klizangja, ovaj problem kretanga diska f?;m sedin
pen slobode kretanja. Ugao nutacije je konstantan zad u.u' ugan t = E?“r.f'li E
pa ,'r wgaona brzina nutacije jednaka nuli, wy, =0 s, 1.-5".55.{.' s€ 'IHE'E.-T.'I‘.:;.
obrée oko ose Z ugaonom brzinom wy,. Ugaona brzina sopstuenog obrtanja o
oko ose ¢, koja padu u pravac OC. iznosi wy. Ukupna trenutna ugaona br
diska je prema (7.17) |

Posto je tatka dodira disha i konusa nepokretna, jer se disk kotrlja

ﬁrﬁ-gzmnz;u, %re-rmimr. osa obrtanja na kojoi lesi ugaona brzina mora prolaziti ,
tacku O i tatku dodira diska @ konusa. Ugao koji trenutna osa zaklope
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" Slika 7.14:

praveemn ose g je sa slike o = 7 /6 [rad]. Znajuéi ovdy podatak, 1 kovistett shiku
7.14, sinusna teorema za vektorsku jednatinu (A) daje

:-;in% St % sin E—; '

pa su odgovarajuce ugaone brzine

(tg

i

-

k

2wp COS — = . {'2?'.'“ - T.I‘J'],

W

odnosno u datom trenuthu £y

Wep = Wyl = 1 [S_I]:l

L

Wy = \/3[*"'4}

Pravac i smer wgaonih brzina prikezan je na shici 7.14.
Sa slike 7.14 ¢ r = OCtanw/6 = 1 [m], pa je rastojanje A

OA =/(0C)2 +71? =2 [m].

Sferno kretanje tela

Najkrate rastojanje h,, tatke A od trenutne ose obrtanja dobija se ako se
tatke spusti normale na osu obrianja, pa je

m
h, = 0A sillr.i = V3 [m].
Brzina taike A je po infenzitetu

v = wih, =3 [m/s],

njen pravac je upravan na raven koju formiraju vektorirg tw, a smer odgo
smeru obrtanje wkupne wgaone brzine,

Kako je ugao nutacije 8 konstantan. 1 velitor trenutne ugoone brzin
zaklapa konstantan ugao 7/6 [rad| sa osom = sledi da je ubrzanje tacke A

relucijoma (7.60)-(7.64)
a‘,l — a{_'] + El"‘l:.il T ﬂ_._l.
Intenzitet ﬂmﬂmhuw ubr':ﬂﬂjﬂ- ,H,
2 A Ty f el
a1 = wihy, = 3V3 [m /s,
S

njegov pravac odgovara pravew hy,, a smer je ka trenutnoj ost obrtanja.
Prva komponenta obrtnog ugaonog ubrzanja je

£ = W = V3(4t — 3t2),
a u datom trenuthu rina vrednost
o [
g1 = VI [:-5 |-

Posto je ove ubrzanje pozitivno, vekior ugaonog ubrzanja €1 ima pi
L smer vektora ugaone brzine w. Komponeuta wbrzanja a., dma iste prov
smer kao 1 brzina tacke A a intenzitet

ag, 1 = £11he =3 ['ﬂﬂfﬁjj].
Druga komponenta ugaonog ubrzarnja
Ex = LIJP L T

vma vrednost

T V3 g

£91 = Wity sin "‘I(W‘P. il-’;.—j = Wyllisl Sifl — = — [.:-i' Is

3 2
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pravac upravan na ravan vektora wy i ws, a smer u skladu sa prawlom vek-
torskog proizeoda.
Druga komponenta obrinog ubrzanja a., = £2xr . gde jer 4 vektor poloZaja
tacke A. ima intenzitet
T

fo,] = S217a8In<A(€2,1r4) = g2174 810 5 = V'3 m,f.s‘a],
gde je vy = OA. Pravac vektora a,_y je upravan na ravan koju formeraju

vektori £9¢ i vy, o smer u skladu sa pravilom vektorskog proizveda. U cilju
odredivanja ukupnog ubrzanja taéke A, projektuje se vektorska jednatina (B)
na‘ose koordinatnog sisterna Quwyz

Aale = —@gz) = —3 ['rr.lfesg},
T 4] :
i IL']*-_,~1_1.I,_III = —{lyi -l.'lL'ISEL == —§ ['J'TUJ'-?"}},
. s./E 9
Qal- = gy — () Si0 il (m/s%).

Intenzitet ukupnog ubrzanja iznosi

tar = /H.-*ll-.r +ady, +aq. = V30 in/s%,

Primer 17 {Na vertikalno vratilo kruto je vezana horizontalna osovina duzine
OA =2 [m) na gjem kraju se nalazi disk #iji je polupretnik r =1 [mn]. Vratilo
se obrée uguonom brzinom wy, = 2t [s71] oko vertikalne ose. Disk se obrce
ugaonom brzionomws = 3t? [s7Y] oko svoje ose simetrije (Slika 7.15). Odrediti
hrzinu i ubrzanje tarke B koja je w najvifem polozuju na disku u trenuthu
by =1 [h]

Posto se kretanje diska sastoji od dva nezavisna obrtanja, oko osa koje se
seku pod stalnim uglom 7 /2 [rad] u tatki O, ovaj problerm ima dva stepena
slobode a tacka O, koja je presek osa obrtanja, je nepokretna taika sfernog
kretanja.  Za posmatranje kretanja usvaja se pokretna osa ¢ u praven OA 1
nepokretna osa z u vertikalnom praveu. Qbrtanje oko ose ¢ je sopstveno obr-
tanje ugaonom brzinom ws. Obrtanje oko ose z, je precesiono obrtanje pa je
wy, ugaona brzina precesije. Znact

we = 3t° (A)

dok je ugao nutacije konstantan, 8 = n/2 [rad], pa je ugaona brzina nutacye
Jednaka nuli, w,, =0 s, Ukupne ugaona brzina diska je

W = {-len__; + ml-.”

Slerno kretanje tela

A - mom

Slika 7.15:

a rnjen intenzitet je, zbog ortogonalnosti vektora Wy, i w

)

r = 2‘ i

U trenuthu t) = 1 [8] ove velidgine iznose

"r“"lff-'i — E [5“]]!
wa = 3 i'q"]]'-
w; = \/Tﬁ

o - ' - - ' ']
,{ﬁ}ﬂy pi"ﬂﬂ'ﬂ.f’f?{j“-f}ﬁf-:. u,gﬂ.{:’.r.i;.r_fi'. brzina preseciye Wpy 4 -‘?f!j»'-‘iul'.?’i”?i'-ﬂ?ﬁ {IEH'frlHJH. :
vrermenom, @ ugao « izmedu vektora wgaone brzine w 1 ose T se renja

kretanga.

Sinusi i kosinusi ugla a 1zmedu vektora trenutne ugaone brzine i o

ugla v na slici 7.15. u trenutku ty iznose

L m:.-]_ L;
sinay = = —,
g v 13
i ro_
Sl = —— = —, oSy =
OB~ /5 !
gde je duzina
'UH - \/O;‘{“ T e =

—_——
VoAt + O,

.-:']].

RN — E — —2 i
L 14
OA 2
OB NG
).
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1345 )

R . T T T

Sa slike 7.15 je najkraée rastojanje tacke B od vektora ugaone brzine w dato
st
I

. s
h, =0Bsin— —v—a)= — [ml,
L (g —7 =)=

i

pa je brzina tacke B u trenutku t
Uiy = {J,'lﬂlj'._h. =1 ilT.Fi'.f.','-iJ-

Posto je ugaona braina nutacije jednaka nuli, komponenta ez uquonog ubiza-

nja je. prema (7.15). jednaka nuli. Zato je ugoono ubrzanje (7.12)

£ = E] T E2,

gde-je

F

E'i —- u;] .}': wd:‘

a g1 se izratunava prema (7.15)

£1 = ':';-.]!J'k = L;J‘.,-L-"', |:: ‘D}
2hog promendfivosti ugla o izmedu veltora wgaone brzine w 1 ose z.
[z (B se dobiju
; wp =12, w, =0t
'.
a u datom trenuthu ty je
(E)

[7 ovom problemu whrzanje tacke B, prema (7.55) @ uzimanjem w obzir

izraza (D), 1znosi
Ay = Ay, + Apy T A, T Ay, EP]
gide su
ﬂfj}l —_ {-:--'I'J-k :{ 1.1_1‘, ({;)]
(H)

ag, = Wyl xXrp,

i gde je vy vektor polozaje tacke B, pa su intenziteti ubrzanja

. - 4 m . r M
= wu0B ?-.;111{3 - 7)) =wnOA =4 n/ s,

I L

[}

fp]

gy = waOBsiny =wur =6 [m/s].

Na slici 7.15 nacrtane su ove dve komponente vektora ubrzanjo u skladu

puta ponovljenim pravilom vektorskoy proizvoda.

Sferno kretanje tela

s vise

Komponenta ugaonog ubrzanja €+ ima intenzitet prema (D)

s
)

=

'E‘.”. — '::":-‘];ITJI':"-'I.‘»]. Hiﬂ. {El::wp, {.._.'f_'j = ll"""’;.l]_r":"lf, 1 HJ-:I] —_ E’i [1".'._-2],
i J i . a Ak A Ji , . . . . o & . B
| Pravae xre_?ﬁ.ta:rm €2 ge upravan na ravan koju formiraju vektor Wy i
nyegov smer je u skladu sa pravilom vektorskog proizvoda. Komponenta ob
ubrzanjo a., = gy X rgy ima intenzitel
{1 . (JB E :T . "'F f N -.E
e21 = E210Bsin o = 6V5 [m/s7).

Konalno, normalno ubrzanje ima intenzitet

2 15 s
aut = wihy, = V13 /s,
pravac odgovara praveu hy, a smer je ka trenutnoj osi obrtanja.
Da bi se odredilo ukupno ubrzanje, usvoqr se osa £ koja u svakorm tren
kretanja obrazuje sa osama z i ¢ pravougl koordinatni sistemn @ na te o:
projektuje vektorska jednatina (F)

r )
{LHEI = ARy — HH};] - 2 I_HIXJ:G'L.! -
AHcl = e SINY — @ COs o = 4 ;'m;"ﬁ!]j
ABz1 = Uy SO — @, o5y = —9 [-.-n;’.u;"’:']_

pa je wntenzitet ukupnog ubrzanje toike B

[ . p——
v — 2 2 ' '
aBr = \[ahe +aj, + as, = V101 (/5%




Glava 8

Slobodno kretaﬁje tela

Ako kretanje tela u prostoru nije ograniceno nikakvim vezama onda se telo slo-
bodno krete u prostorin. Cesto se ovakvo kretanje tela zove opste kretanje tela,
Poloza) tela u trodimenzionalnom prostoru jednoznacno je odreden polozajern
tri njegove tacke A, B 1 C koje se ne nalaze na istom praveu (Slika 8.1).

x

Slika 8.1:

Ako se usvoji nepokretan koordinatni sistem Oy z, onda je polozaj ove tri
tacke odreden sa devet parametara, odnosno devet Dekartovih koordinata a4,
Yay T4 TR Y, 28y ooy Yoo 1 20 tih tacaka, Iz uslova da je telo kruto sledi du
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Slobodno kretanje tela

je rastojanje izmedu ovih tacaka tokom kretanja nepromenljivo

IS

AB = /(wa—ag)?+(ya —yp)® + (24 — z5)° = const.,
AC = /(o —2)E + Wa — )+ (71 — 20)7 = const,
BC = f(zp—xc)+ (ys —yo)? + (2 — 2¢0)? = const.

[z ove tri jednacine mogu se bilo koje tri koordinate izraziti preko preos
sest koordinata, koje su prema tome nezavisne, pa ovo kretanje ima Sest ste
slobode kretanja. Ove jednacine predstavljaju jednacine veza, pa oduzimean
broja jednacina veza, tri, od ukupnog broja parametara, devet, sledi da je
stepeni slobode kretanja Sest. Znaci, gest jednacina kretanja opisuje slobe
kretanje tela.

iy

Slika 8.2;

Telo se moze pomeriti iz jednog polozaja u prostoru u drugi jednim f
latornin pomeranjem i jednim obrtanjem oko proizvoljno izabrane tacke.
se na telu jedna tacka A (Slika 8.2) 1 veZze za nju koordinatni sisterm A,
koji se kreée translatorno zajedno sa telom u odnosu na nepokretni koordi
sistern Oxyz. Proizvoljno izabrana tatka A naziva se pol slobodnog kre
tela. Za telo se u tacki A ¢vrsto veze koordinatni sistem A&ng. Koordi
sistern Ang se obrée zajedno sa telom oko pola A, odnosno vrsi sfernc
tanje oko pola A. Slobodno kretanje tela odredeno je kretanjem pola, od)
translatornim kretanjemn koordinatnog sistema Axyypzp, 1 sfernim krete
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oko tacke A. odnosno obrtanjem koordinatnog sistema A&ng u odnosu na ko-
ordinatmni sistem Axy2. _

Polozaj koordinatnog sistema Ay zp 1 odnosu na nepokretan koordinatni
sistemn Quyz odreden je koordinatama x4, 54,24 pola A slobodnoy kretanja
tela. koje su pri kretanju poznate funkcije vrenena

ra=a4(t). wya=uyalt), za=zall). (8.1)

Polozaj koordinatnog sistema A&ye u odnosu na koordinatui sistem Ay 2
odreden je Ojlerovim uglovima precesije ¥+, nutacije # i sopstvenog obrtanja
(Slikar-8.2), koji su pri kretanju poznate funkcije vrenena, odnosno

v=u(t), #=00), ©=et). (8.2)

Ovilr sest jednacina (8.1) 1 (8.2) definizu slobodno kretanje tela 1 nazivaju se
konaénim jednaéinama slobodnog kretanja tela.

Translatorno kretanje tela potpuno je poznato znanjem brzine v,y i ubrzanja
ay pola A. Sferno kretanje oko tacke A je okarakterisano ugaonom brzinom w
i ugaonim ubrzanjem € obrtanja olo tatke A, Slicno kao kod sfernog kretanja
tela. “ovi vektori w 1 € stalno prolaze kroz pol A, menjajuéi svoj pravac u
prostori. U najopstijen slucaju slobodnog kretanja tela vektorli w 1 & ne
padaju u isti pravac.

U svakom trenutku vremena vektor v 4 brzine pola A i vektor ugaone brzine
w obrtanja tela oko pola A formiraju u polu kinematicki torzer. Posto je u
svakom trenutln tokom kretanja ugao izmedu elemenata ovog torzera proizvo-
lian. slobodno kretanje tela ostvarije se beskonactnim nizon trenutnih zavojnih

kretanja (vidi poglavlje 5.3.3).

8.1 Brzina tacke tela

Neka je B protzvoljna tacka tela koje vrsi slobodno kretanje. Vektor poloZaja
tacke B tela u odnosu na tacku O nepokretnog koordinatnog sistema Oy s je
(Slika 8.3)

Iy =Tryq+ /2, (8.3)
sde je ry vektor polozaja pola kretanja A u odnosu koordinatni pocetak O
nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz, a p vektor polozaja tacke B uodnosu
na pol A.

Diferenciranjen po vremenu izraza (8.3) dobija se

Vi =V4+ vfp (8.4)

Slobodno kretanje tela

¥

af

Slika R.3:

gde su brzine tacaka A1 B

Ve =Ty, Vi=TI4.
Vektor p je konstantne duzine zbog krutosti tela. pa je njegov izvod
vremenu jednak brzini kraja tog vektora zbog obrtanja tela oko tacke A

Vi=p=wxp. L

[ntenzitet vektora v4 je
-I1""1 — - 3 r —_— L]
'y = wpsin<d(w. p) = wh,,,

gde je h, = psin<(w, p) najkrace rastojanje od tacke B do vektora 1LZao
brzine w. Pravac vektora vi} poklapa se sa taneentom u tacki B na kr
poluprecnika h.. u ravni koja je normalna na vektor ugaone brzine w i prol:
kroz tacku A, a smer odgovara sineru ugaone brzine.

Preina tome, brzina tacke B tela koje vri slobodno kretanje (8.4) jedna

Jje vektorskoni zbiru translatorne brzine pola A i brzine tacke B zbog obrtar
tela oko pola A,

8.2 Svojstva ugaone brzine i ugaonog ubrzanja

PI‘E‘T-P{}Hl’FIVJE se da UZaoma brzina .Erliﬂhﬂi_'].l'tt'rj_{ E{I'L‘T-E"l!'ljﬂ tela zavisi od izbora tac
za pol. Naime, neka je wjy ugaona brzina tela u odnosu na pol u tacki A.
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Slika 8.4

wp 1 odnosu na pol u tacki B (Slika 8.4). pri cemu pravac vektora AB nije
paralelan praveima vektora ngaonih brzina. Brzina tacke A u odnosu na B je

V4=V t+wpy X BA, {S.ﬁj

dok je brzina tacke A u odnosu na tacku B

‘.I Vi =V, Wy X AB. (3?:]

Zamenon izraza (8.7) u (8.6), i podto je AB = —BA dobija se
- {l‘.-r.-‘-'_mi - LI.JHJ « AB = (. {3,8}

Posto je vektor AB proizvoljan, a pravac tog vektora nije paralelan vek-
torima w4 | wy. ova relacija je ispunjena samo ako je

Wy = Wy, {Egj

addnosno ugm:rlla brzina wpy obrtanja oko pola B jednaka je ugaonoj brzini
w i obrtanja oko pola A. Prema tome, vektor ugaone brzine w =wpg = Wy
slobodnog kretanja tela ne zavisi od izbora pola.

Diferenciranjem izraza (8.9) po vremenu dobija se

W= wp, (8.10)

odnosno sledi zakljucak da ni vektor ugaonog ubrzanja ne zavisi od izbora pola,

pa je

Slobodno kretanje tela

8.3 Ubrzanje tacke tela
Diterenciranjem jednacine (8.4) po vremenu dobija se
Vg =V, +wxp+wx p (&

Kako je vy ubrzanje tacke B. a v 4 ubrzanje tacke A, w ugaono ubrz
obrtanja tela oko pola A1 p dato sa (8.5) ovaj izraz postaje

aﬁzaﬁ—f—s:-r:p-i—-uxvﬂ. (&
Na slici 8.5 prikazane su sve komponente ubrzanja. Komponente

a; = £ X P,

- A
Sy = WXV, (8

predstavljain deo vbrzanja tatke B zbog obrtania tela oko pola A, K
ponenta a.. ubrzargs tytke B usled obrtanja tela oko pola A zove se
malno ubrzanje. Kao i kezl sfetnog kretanja., o zbog karakteristika veltors
proizvoda w = v'_g, ova komponenta ima intenzitet, a, = n.-,""h,-*.} pravae |
malan na vektor w, a smer ka vektoru w. Kao i kod ranije proucenih kreta
komponenta ubrzanja a. zove se obrtno ubrzanje.

r
Z

E';--""'-H

¥

A ﬂ#"
£

i

Shika 8.5:

Kao i kod sfernog kretanja obrtno ubrzanje ima vise komponenti, kojs
detaljno proucene kod sfernog kretanja. Prema tome, ubrzanje proizvo
tacke B tela pri slobodnom kretanju u prostoru jednako je vektorskom zl
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ubrzanja a, pola A, obrtnog ubrzanja a. tacke B, ] normalnog ubrzanja a,,
usled obrtanja tela oko pola A

apg = a4 +a, + a,. (8.15)

Sva prethodno proucena kretanja tela, obrtanje oko nepokretne ose, slerno
kretanje, ravansko kretanje tela i translatorno kretanje tela predstavljaju samo
specijalne sluajeve slobodnog kretanja tela.

8.4 Primer

Primer 18 Za krajeve stapa AB dufine L = 4 [m] zglobno su vezana dva
Klizata. Klizaé A se kreée po nepokretnom praveu OA, a klizat B po pravcu z
koji je paralelan praveu z o nalazi se na rastojanju | = 2 [m] (Slika 8.6). U
trenuthu kada se kraj A stapa AB naluzi na rastojanju ly = 2 (] od nepokretne
tacke O brzina tacke A je

il

vy = V2 im/s]
aubrzanje |
aq =0 [m/s%.
Odrediti briinu i ubrzanje tatke B u tom trenuthu vremena: a) analitieki,
b) vektorski.

T

Slika 8.6:

Slobodno kretanje tela

Analitick: nacin.

Stap AB vrsi slobodno kretanje, ali ima samo jedan stepen slobode ]
futka B se translatorno pomera u praveu zy ose pa ima brzinu u tom
Odredt se koordinata tacke B w 2y pravew. [z pravouglog trougla ABB

L} |
'

25 = L — (AB)*.
[z trougla OABy je

(ABy)? =24 + 1%
Zamenom (B) u (A) dobija se

-k ;N

*F':r = L% — (23 + I*).

zvod izraza (C) po vremenu glasi

IRER = —LATA,

odnosno odavde se dobija brzina tarke I3

oA
Vg = ——uv4.
‘:4"‘." ol
L7 datom momentu vremena 7!
y — nee
L = —1 [.’.‘r:.l,- 31,

I[zvod po vremenu izraza {_FD ) za brzinu toike B (L

N 22 L - 2
SEEIp T I = g, - L,
pa je ubrzanje tatke B
Loy 2
H.U — _'-\_'_I:J'Jrf =1 rl_.i i :JF.IEJJIJ‘
B

L4 [} i - .
[T zadatom trenuthu vremena whrzanje tacke B Je

3 :
oy
gl = ——= [m/s ]
22
Vektorski nacin.

") ¢ -t ] =
Stap AB vrsi slobodno kretanje. [zabere se taika A za pol slobod
. . I e . |".. ' " i~ ey Joon . . . )

tanja, koja se krece pravolinijske duz & ose. pa je njena brzina

V1= J.‘.!,i.
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— mEiranma s CloETm

Tokom kretunja stap AB vrst sferno Eretanje oko pola A, @ pri tom se nalaz
stalno u vertikalnoy ravni ABBy. Ta ravan se obrie oko vertikalne ose zo, kojo
Je paralelng osi =, ugaonom hrzimomn

[7 toj ravni stap AB se obite oko ose koja_je normalna na ravan ABBy i nalazi
se w ravnd Owy. Neka je jedimieny vektor tog pravea e, a odgovarajuia ugaona
brzina w, = we.e. Sa slike se vidi da je

e = —1Cos v — ) Sy,

gde 96 o ugao 1zmedu jedinitnog vektora e i pravea ose x. Ukupna ugaona
brzina sfernog kretanjo stapa AB 1znost

-

w = k4w, (—icos o — jsina). (B)

Tacka B se kreée pravolinijski po praveu paralelnom osi z, pa ako se pret-
postari do se ona kreée nemze njena brzina glase

vg = —ik. (")
Brzine tacaka A i B povezane su relucijom (8.7)
r

Vi =V, +w x AB. {:D:l

Sa slike 8.0 je

:g =/ 1* = (AB)? = /L2 - (% + 1)

pa su keordinate tataka A [ B ftapo u zadatom trenuthu vremena A(2,0,0)
B(0,2,2v2). i vektor polozaja AB glasi

AB =z — 24)i+ (yg —ya)j+ (25 — s )k = =2i+2j+2V2k.  (BE)
Su slike se vidi da je sina = wa/y .-“:!."i % = \/’rﬁ;’? pa je ugao
'y

0 = *i* [rad:.

Zamenom izraza (A), (B), (C) 1 (E} u vektorshu jednatinu (D) dobija se

1 i k
—upyk =vqi4+ | —wecosy —wesina W .

s
-2 2 2./92

Slobodno kretanje tela

Ova vektorska jednaéina je zadovoljena ako su zadovoljene sledete tri ska
jednadine

I

() v — 2V 2w, sin o — 2w,
0 = Ev@wﬁ Cos i — 2y,

-y = —'.-}.,ML{L'UE x + Sl !.'1'],
citim reSavanjem se dobija

V2

E"""Et = "-"-'Itl ===

4
Veza ubrzanja taéaka A 1 B (8.13) glasi

(571, vg =1 [m/s.

ag=a,+eXp+wx v,

gyde je prema (8.4), (A}, (C) i (F)
v =vg — v = —k—V2i.

Izvod izraza (B) po vremenu prufa ugaono ubrzunje obrtanja §tapa Al
pola A
£ =W =w, k+w. k+uw,.e+w,é,

gde je k =0 zbog konstantnosti vektora k, a brzina é kraja jedinitnog veki
zbog obrtanja oko pola A iznosi

¢ =wxe=(wktwe) xe=wkxe,

odnosno
1 j k
SIS 0 0 We | = lw, Sinor = Jw- Cos o
—cosie —sinoa ()

Zamenomn ovog izraza u (1) dobija se ugaono ubrzanje
g = 1 —we cO8 ¢ + wew. sina) + j(—w, sin a — w, - cos o)+ k.

Uzimajuet w obzir sve dobijene rezultate, veza ubrzanja (G) taéoka .

glast

i j k i j k
—agk=| Foo,+h) Fw - o |+ -} -} 2
—2 2 2y/2 -2 0 -1
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Ova vektorska jednaéina je zadovoljena ako su zadovoljene sledece tr skalarne

jednadcing
1 1
— e e e | D . —_
) 2u 2{ —t ! L1
L1 — 1. /2
—ap = V2(-@.+ E] + V2(—w, — T

Resavanjem ovih jednading nalaze se ugaono ubrzanjo we ¢ w, ¢ ubrzanje ag

tacke B

3 Wal = —~ & g iy = 1 [?'H.}"SE:E_

1, .y . 1, 32
E']

Glava 9

Slozeno kretanje tacke

Na samom pocetku proucavanja kretanja tacke ili tela sponiinje s
da ono bude apsolutno ili relativio. Do sada je proucavano sam
kretanje, odnosno kretanje koje se odvija u odnosu na neko nepok
u odnosu na odgovarajuéi nepokretan koordinatni sistem u prostor:
kretanje je svako pomeranje u odnosu na neko pokretno telo ili
neki pokretan koordinatni sisterm. U mnogim problemima javlja se
kretanje tela i kretanje tacke u odnosu na telo. U takvim problemi
tacke posmatra se istovremeno u odnosu na'thva koordinatna sister
nepokretan a drugi pokretan i évrsto vezan za pokretno telo. Tal
tacke naziva ze sloZeno kretanje tacke.

Posmatra se sledeci primer. Po palubi broda, koji plovi po r
covek, a iznad broda leti helikopter. Kretanje coveka i helikop
posmatra sa broda, sastoji se od dva kretanja, od kretanja broda i
coveka 1 helikoptera u odnosu na brod. Kretanje coveka i helikopte
na zemlju, ako se ona smatra nepokretnom. je apsolutno kretan
coveka 1 helikoptera u odnosu na zemlju su apsolutne putanje i njih |
covek koji stojl nepokretan na zemlji. Kretanje coveka i helikopte
na brod je relativno kretanje. Putanje coveka i helikoptera u odnos
relativue putanje i njih pravilno vidi covek koji stoji nepokretan 1
opisanom problemu, postoji i kretanje samog broda. Apsolutno kri
1 odnosu na zemlju naziva se prenosno kretanje. Drugim recin
coveka 1 helikoptera u odnosu na zemlju moze da se rastavi na d
1) kretanje broda, odnosno prenosno kretanje i 2) kretanje n odn
odnosno relativio kretanje.

Neka je Oxyz (Slika 9.1) nepokretan koordinatui sistem, sa jed
tortina koordinatnih osa i, ji k. U tomn prostoru kretu se neko telo i
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