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Apstrakt 

 

Koncept fazi bi-mera sa vrednostima na bipolarnoj skali se može posmatrati kao uopštenje 

realnih klasičnih mera. Diskretni bipolarni pseudo-itegral se može razmatrati za tri kanonička 

slučaja u odnosu na dve binarne operacije, simetričnog pseudo-sabiranja i simetričnog pseudo-

množenja: (⊕, ⊙). U prvom slučaju operacije su generisane sa neparnom, strogo rastućom i 

neprekidnom funkcijom, dok u drugom slučaju su generisane sa simetričnim maksimumom i ne-

idempotentnom operacijom, a u trećem slučaju sa simetričnim maksimumom i simetričnim 

minimumom. Prema definiciji, diskretnog bipolarnog pseudo-integrala funkcije f na konačnom 

skupu X, gde su vrednosti u okviru simetričnog intervala, fazi bi-mera m je ⊕-dekompozabilna. 

U okviru drugog poglavlja disertacije prikazan je bipolarni pan integral. Ovaj novi tip integrala 

je definisan u odnosu na fazi bi-mere. Pored definicije, date su i osobine, kao i veza sa 

bipolarnim Šokeovim integralom i bipolarnim pseudo-integralom. 

Jedna od najčešće primenjivanih nejednakosti u odnosu na Lebegov integral, jeste Jensenova 

nejednakost. U okviru ove disertacije analizirana je Jensenova nejednakost za diskretni bipolarni 

pseudo-integral. 

U četvrtom poglavlju disertacije istražena je specijalna klasa bipolarnog univerzalnog integrala, 

koja je u vezi sa bipolarnim Šokeovim integralom. Definisan je nov bipolarni Šokeov g-integral. 

Prikazana je Jensen-Stefensenova nejednakost za diskretni bipolarni Šokeov g-integral. Pored 

određenih osobina bipolarnog Šilkretovog i Sugenovog integrala, prikazana je Jensenova 

nejednakost za ove integrale. Dati su primeri koji ilustruju dobijene rezultate. 

U okviru ove disertacije predstavljena je primena ovih integrala za reprezentaciju preferencije u 

procesu višekriterijumskog odlučivanja. Rezultati mogu biti od značaja i imati primenu u 

mnogim drugim oblastima kao što su informacione nauke, mašinsko učenje, optimizacija, 

aktuarske nauke i druge, gde je potrebno doneti određenu odluku na osnovu realnih ulaza. 

Teza se završava zaključkom i listom citirane literature. 

 



Abstract 

 

The concept of a bi-capacity with values in a bipolar scale was observed as a generalization of a 

capacity. Discrete bipolar pseudo-integral has been considered three canonical cases of two 

binary operations, symmetric pseudo-addition and symmetric pseudo-multiplication: (⊕, ⊙).  In 

the first case the operations are generated by an odd, strictly increasing and continuous function, 

in the second case that are the symmetric maximum and a non-idempotent operation, and in the 

third case the symmetric maximum and the symmetric minimum. The definition of the discrete 

bipolar pseudo-integral of a function f, defined on a finite set X, with values in some symmetric 

interval, requires that the underlying bi-capacity m is ⊕-decomposable.  

In second chapter of the thesis the notion of the bipolar pan-integral is introduced. This new type 

of integral is based on bi-capacities. The bipolar pan-integral is defined and its main properties 

and relations with bipolar Choquet integral and bipolar pseudo-integral are considered. 

One of the most studied and used inequality concerning Lebesgue integral is the Jensen’s 

inequality. The main purpose of the thesis is to establish new conditions under which the Jensen 

type inequality is valid for the discrete bipolar pseudo-integral. 

In the fourth chapter of the thesis, a special class of the bipolar universal integrals is investigated, 

as a new type of integral which is related to the bipolar Choquet integral. The discrete bipolar 

Choquet g-integral is introduced.  The Jensen-Steffensen type inequality for bipolar Choquet g-

integral is considered and illustrated in given examples. Furthermore, an overview of the bipolar 

Shilkret and Sugeno integrals is given and conditions are proposed for the validity of the 

corresponding Jensen type inequality. Obtained results are illustrated by the adequate examples. 

Within this thesis is presented the usage of these integrals for preference relation modeling in 

multicriteria decision analysis. Results of the thesis can be applied in many different areas like 

information sciences, machine learning algorithms, optimization, actuarial sciences and others, 

which include decision making based on aggregation of real inputs. 

The thesis ends with conclusion and a list of cited references. 
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Uvod

Linearne funkcije kao ²to su aritmeti£ka sredina, zatim ponderisana arit-

meti£ka sredina (sa teºinskim koe�cijentima) imaju primenu u agregaciji, ili

fuziji podataka. One se mogu reprezentovati Lebegovim integralom, de�nisa-

nim u odnosu na klasi£nu meru. Me�utim, u nekim prakti£nim problemima

dono²enja odluka u uslovima neodre�enosti, ove se funkcije mogu koristiti za

agregaciju samo kada ne postoji interakcija izme�u kriterijuma, ili se inter-

akcija moºe zanemariti.

Klase skupovnih funkcija koje nisu aditivne u literaturi su poznate pod

razli£itim nazivima, kao na primer: neaditivne mere, monotone mere, fazi

mere, ili kapaciteti. Neaditivni integrali u odnosu na fazi mere, kao ²to su

�okeov [10], Sugenov [49], �ilkretov [48], univerzalni integral [25] i pseudo-

integral [42], prikladni su za re²avanje prakti£nih problema koji uklju£uju

interakcije me�u kriterijima.

Poznate su brojne primene neaditivnih (fazi) integrala u dono²enju odlu-

ka na osnovu agregiranih podataka. Istaknuta klasa funkcija agregacije, ta-

kozvani OWA-operatori (ure�ene sredine sa teºinama), mogu se predstaviti

pomo¢u �okeovog integrala, koji je uveo francuski matemati£ar Gustav �oke

1953. godine. Ovaj integral nije linearan, ali u slu£aju kada je de�nisan u od-

nosu na klasi£nu meru, �okeov integral se podudara s Lebegovim integralom.
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Teorija fazi mera i integrala primenjuje se u mnogim disciplinama mate-

matike, inºenjerstva, ekonomije, u teoriji odlu£ivanja, uop²teno u problemi-

ma koji zahtevaju neku proceduru agregacije i / ili modeliranje neodre�enosti

[2, 19, 12, 25, 40, 43, 65].

Ve¢ina radova posve¢ena fazi merama i integralima fokusirana je na slu£aj

kada su njihove vrednosti nenegativne [6, 41]. Neki od istraºiva£a prou£avaju

fazi integrale i mere kada su skale bipolarne, odnosno na skupovima vredno-

sti koje uklju£uju i negativne i pozitivne vrednosti, kao i neutralni elemenat

[14, 15, 17, 21, 22].

Uop²tenje fazi mere (monotono neopadaju¢e, nenegativne skupovne funk-

cije, koja se anulira na praznom skupu) poznato je pod razli£itim imenima

kao ²to su bipolarni kapacitet, bi-kapacitet, fazi bi-mera, a detaljno je prou-

£avana u [14, 15]. De�nicija pseudo-integrala [29, 34, 36, 42, 50, 52] vezana je

za koncept poluprstena (de�nisanih pomo¢u dve binarne operacije sa odre-

�enim osobinama) i skupovnim funkcijama koje predstavljaju uop²tenje fazi

mere u odnosu na pseudo-operacije (⊕-mera).

U novijoj literaturi jedna od intezivno prou£avanih primena neaditivnih

integrala je Cumulative prospect theory (CPT), uvedena u [65]. CPT je nu-

meri£ki model za upore�ivanje alternativa pomo¢u izra£unavanja dva iznosa

u odnosu na dva para skupova, koje odre�uju pozitivne i negativne osobine

alternativa.

Lehrer [28] je de�nisao konkavni integral u odnosu na fazi meru, koji je

baziran na dekompoziciji (slu£ajna promenljiva kao pozitivna linearna kombi-

nacija indikatora). Yang [66, 68] je uveo pan integral, koji se de�ni²e pomo¢u

dve pseudo-operacije, pan-sabiranja ⊕ i pan-mnoºenja ⊗. Pan-integrali ba-
zirani na sabiranju i mnoºenju (+, ·) su prou£avani u [35, 69].
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Nedavno su uvedeni bipolarni integrali [21, 22, 23] u odnosu na fazi bi-

meru, kao ²to su bipolarni �okeov integral, bipolarni Sugenov integral i bi-

polarni �ilkretov integral, koji su tako�e izu£avani u [58]. Diskretni bipolar-

ni univerzalni integral, koji pokriva sva tri pomenuta bipolarna integrala je

uveden u [23]. Diskretni bipolarni pseudo-integral je de�nisan kao razlika dva

pseudo-integrala [53, 54, 56]. Bipolarni pan integral je uveden u [59].

U okviru uop²tene teorije mere prou£avana je Jensenova nejednakost za

integrale zasnovane na fazi merama [1, 7, 44, 45, 46, 47, 57, 61]. Ova nejed-

nakost ima zna£ajnu ulogu ne samo u teoriji verovatno¢e, ve¢ i u mnogim

disciplinama primenjene matematike, teoriji informacije, aktuarskoj mate-

matici, statisti£koj �zici itd. Kako dolazi do sve ve¢e primene bipolarnih

integrala u ovim oblastima, potrebno je posvetiti posebnu paºnju nejednako-

sti Jensenovog (Jensen-Stefensenovog) tipa za bipolarne integrale (integrale

bazirane na fazi bi-merama).

Prema tome, glavni cilj ove disertacije jeste da se ispita Jensen-Stefensenov

tip nejednakosti za bipolarne integrale bazirane na fazi bi-merama (bipolarni

�okeov g-integral, bipolarni Sugenov, bipolarni �ilkretov i bipolarni pseudo-

integral). Pored toga, zadatak je i da se predstavi primena funkcija agregacije

zasnovanih na ovim integralima u procesu vi²ekriterijumskog odlu£ivanja.

U prvom delu predstavljene su osnovne de�nicije i osobine funkcija agre-

gacije. Nakon toga su prikazani pregled pojmova, de�nicija, teorema, primera

i metoda vezanih za fazi mere i fazi bi-mere. Od neaditivnih integrala poseb-

no su razmatrani fazi integrali i to �okeov, Sugenov, kao i �ilkretov integral.

Zatim su predstavljene pseudo-operacije, pseudo-integral i simetri£ne pseudo-

operacije, kao i de�nicije i osobine vezane za njih.
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U drugoj glavi su de�nisani bipolarni integrali bazirani na fazi bi-merama.

Pored toga su dati originalni rezultati prikazani u [59], a u okviru kojih je

uveden i nov tip integrala, diskretni bipolarni pan integral. Izme�u ostalog,

ispitana je i me�usobna veza razli£itih tipova bipolarnih dekompozabilnih

integrala, ²to tako�e predstavlja originalne rezultate.

Nakon toga, u tre¢oj glavi su dokazane nove teoreme Jensen-Stefensenovog

tipa nejednakosti za diskretni bipolarni pseudo-integral, a ²to predstavlja ori-

ginalne rezultate prikazane u [61, 62]. Posebno se razmatraju tri slu£aja si-

metri£nih pseudo-operacija, sabiranja ⊕ i mnoºenja �.

U £etvrtoj glavi je uveden nov tip integrala, a to je bipolarni �okeov g-

integral. Pored toga su de�nisane i dokazane nove teoreme

Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni �okeov g-integral, a ²to

je prikazano u [38]. U okviru ove glave su tako�e prikazani originalni rezul-

tati Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni Sugenov integral i

bipolarni �ilkretov integral, a ²to je prikazano u [60].
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Glava 1

Neaditivni integrali

U okviru ove glave dat je prikaz funkcije agregacije. Pored toga, de�ni-

sana je fazi mera, kao i fazi bi-mera. Od neaditivnih integrala, predstavljeni

su fazi integrali koji su zna£ajni za dalji rad, kao ²to su �okeov, Sugenov,

�ilkretov integral i pseudo-integral. Tako�e je dat pregled pseudo-operacija i

simetri£nih pseudo-operacija, uz prate¢e de�nicije, teoreme, osobine i prime-

re. Detaljnije informacije se mogu na¢i u [3, 6, 4, 5, 8, 9, 10, 11, 14, 15, 18,

19, 25, 27, 30, 32, 42, 48, 49, 50, 54, 56, 59, 63, 64, 65, 66].

1.1 Funkcije agregacije

Pomo¢u funkcije agregacije [3, 8, 9, 19, 32, 63] se saºimanjem (agrega-

cijom) n ulaznih vrednosti dobija jedna izlazna vrednost, pri £emu ulazne i

izlazne vrednosti pripadaju istom skupu, a to je naj£e²¢e skup realnih bro-

jeva. Uop²teno moºemo re¢i da agregacijom vi²e razli£itih izvora informacija

dolazimo do nekog jedinstvenog izlaza [19, 63]. Klasi�kacija funkcija agrega-

cija je vezana za prirodu podataka, odnosno ulaznih vrednosti, gde moºemo

da razmatramo numeri£ke i kategorijske podatke. Najpoznatiji primeri ope-

ratora agregacije su teºinska i aritmeti£ka sredina.
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Neka je D neprazan interval realnih brojeva, koji moºe biti ograni£en, ili

neograni£en. Uvedimo oznaku x = (x1, x2, ..., xn), gde xi ∈ D za

i = 1, 2, ..., n. Skup {x1, ..., xn} je skup podataka koji treba da budu agre-

girani (rezutati, ocene, usluga itd.). Sledi op²ta de�nicija funkcije agregacije

nad proizvoljnim intervalom D.

De�nicija 1.1. [19] Funkcija A : Dn → D, koja je neopadaju¢a (po svakoj

promenljivoj) i monotona, a zadovoljava slede¢e grani£ne uslove:

inf
x∈Dn

A (x) = inf D i sup
x∈Dn

A (x) = supD, (1.1)

se naziva n-arna funkcija agregacije.

U nastavku su posmatrane n-arne funkcije agregacije za koje je

D = [−1, 1], tj. funkcije agregacije £iji je domen skup [−1, 1]n, a kodomen

interval [−1, 1]. U tom slu£aju se grani£ni uslovi (1.1) svode na

A(−1) = −1 i A(1) = 1,

gde je −1 = (−1, . . . ,−1) i 1 = (1, . . . , 1).

Uo£eno je da odgovaraju¢i izbor funkcije agregacije zavisi od odre�enih

osobina, pa iz tog razloga, slede neke osobine koje su kori²¢ene u daljem radu.

Kaºemo da je funkcija agregacije A : Dn → D

� idempotentna ako za svako x = (x, . . . , x) ∈ Dn vaºi A(x) = x;

� homogena ako za sve x ∈ Dn i c > 0 za koje c · x ∈ Dn, vaºi

A(c · x) = c ·A(x) ∈ D;

� aditivna ako za sve x,y ∈ Dn, x+y ∈ Dn, vaºiA(x+y) = A(x)+A(y);

� bipolarno komonotono aditivna ako za sve x,y ∈ Dn, x + y ∈ Dn koji

su bipolarno komonotoni, odnosno takvi da (|xi| − |xj|)(|yi| − |yj|) ≥ 0

i xiyi ≥ 0, za sve i, j, vaºi A(x + y) = A(x) + A(y).

6



1.2 Fazi mere i fazi bi-mere

Neka je sa X obeleºen neprazan skup, sa A je ozna£ena σ−algebra pod-

skupova na X. Tada (X,A) nazivamo merljiv prostor.

1.2.1 Fazi mere

Aditivnost klasi£ne mere u vi²ekriterijumskom odlu£ivanju se pokazala

previ²e restriktivnom. Iz tog razloga se javlja potreba za uvo�enjem mono-

tonone skupovne funkcije, odnosno fazi mere [42, 64].

De�nicija 1.2. [42] Neka je (X,A) merljiv prostor, fazi mera m na (X,A)

je funkcija m : A → [0,+∞] koja zadovoljava slede¢e uslove:

(i) m(∅) = 0,

(ii) za svako A,B ∈ A, ako je A ⊆ B, tada je m(A) ≤ m(B) (monotonost).

Primetimo da je funkcija verovatno¢e, kao i svaka klasi£na mera u stvari

fazi mera, jer aditivnost implicira monotnost. Sa druge strane ne vaºi obrnu-

to, odnosno monotonost ne implicira aditivnost.

De�nicija 1.3. [42] Neka je m : A → R+
= [0,+∞] fazi mera na (X,A),

tada se trojka (X,A,m) zove prostor fazi mere.

De�nicija 1.4. [42] Neka jem fazi mera na merljivom prostoru (X,A). Tada

je m:

� normalizovana ako vaºi m(X) = 1;

� aditivna ako m(A ∪B) = m(A) +m(B) kada je A ∩B = ∅;

� subaditivna ako m(A) +m(B) ≥ m(A ∪B) +m(A ∩B);

� superaditivna ako m(A) +m(B) ≤ m(A ∪B) +m(A ∩B);

� neprekidna odozgo ako vaºi: An ∈ A, An ↘ A =⇒ m(An)↘ m(A);

� neprekidna odozdo ako vaºi: An ∈ A, An ↗ A =⇒ m(An)↗ m(A).
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1.2.2 Fazi bi-mere

Fazi bi-mere (bi-kapaciteti) predstavljaju uop²tenje klasi£nih mera. Jedna

od njihovih mnogobrojnih primena je u problemu odlu£ivanja gde su skale

bipolarne sa negativnim (lo²im) i pozitivnim (dobrim) vrednostima uklju-

£uju¢i neutralnu vrednost, ²to omogu¢uje modeliranje bipolarnosti. Tipi£ni

primeri takve skale su [−1, 1] (ograni£en interval), R (neograni£en interval),

{veoma lo², lo², srednji, dobar, odli£an} (ordinalna skala). Osnovni problem

kod uvo�enja ovakvih skala jeste de�nisanje odnosa izme�u dva kriterijuma.

Uzmimo skalu [−1, 1], sa neutralnim elementom 0. Najprostiji na£in, jeste

da se kaºe da su ”pozitivni” i ”negativni” delovi simetri£ni. Za vi²e detalja

videti [14, 15].

Kompleksniji model razmatra nezavisno pozitivne i negativne delove. Ta-

da se moºe re¢i da pozitivna binarna alternativa de�ni²e fazi meru m+, dok

negativna binarna alternativa de�ni²e fazi merum−. Ovo predstavlja poznati

Cumulative prospect theory (CPT) model koji je prikazan u [65]. Me�utim,

nije te²ko na¢i primere gde ºelje onog koji pravi model ne mogu biti intepre-

tirane pomo¢u CPT modela. U [14, 15, 27] predloºen je jo² uop²teniji model

pod pretpostavkom da ne postoji nezavinost izme�u pozitivnih i negativnih

delova, kojim se ternarnim alternativama dodeljuje broj iz intervala [−1, 1].

Ovaj broj ¢e se ozna£avati sa m(A,B), odnosno kao vrednost funkcije dve

promenljive, £iji je prvi argument skup kriterijuma koji su totalno zadovo-

ljeni, dok je drugi argument skup kriterijuma koji nisu totalno zadovoljeni,

dok se preostali kriterijumi vode pod neutralnim nivoom. Ovakva funkcija se

naziva fazi bi-mera.

Neka je Q(X) := {(A,B) ∈ P(X)×P(X)|A ∩B = ∅}, tj. Q(X) je skup

svih disjuktnih parova podskupova od X. U odnosu na binarnu relaciju �
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koja je de�nisanu sa

(A,B) � (C,D) akko je A ⊆ C i B ⊇ D ,

skup Q(X) je parcijalno ure�en skup u kom svaka dva elementa imaju je-

dinstven supremum (A,B) ∨ (C,D) = (A ∪ C,B ∩D) i jedinstven in�mum

(A,B) ∧ (C,D) = (A ∩ C,B ∪ D). Struktura (Q(X),�) je mreºa tipa 3n.

Najve¢i elemenat je (X,∅), a najmanji (∅, X).

De�nicija 1.5. [14] Funkcijam : Q(X)→ R je fazi bi-mera ako zadovoljava:

(i) m(∅, ∅) = 0,

(ii) A ⊆ B implicira m(A, ·) ≤m(B, ·) i m(·, A) ≥m(·, B).

Pored toga, m je normalizovana fazi bi-mera ako vaºi

m(X, ∅) = 1 = −m(∅, X).

Primetimo da de�nicija implicira da m(∅, ·) 6 0 i m(·, ∅) > 0. Fazi bi-

mera m je CPT-tipa ako postoje dve (normalizovane) fazi mere m1,m2,

takve da za svako (A,B) ∈ Q(X) vaºi m(A,B) = m1(A) −m2(B). Za vi²e

detalja pogledati [14, 15].

1.3 Fazi integrali

U okviru ovog poglavlja razmatrani su fazi integrali u odnosu na prethod-

no de�nisane fazi mere, a koji su prikazani u [6]. Motivacija za njihovo de�-

nisanje dolazi iz potrebe da u teoriji odlu£ivanja donesemo odre�enu odluku.

Neka je (X,A) merljiv prostor.

1.3.1 Osnovni pojmovi

Svakoj funkciji f : X → R = [−∞,+∞], pridruºujemo familiju

Cf =: {Cf (x)|x ∈ R} ∪ {C ′f (x)|x ∈ R}, gde je

Cf (x) = {t ∈ X|f(t) > x} i C ′f (x) = {t ∈ X|f(t) ≥ x}.
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Cf nazivamo lanac pridruºen funkciji f , a on je totalno ure�en (parcijalno)

u odnosu na skupovnu inkluziju.

Komonotonost (zajedni£ka monotonost) funkcija moºe nadograditi kon-

cept aditivnosti (maksitivnosti) integrala. Za vi²e detalja videti [11]. Svaka

funkcija f : X → R odre�uje na X relaciju polu ure�enja:

t1 <f t2 ⇐⇒ f(t1) < f(t2).

Odnos izme�u dve relacije polu-ure�enja, predstavljene pomo¢u funkcija f i

g, odre�uje binarnu relaciju ∼ u RX
koja je simetri£na, re�eksivna, ali ne i

tranzitivna.

De�nicija 1.6. [6] f i g su komonotone (f ∼ g) ako ne postoji par t1, t2 u

X, takav da vaºi da je t1 <f t2 i t2 <g t1.

1.3.2 Osnovne i proste funkcije

Ozna£imo sa F(X), ili kratko F familiju svih merljivih (A-merljivih)

funkcija iz X u R+
= [0,+∞]. To zna£i da lanac Cf pridruºen funkciji

f ∈ F(X) je podskup od A. Ova de�nicija merljivosti podudara se sa klasi£-

nom, po²to je A σ−algebra.
Za svako a ∈ R+

i za svako A ∈ A, funkcija b(a,A) de�nisana sa:

b(a,A)(x) =

{
a, ako x ∈ A
0, ako x /∈ A

se zove osnovna funkcija.

Funkcija s : X → R+ je prosta ako je njen skup vrednosti kona£an.

Familiju prostih funkcija iz X u R+
, moºemo ozna£iti sa S(X).

Neka je funkcija s prosta, sa kodomenom {a1, a2, . . . , an}, bazirana na poj-
mu kona£ne podele skupa X, tako da vaºi {A1, A2, . . . , An}, gde je

Ai = {x ∈ X|s(x) = ai}. Tada, ako je Ai ∩ Aj = ∅ , i 6= j, vaºi slede¢e:
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s =
n∑
i=1

b(ai, Ai) ≡
n∨
i=1

b(ai, Ai). (1.2)

U izrazu (1.2), broja£ moºe da krene od jedinice, odnosno nula moºe biti

izostavljena, pretpostavljaju¢i da vaºi:

0 < a1 < a2 < . . . < an, (1.3)

na osnovu £ega se moºe dobiti klasi£an standardni prikaz, sa minimalnim

brojem osnovnih funkcija.

Lebegov integral proste funkcije s na skupu X date sa (1.2), u odnosu na

meru m, de�nisan je na slede¢i na£in:

∫
sdm =

∫ ( n∑
i=1

b(ai, Ai)

)
dm =

n∑
i=1

aim(Ai).

Struktura klasi£nog merljivog prostora (σ−aditivnost mere) dozvoljava

da se koristi bilo koja aditivna reprezentacija pomo¢u osnovnih funkcija. U

cilju da se izrazi komonotona aditivnost �okeovog integrala i komonotona

maksitivnost Sugenovog integrala, pogodno je uvesti komonotonu reprezen-

taciju prostih funkcija.

Tvr�enje 1.1. [6] Svaka prosta funkcija s zadovoljava komonotono aditivni

prikaz

s =
n∑
i=1

b(ci, Ci) (1.4)

i komonotono maksitivan prikaz

s =
n∨
i=1

b(ai, Ci) (1.5)

gde je C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ Cn ⊃ ∅(strogo).
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1.3.3 �okeov integral

�okeov integral [10] je uveo francuski matemati£ar Gustav Choquet, 1953.

godine, a kasnije je prou£avan od strane mnogih autora [6, 10, 11, 42].

De�nicija 1.7. [10] �okeov integral funkcije f ∈ F(X) u odnosu na fazi

meru m : A → [0,∞] je:

Ch(f,m) =

∫ ∞
0

m(Cf (x))dx, (1.6)

dok se na diskretnom skupu de�ni²e na slede¢i na£in,

Ch(f,m) =
n∑
i=1

fσ(i)(m(Cσ(i))−m(Cσ(i+1))) =
n∑
i=1

(fσ(i) − fσ(i−1))m(Cσ(i)),

(1.7)

gde σ predstavlja permutaciju skupa indeksa za koju vaºi

0 ≤ fσ(1) ≤ ... ≤ fσ(n) ≤ 1, fσ(0) = 0 i Cσ(i) = {xσ(i), ..., xσ(n)}.
Razmotrimo sada realne funkcije f i ozna£imo sa:

f+ = f ∨ 0 i f− = (−f) ∨ 0. (1.8)

Asimetri£an �okeov integral funkcije f : X → [−1, 1] u odnosu na fazi

meru m : A → [0, 1] je de�nisan sa

Ch(f,m) = Ch(f+,m)− Ch(f−, m̄),

gde je m̄ dualna skupovna funkcija kona£ne fazi mere m de�nisana sa

m̄(C) = m(X)−m(Cc), za sve C ⊆ X, dok je simetri£an �okeov integral

(ili �ipo²ov integral) de�nisan sa

Ĉh(f,m) = Ch(f+,m)− Ch(f−,m),

gde je bar jedan od prethodnih integrala kona£an. Ovi integrali su posebni

slu£ajevi CPT modela, gde su m+,m− dve fazi mere:

CPTm+,m−(f) = Ch(f+,m+)− Ch(f−,m−).

Navodimo fundamentalne osobine �okeovog integrala [6].
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� Osnovne vrednosti Za svaku prostu funkciju uz uslov 0 · ∞ =∞ · 0 = 0,

vaºi Ch(b(c, C),m) = c ·m(C) , ∀c ∈ R+
,∀C ∈ A.

Za c = 1, osnovna funkcija se podudara sa karakteristi£nom funk-

cijom 1C na skupu C i �okeov integral rekonstrui²e datu fazi meru

Ch(1C ,m) = m(C) , ∀C ∈ A.

� Homogenost Ch(c · f,m) = c · Ch(f,m) , ∀c ∈ R+
.

� Monotonost f ≤ g =⇒ Ch(f,m) ≤ Ch(g,m).

� Komotona aditivnost f ∼ g =⇒ Ch(f + g,m) = Ch(f,m) +

Ch(g,m).

� Neprekidnost odozdo Ako je fazi mera m neprekidna odozdo, tada

je �okeov integral tako�e neprekidan odozdo, tj. za svaki neopadaju¢i

niz {fn}n∈N, vaºi da je Ch(supn fn,m) = supnCh(fn,m).

� Horizontalna aditivnost Neka je data merljiva funkcija f i c ∈ R+
,

tada se moºe dobiti horizontalna aditivna dekompozicija na slede¢i na-

£in:

f = (f ∧ c) + f+
c , gde je f+

c (x) =

{
0, ako je f(x) ≤ c,

f(x)− c, ako f(x) > c.

Za svaku horizontalnu aditivnu dekompoziciju �okeov integral je aditi-

van Ch(f,m) = Ch(f ∧ c,m) + Ch(f+
c ,m).

Teorema 1.2. [6] Ako je m σ-aditivna mera, tada se �okeov integral podu-

dara sa Lebegovim integralom:

Ch(f,m) =

∫
X

fdm.

Tako�e vaºi, ako je fazi mera m neprekidna odozdo, tada �okeov inte-

gral funkcije f , moºe biti predstavljen Lebegovim integralom iste funkcije u

prostoru mere (X,Af ,mf ), koji naravno zavisi od f .
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Teorema 1.3. [6] U prostoru fazi mere (X,A,m), gde je m neprekidna odo-

zdo, �okeov integral bilo koje funkcije f se podudara sa Lebegovim integralom

na prostoru mere (X,Af ,mf ):

Ch(f,m) =

∫
X

fdmf ,

gde je Af σ-algebra generisana sa Cf i mf je σ-aditivna mera na Af , koja
predstavlja pro²irenje restrikcije fazi mere m sa Cf na Af .

1.3.4 Sugenov integral

Pojam i osnovne osobine, Sugenovog integrala [49] je uveo japanski na-

u£nik Mihio Sugeno, 1972. godine. Razlika u odnosu na prethodno prikazani

�okeov integral (1.7) jeste u tome da se proizvod i zbir zamenjuju minimu-

mom i maksimumom [6, 49].

Neka je (X,A,m) prostor fazi mere, gde je m : A → [0, 1] i familija V(X)

je skup svih merljivih funkcija iz X u [0, 1].

De�nicija 1.8. [49] Sugenov integral je f ∈ V(X) u odnosu na fazi meru

m : A → [0, 1] je:

Su(f,m) =
∨

x∈[0,1[

(x ∧m(Cf (x))), (1.9)

dok se na diskretnom skupu de�ni²e na slede¢i na£in,

Su(f,m) =
n∨
i=1

fσ(i) ∧m(Cσ(i)), (1.10)

gde σ predstavlja permutaciju skupa indeksa za koju vaºi

0 ≤ fσ(1) ≤ ... ≤ fσ(n) ≤ 1, fσ(0) = 0, cσ(i) = {xσ(i), ..., xσ(n)} i

∨ = max,∧ = min.

Fundamentalne osobine Sugenovog integrala su prikazane u [6].

14



� Osnovne vrednosti Za svaku prostu funkciju vaºi

Su(b(c, C),m) = c ∧m(C) , ∀c ∈ [0, 1], ∀C ∈ A.

Jedini£ni element za operaciju ∧ na intervalu [0, 1] je 1. Sugenov inte-

gral karakteristi£ne funkcije rekonstrui²e fazi meru Su(1c,m) = m(C),

∀C ∈ A.

� ∧-homogenost Su(c ∧ f,m) = c ∧ Su(f,m) , ∀c ∈ [0, 1].

� Monotonost f ≤ g =⇒ Su(f,m) ≤ Su(g,m).

� Komotona maksitivnost f ∼ g ⇒ Su(f ∨ g,m) = Su(f,m) ∨
Su(g,m).

� Neprekidnost odozdo Ako je fazi mera m neprekidna odozdo, tada

je Sugenov integral neprekidan odozdo, odnosno za svaki monotono

neopadaju¢i niz {fn}n∈N , vaºi da je Su(supnfn,m) = supnSu(fn,m).

� Horizontalna maksitivnost Datoj merljivoj funkciji f ∈ V(X) i

c ∈]0, 1[, pridruºujemo horizontalnu maksitivnu dekompoziciju na sle-

de¢i na£in:

f = (f ∧ c) ∨ f∨c gde je f∨c (x) =

{
0, ako f(x) ≤ c,

f(x), ako f(x) > c.

Za svaku horizontalnu maksitivnu dekompoziciju Sugenov integral je

maksitivan Su(f,m) = Su(f ∧ c,m) ∨ Su(f∨c ,m).

1.3.5 �ilkretov integral

Niel �ilkret je 1971. godine uveo �ilkretov integral [48] u odnosu na mak-

sitivnu meru. Razlika u odnosu na Sugenov integral (1.10) je u tome ²to se

kao operacija koristi proizvod umesto minimuma. Za po£etak sledi prikaz

maksitivne mere.
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De�nicija 1.9. [48] Maksitivna mera je skupovna funkcija m : A → [ 0,∞]

koja zadovoljava slede¢e osobine:

(i) m (∅) = 0,

(ii) za svaki niz A1, A2, . . . , me�usobno disjunktnih skupova iz A, vaºi:
m (
⋃∞
i=1Ai) =

∨∞
i=1m (Ai).

Sledi pregled ovog integrala.

De�nicija 1.10. [48] �ilkretov integral merljive funkcije f : X → [0,∞] u

odnosu na maksitivnu meru m : A → [0,∞] de�nisan je sa

Sh(f,m) =
∨
x>0

(x ·m(Cf (x))). (1.11)

Ako je s prosta funkcija data sa (1.2), tada vaºi:

Sh(s,m) =
n∨
i=1

ai ·m(Ai). (1.12)

Ovaj tip integrala moºe biti de�nisan i u odnosu na op²tiju skupovnu

funkciju, tj. fazi meru, za vi²e detalja videti [13].

U nastavku su prikazane fundamentalne osobine �ilkretovog integrala.

� Osnovne vrednosti Za svaku prostu funkciju vaºi

Sh(b(c, C),m) = c ·m(C) , ∀c ≥ 0 , ∀C ∈ A.

Za �ilkretov integral karakteristi£ne funkcije skupa C vaºi da je

Sh(1c,m) = m(C) , ∀C ∈ A.

� Homogenost Sh(c · f,m) = c · Sh(f,m) , ∀c ≥ 0.

� Monotonost f ≤ g =⇒ Sh(f,m) ≤ Sh(g,m).

� Maksitivnost Sh(f ∨ g,m) = Sh(f,m) ∨ Sh(g,m).

� Neprekidnost odozdo �ilkretov integral u odnosu na maksitivnu me-

ru m je neprekidan odozdo, tj. za svaki monotono neopadaju¢i niz mer-

ljivih funkcija {fn}n∈N , vaºi da je Sh(supnfn,m) = supnSh(fn,m).
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1.3.6 Primena fazi integrala u teoriji odlu£ivanja

U teoriji odlu£ivanja relacija preferencije je bazirana na fazi integralima.

Neka je funkcionela T de�nisana sa

T (f,m) = J(f,m),

gde J(f,m) moºe da bude �okeov, Sugenov, ili �ilkretov integral funkcije

f : X → R u odnosu na fazi meru m.

Relacija preferencije % (binarna relacija % je relacija slabog ure�enja na

nepraznom kona£nom skupu G) se de�ni²e na slede¢i na£in:

A % B ⇔ T (fA,m) ≥ T (fB,m),

gde A,B ∈ G, dok su fA i fB preslikavanja fA, fB : X → R (X je neprazan

kona£an skup kriterijuma).

Da bi fazi integrale prikazali kroz primere, de�nisa¢emo po£etne uslove.

Pretpostavimo da imamo izbor 3 hotela za koji turisti treba da se odlu£e.

Te hotele treba da odaberu na osnovu tri svojstva:

� svojstvo 1 = tip usluge

� svojstvo 2 = udaljenost hotela od mora

� svojstvo 3 = broj zvezdica hotela

Svakom svojstvu dodeljujemo ocenu iz skupa {1, 2, 3, 4, 5}.

Odre�uje se zna£ajnost svakog svojstva, kao i njihova me�usobna inter-

akcija, primenjuju¢i fazi meru m de�nisanu sa:

(1) m({S1}) = m({S2}) = 0.3, m({S3}) = 0.2,

(2) m({S1, S2}) = 0.5,
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(3) m({S1, S3}) = m({S2, S3}) = 0.9,

(4) m(X) = 1.

Rangiranje opcija (hotela) treba da bude utvr�eno na osnovu dodeljenih

ocena njihovim odre�enim svojstvima.

Slede¢i primeri ilustruju primenu fazi integrala na diskretnom skupu u

teoriji odlu£ivanja, na osnovu prethodno zadatog problema.

Primer 1.1.

Svojstvo1(S1) Svojstvo2(S2) Svojstvo3(S3)

Opcija(hotel)1 2 5 3

Opcija(hotel)2 3 3 5

Opcija(hotel)3 3 2 5

.

Za prvi hotel sledi da je x0 = 0 < x1 = 2 < x2 = 3 < x3 = 5, pa iz toga

imamo da je

� C1 = {t|f(t) ≥ x1} = {S1, S2, S3} ⇒ m(C1) = 1

� C2 = {t|f(t) ≥ x2} = {S2, S3} ⇒ m(C2) = 0.9

� C3 = {t|f(t) ≥ x3} = {S2} ⇒ m(C3) = 0.3

Na osnovu skupa kriterijuma (svojstava hotela) i de�nisanih vrednosti

fazi mere (zna£ajnost svojstava), odre�uje se �okeov integral:

Ch(f1,m) = (2− 0) · 1 + (3− 2) · 0.9 + (5− 3) · 0.3 = 3.5.

Vrednosti za ostale opcije (hotele) iznose Ch(f2,m) = 3.4, Ch(f3,m) = 3.3.

Ukoliko se preferencija modelira �okeovim integralom, moºe da se zaklju£i

da opcija 1, odnosno prvi hotel je najpoºeljnija alternativa turisti.

Da bi primenili Sugenov integral, ocene svojstava hotela treba svesti na

interval [0, 1].

18



Primer 1.2.

Svojstvo1(S1) Svojstvo2(S2) Svojstvo3(S3)

Opcija(hotel)1 0.5 0.9 0.8

Opcija(hotel)2 0.8 0.8 0.9

Opcija(hotel)3 0.8 0.5 0.9

.

Primenjuju¢i Sugenov integral za opciju 1 se dobija:

Su(f1,m) = max (min (0.5, 1),min (0.9, 0.9),min (0.8, 0.3)) = 0.9,

dok vrednosti za ostale opcije(hotele) iznose, Su(f2,m) = 0.8,Su(f3,m) = 0.8.

Na osnovu dobijenih vrednosti Sugenovog integrala, moºe da se zaklju£i, da

je opcija 1, odnosno prvi hotel, najpoºeljnija opcija turisti.

Ulazne vrednosti, odnosno skup kriterijuma koje su se koristile u slu£aju

Sugenovog integrala ¢e se koristiti i za �ilkretov integral. Pored toga, bi¢e

upotrebljena ista fazi mera kao u slu£aju �okeovog integrala.

Primer 1.3. Za prvi hotel dobijamo:

Sh(f1,m) = max (0.5 · 1, 0.9 · 0.9, 0.8 · 0.3) = 0.81,

dok vrednosti za ostale opcije(hotele) iznose, Sh(f2,m) = 0.8,Sh(f3,m) = 0.8.

Ukoliko se preferencija modelira na osnovu dobijenih vrednosti �ilkretovog

integrala, dolazi se do istog zaklju£ka, kao i u prethodnom primeru.

1.4 Pseudo-operacije

U prethodnim poglavljima prikazan je �okeov integral koji je zasnovan

na operacijama sabiranja + i mnoºenja · na intervalu [0,+∞], Sugenov in-

tegral na operacijama ∨ i ∧ na intervalu [0, 1], dok je �ilkretov zasnovan na

operacijama ∨ i · na intervalu [0,+∞]. U cilju da se na�e zajedni£ki okvir

ova tri integrala integrala uvodi se pseudo-sabiranje ⊕ i pseudo-mnoºenje �
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na zatvorenom intervalu [a, b] ⊆ [−∞,∞].

Neka je � totalni poredak na [a, b].

De�nicija 1.11. [55] Pseudo-sabiranje je funkcija ⊕ : [a, b]2 → [a, b] koja je

neopadaju¢a u odnosu na totalni poredak � na intervalu [a, b], komutativna,

asocijativna, sa neutralnim elementom 0.

De�nicija 1.12. [55] Pseudo-mnoºenje je funkcija � : [a, b]2 → [a, b] koja

je pozitivno neopadaju¢a u odnosu na totalni poredak � na intervalu [a, b],

odnosno x� z � y� z, za sve x, y ∈ [a, b], gde je x � y i z � 0, komutativna,

asocijativna sa neutralnim elementom 1 ∈ [a, b], gde vaºi x�1 = x, x ∈ [a, b].

Napomena: Ure�ena trojka ([a, b],⊕,�) je poluprsten. Vaºi standardno

pravilo o redosledu operacija, odnosno x�z⊕y�z akko (x�z)⊕(y�z). Neka

je pseudo-mnoºenje � distributivno u odnosu na pseudo-sabiranje ⊕, tada
sledi x� (y⊕z) = (x�y)⊕ (x�z). Algebarska svojstva neaditvnih integrala

odgovaraju svojstvima operacija ⊕ i � (videti [4, 5, 18, 25, 30, 50, 66]).

Neka je data metrika d na intervalu [a, b] uz slede¢i uslov:

lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

Vaºe slede¢e osobine:

(C1) d(x⊕ y, x′ ⊕ y′) ≤ d(x, x′) + d(y, y′) ,

(C2) d(x⊕ y, x′ ⊕ y′) ≤ max {d(x, x′), d(y, y′)} ,

(C3) lim
n→∞

d(xn, yn) = 0 =⇒ lim
n→∞

d(xn ⊕ z, yn ⊕ z) = 0 ,

(C4) x ≤ z ≤ y =⇒ d(x, y) ≥ sup {d(y, z), d(x, z)} .

U ovom radu posmatramo pseudo-operacije koje su neprekidne, sem even-

tualno u nekim grani£nim slu£ajevima, odnosno ta£kama (0, a),(a,0), ili

(0, b),(b,0). Za navedene pseudo-operacije razmatramo tri slu£aja. Za vi²e
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detalja pogledati [35].

Slu£aj Ipo g − poluprsten

Neka je data funkcija g : [a, b] → [0,∞] koja je bijekcija. Operacije su

de�nisane na slede¢i na£in x⊕ y = g−1(g(x) + g(y)) i x� y = g−1(g(x)g(y))

uz uslove g−1(0) = 0 i g−1(1) = 1.

Ako razmotrimo strogo rastu¢e generatore, tada je a = 0 i vaºi uobi£ajeni

poredak na intervalu [a, b], odnosno imamo da je x � y ⇔ g(x) ≤ g(y).

U slu£aju generatora koji su strogo opadaju¢i, imamo da je a = 0 i vaºi

obrnuti poredak od uobi£ajenog, odnosno x � y ⇔ g(x) ≤ g(y).

Slu£aj IIpo: Idempotentno ⊕ i neidempotentno �

x⊕ y = sup (x, y), � je proizvoljno neidempotentno pseudo-mnoºenje na

intervalu [a, b], gde vaºi totalni poredak, ako je x � y ⇔ sup (x, y) = y.

Tako�e imamo da je a = 0 i g−1(1) = 1. Pseudo mnoºenje je generisano sa

rastu¢om bijekcijom g : [a, b]→ [0,∞], tako da vaºi x�y = g−1
(
g(x) ·g(y)

)
.

Slu£aj IIIpo: Idempotentno ⊕ i idempotentno �

x⊕ y = sup (x, y), x� y = inf (x, y) na intervalu [a, b], gde je a = 0, b = 1

i vaºi uobi£ajeni poredak.

1.4.1 σ −⊕-mera

De�nicija 1.13. [55] Neka je (X,A) merljiv prostor, A je σ-algebra podsku-

pova od X. Skupovna funkcija m : A → [a, b] je σ−⊕−mera ako zadovoljava

slede¢e uslove:
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(i) m(∅) = 0 ,

(ii) m (
⋃∞
i=1Ai) =

⊕∞
i=1m (Ai) za svaki niz (Ai)i∈N disjuktnih skupova iz

A .

Klasa merljivih funkcija Spo, kao i Mpo klasa svih σ − ⊕−mera m ima

druga£ije zna£enje u zavisnosti od tipa poluprstena.

Slu£aj Ipo: g-poluprsten

Sa Spo ¢emo ozna£iti klasu svih merljivih funkcija f : X → [a, b], takvih

da je f(x) ≤ M < b (ili u slu£aju neopadaju¢ih generatora f(x) ≥ M > a)

za sve x ∈ X i neko M ∈ [a, b) (ili M ∈ (a, b] resp.).

SaMpo ¢emo ozna£iti klasu svih σ−⊕−meram : A → [a, b] na merljivom

prostoru (X,A) sa svojstvom m(X) < b (ili m(X) > a resp.).

Slu£aj IIpo: Idempotentno ⊕ i neidempotentno �
Sa Spo ¢emo ozna£iti klasu svih merljivih funkcija f : X → [a, b], takvih

da je f(x) ≤M < b za sve x ∈ X i neko M ∈ [a, b).

SaMpo ¢emo ozna£iti klasu svih σ−⊕−meram : A → [a, b] na merljivom

prostoru (X,A).

Slu£aj IIIpo: Idempotentno ⊕ i idempotentno �
Sa Spo ¢emo ozna£iti klasu svih merljivih funkcija f : X → [a, b].

SaMpo ¢emo ozna£iti klasu svih σ−⊕−meram : A → [a, b] na merljivom

prostoru (X,A).

1.5 Pseudo-integral

Neka je dat poluprsten ([a, b],⊕,�). Predstavljamo de�niciju pseudo-

integrala funkcije na nepraznom skupu X i njegove osobine ([42], [54], [55],

[56], [59]).
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Pseudo-karakteristi£na funkcija na skupu Ai ⊆ X, i = 1, . . . , k se de�ni²e

na slede¢i na£in:

χAi(x) =

{
0 , x 6∈ Ai,
1 , x ∈ Ai.

Jednostavna (prosta) funkcija je preslikavanje e : X → [a, b] koje se de-

�ni²e na slede¢i na£in e =
n⊕
i=1

ai � χAi, za ai ∈ [a, b], gde su Ai ∈ A parovi

disjuktnih skupova, ako je ⊕ neidempotentno.

De�nicija 1.14. [55] Neka je data σ −⊕−mera m ∈Mpo.

(i) Pseudo-integral jednostavne funkcije e : X → [a, b] se de�ni²e na slede¢i

na£in: ∫ ⊕
X

e� dm =
n⊕
i=1

ai � χAi. (1.13)

(ii) Pseudo-integral funkcije f ∈ Spo se de�ni²e na slede¢i na£in:∫ ⊕
X

f � dm = lim
n→∞

∫ ⊕
X

en(x)� dm, (1.14)

gde je (en)n∈N niz jednostavnih funkcija takav da d(en(x), f(x)) uni-

formno konvergira ka 0 kad n→∞.

Ako su operacije generisane sa monotonom i neprekidnom funkcijom

g : [a, b] → [0,∞] (slu£aj Ipo), tada se pseudo-integral funkcije f ∈ Spo
moºe izraziti kao: ∫ ⊕

X

f � dm = g−1
(∫

X

(g ◦ f)d(g ◦m)
)
,

gde je integral na desnoj strani Lebegov integral. Kada je X = [a, b],

A = B(X) i m = g−1 ◦ µ gde je µ Lebegova mera na [a, b], tada koristi-

mo slede¢u oznaku: ∫ ⊕
[a,b]

f(x)dx =

∫ ⊕
X

f � dm.
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Ovaj pseudo-integral je poznat i kao g-integral, a za vi²e detalja videti [42].

U slu£ajevima IIpo i IIIpo, kada poluprsten ([a, b], sup,�) i funkcija

φ : X → [a, b] de�ni²e σ − sup−meru m na slede¢i na£in m (A) = sup
x∈A

φ (x) ,

tada pseudo-integral funkcije f ∈ Spo moºe se prikazati na slede¢i na£in:∫ ⊕
X

f � dm = sup
x∈X

(f (x)� φ (x)) .

Ako posmatramo poluprsten ([0, b],⊕,�) i pretpostavimo da jeX = {x1, . . . , xn},
tada distributivnost � nad ⊕ na [0, b] implicira

⊕∫
X

f � dm =
n⊕
i=1

fi �m({xi}), za fi = f(xi), i = 1, . . . , n.

Dokazano je u [42] da pseudo-integral ima osobine monotonosti,⊕-aditivnosti
i �-homogenosti, pa imamo da za f, g ∈ Spo i m ∈Mpo vaºe slede¢e osobine:

(i)
∫ ⊕
X

(f ⊕ g)� dm =

∫ ⊕
X

f � dm⊕
∫ ⊕
X

g � dm ,

(ii)
∫ ⊕
X

(c� f)� dm = c�
∫ ⊕
X

f � dm za sve c ∈ [a, b] ,

(iii) ako je f � g tada je
∫ ⊕
X

f � dm �
∫ ⊕
X

g � dm .

Slede¢e dve teoreme o monotnoj konvergenciji dokazane su u [52]. Prvo

¢e biti prikazana teorema za slu£aj Ipo.

Teorema 1.4. [52] Neka je generator g : [a, b] → [0,∞] strogo monoto-

na i neprekidna funkcija. Za dati merljivi prostor (X,A), neka su funkcije

fn ∈ Spo za svako n ∈ N, takve da je f1(x) � f2(x) � . . . � fn(x), za svako

x ∈ X i lim
n→∞

fn(x) = f(x), za svako x ∈ X. Tada za svaku σ − ⊕−meru

m ∈Mpo vaºi:

lim
n→∞

∫ ⊕
X

fn � dm =

∫ ⊕
X

f � dm.

24



Sledi teorema o monotonoj konvergenciji za slu£ajeve IIpo i IIIpo polu-

prstena.

Teorema 1.5. [52] Neka je ([a, b], sup,�) poluprsten slu£ajeva IIpo i IIIpo.

Za merljivi prostor (X,A), neka su funkcije fn ∈ Spo, n ∈ N takve da je

niz funkcija f1(x) � f2(x) � . . . � fn(x), x ∈ X i lim
n→∞

fn(x) = f(x), x ∈ X.

Tada za svaku fazi meru m ∈Mpo vaºi:

lim
n→∞

∫ ⊕
X

fn � dm =

∫ ⊕
X

f � dm.

1.6 Simetri£ne pseudo-operacije

Neka je [−F, F ], F ∈ R+
zatvoren, simetri£an interval. Vaºi da je

([−F, F ],≤) totalno ure�en skup sa uobi£ajenim poretkom. Slede de�nici-

je i osobine simetri£nih pseudo-operacija, a koje su prikazane u [54, 56].

De�nicija 1.15. [54] Simetri£no pseudo-sabiranje je funkcija

⊕ : [−F, F ]2 → [−F, F ]

koja zadovoljava slede¢e osobine:

(i) x⊕ y = y ⊕ x za sve x, y ∈ [−F, F ],

(ii) (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z) za sve x, y, z ∈ [0, F ],

(iii) ako je x ≤ y, tada x⊕ z ≤ y ⊕ z za sve z ∈ [−F, F ],

(iv) x⊕ 0 = x za sve x ∈ [−F, F ],

(v) −(x⊕ y) = (−x)⊕ (−y) za sve (x, y) ∈ [−F, F ]2 \ {(−F, F ), (F,−F )}.

De�nicija 1.16. [54] Simetri£no pseudo-mnoºenje je funkcija

� : [−F, F ]2 → [−F, F ]

koja zadovoljava slede¢e osobine:
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(i) x� y = y � x za sve x, y ∈ [−F, F ],

(ii) (x� y)� z = x� (y � z) za sve x, y, z ∈ [−F, F ],

(iii) ako je x ≤ y i z ≥ 0, tada x� z ≤ y � z,

(iv) postoji e ∈ (0, F ] takvo da je x� e = x za sve x ∈ [−F, F ],

(v) x� y = (−x)� (−y) za sve x, y ∈ [−F, F ].

Zahteva se da odgovaraju¢e simetri£no pseudo-mnoºenje bude distribu-

tivno u odnosu na simetri£no pseudo-sabiranje na [0, F ], odnosno da za sve

x, y, z ∈ [0, F ] vaºi:

x� (y ⊕ z) = (x� y)⊕ (x� z),

uz uslov 0�x = 0, za sve x ∈ [−F, F ], kao i distributivnost � nad ⊕ na [0, F ].

Pseudo-operacije, simetri£ni maksimum ⊕ = 6 i simetri£ni minimum

� = 7, 6,7 : [−F, F ]2 → [−F, F ], de�nisane su sa

x> y = sgn(x+ y)(|x| ∨ |y|), (1.15)

x? y = sgn(x · y)(|x| ∧ |y|), (1.16)

uz konvenciju sign(−F + F ) = 0 i sign(F · 0) = 0, za F =∞.

Simetri£ni maksimum > zadovoljava svojstvo de�nicije 1.15(v) za sve

(x, y) ∈ [−F, F ]2 i vaºi da je x > (−x) = (−x) > x = 0, za sve x ∈ [−F, F ].

O£igledno na [0, F ] sledi > = ∨ i ? = ∧ .

Usvaja se slede¢e pravilo. Za proizvoljan skup I elemenata iz [−F, F ],

simetri£ni maksimum je:

6
xi∈I

xi = sup
xi≥0

xi6 inf
xi<0

xi. (1.17)
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Dalja prou£avanja ¢e se usmeriti na slede¢a tri slu£aja, za vi²e detalja

videti [54].

Slu£aj I

⊕ = ⊕g , � = �g (1.18)

Neka je funkcija g : [−F, F ] → [−∞,∞], g(F ) = ∞, neparna, strogo rastu-

¢a i neprekidna. Simetri£ne pseudo-operacije ⊕,� : [−F, F ]2 → [−F, F ] su

de�nisane sa

x⊕ y = g−1(g(x) + g(y)), (1.19)

uz konvenciju ∞−∞ =∞ i

x� y = g−1(g(x)g(y)), (1.20)

uz uslov 0 · ∞ = 0. U ovom slu£aju, struktura (]− F, F [,⊕,�) je polje, gde

neutralni elemenat za � je e = g−1(1). Po²to su g i g−1 neparne funkcije

i g(0) = 0, za svako x ∈ [−F, F ] vaºi x ⊕ (	x) = (	x) ⊕ x = 0, gde je

	x ∈ [−F, F ] i 	x = g−1(−g(x)) = −x. Funkcija g se naziva generatorska

funkcija, ili generator za ⊕ i � (aditivni generator za ⊕ i multiplikativni

generator za �).

Slu£aj II

⊕ = > , � = �g (1.21)

Operacije ⊕, � : [−F, F ]2 → [−F, F ] su de�nisane na slede¢i na£in: pseudo-

sabiranje je simetri£ni maksimum ⊕ = 6 de�nisan sa (1.15), a pseudo-

mnoºenje �g je isto kao i u slu£aju (1.20), gde je g neparna, strogo rastu¢a

i neprekidna funkcija. � je distributivno u odnosu na 6 (vidi [37]).
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Slu£aj III

⊕ = > , � = ? (1.22)

Pseudo-sabiranje je simetri£ni maksimum ⊕ = 6 de�nisan sa (1.15), a

pseudo-mnoºenje � je simetri£ni minimum � = ? de�nisan sa (1.16).

U slu£aju I i slu£aju II distributivnost pseudo-mnoºenja � nad pseudo-

sabiranjem ⊕ vaºi na intervalu ]−F, F [ (u slu£aju II, ako je F = e tada vaºi

na intervalu [−F, F ]), dok u slu£aju III vaºi jedino na [0, F ] (ili [−F, 0]). Za

vi²e detalja videti [14, 16, 37, 56].

Primetimo da je interval [0, F ] sa pseudo-mnoºenjem� i pseudo-sabiranjem

⊕ poluprsten koji se ozna£ava sa ([0, F ] ,⊕,�) (videti [26, 42]).

U slede¢em primeru bi¢e ilustrovan par simetri£nih pseudo-operacija za

slu£aj I (simetri£no g-sabiranje i simetri£no g-mnoºenje).

Primer 1.4. (i) Simetri£no pseudo-sabiranje ⊕ i odgovaraju¢e simetri£no

pseudo-mnoºenje� su de�nisani sa generatorskom funkcijom g(x) = x
1
p ,

x ∈ (−∞,∞), g(∞) = −g(−∞) = ∞, za neparan ceo broj p. Imamo

da je za sve x, y ∈ [−∞,∞]:

x⊕ y =
(
x

1
p + y

1
p

)p
,

x� y = x · y,

uz konvenciju ∞ −∞ = ∞, 0 · ∞ = 0. Neutralni elemenat za � je

e = 1.

(ii) Neka su dati simetri£no pseudo-sabiranje ⊕ i odgovaraju¢e simetri£no

pseudo-mnoºenje �, generisani sa g(x) = sgn(x) ln(1 + |x|),
x ∈ (−∞,∞), uz konvenciju g(∞) = −g(−∞) = ∞. Za sve

x, y ∈ [−∞,∞] imamo da je:

x⊕ y =

 x+ y + sgn(x) · x · y, sgn(x · y) ≥ 0,

x+y
1+(|x|∧|y|) , sgn(x · y) < 0,
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x� y = sgn(x · y)
(

exp
(

ln(1 + |x|) ln(1 + |y|)
)
− 1
)
,

uz konvenciju ∞−∞ =∞, 0 · ∞ = 0, ln(1 +∞) =∞ i exp(∞) =∞.

Ovako de�nisano pseudo-sabiranje je prikazano na slici 1.1, a pseudo-

mnoºenje na slici 1.2. Neutralni elemenat za � je e = exp(1)− 1.

Slika 1.1 Slika 1.2

Simetri£no pseudo-mnoºenje koje je distributivno nad simetri£nim mak-

simumom (slu£aj II) je ilustrovano u narednom primeru.

Primer 1.5. (i) Simetri£no pseudo-sabiranje je simetri£ni maksimum

⊕ = 6 na intervalu [−1, 1] i odgovaraju¢e pseudo-mnoºenje � = ·
je klasi£no mnoºenje, de�nisano na intervalu [−1, 1] sa (1.20), gde je

generatorska funkcija data sa g(x) = x. Neutralni elemenat za � je

e = F = 1.

(ii) Simetri£no pseudo-sabiranje je simetri£ni-maksimum ⊕ = 6 (slika 1.3)

de�nisan na intervalu [−∞,∞]. Odgovaraju¢e pseudo-mnoºenje � (sli-

ka 1.4), za sve x, y ∈ [−∞,∞] je de�nisan sa (1.20), gde je g multipli-

kativni generator dat sa:

g(x) = 2
π
arctg x,
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g(∞) = −g(−∞) = 1. Neutralni elemenat za � je e = F =∞. Za sve

x, y ∈ [−∞,∞], gde je tg(π
2
) =∞ i arctg(∞) = π

2
, vaºi:

x� y = sgn(x · y) tg
(

2
π
· arctg |x| · arctg |y|

)
.

Slika 1.3 Slika 1.4

Slede¢a lema razmatra posebne slu£ajeve pseudo-operacija na intervalu

[−F, F ], a prikazana je kao originalan rezultat u [62].

Lema 1.6. (i) Neka je ⊕ simetri£no pseudo-sabiranje. Tada za sve xi ∈
[−F, F ] (u slu£aju I za sve xi ∈ [−F, F ]) vaºi

n⊕
i=1

(−xi) = −
n⊕
i=1

xi.

(ii) Neka je � simetri£no pseudo-mnoºenje. Tada za sve x, y ∈ [−F, F ],

vaºi x� (−y) = −(x� y).

Dokaz. (i) Neka je ⊕ = ⊕g. Po²to je ⊕ asocijativno, a g i g−1 su neparne, za

sve xi ∈ [−F, F ] imamo

n⊕
i=1

(−xi) = g−1

(
n∑
i=1

g(−xi)

)
= −g−1

(
n∑
i=1

g(xi)

)
= −

n⊕
i=1

xi.
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Neka je ⊕ = 6. Koriste¢i (1.17) i svojstvo (v) od ⊕, za sve xi ∈ [−F, F ]

imamo

n

6
i=1

(−xi) = sup
−xi≥0

(−xi)6 inf
−xi<0

(−xi) = (− inf
xi≤0

xi)6(− sup
xi>0

xi) = −
n

6
i=1

xi.

(ii) Neka je � simetri£no pseudo-mnoºenje i x, y ∈ [−F, F ]. Na osnovu svoj-

stava (ii), (iv) i (v) od � vaºi slede¢e

−(x� y) = (−(x� y))� e = (x� y)� (−e)

= x� (y � (−e)) = x� ((−y)� e) = x� (−y).

1.6.1 ⊕-mera

Neka je X = {x1, x2, . . . , xn} neprazan kona£an skup, A je σ−algebra
podskupova od X i ⊕ je dato pseudo-sabiranje.

De�nicija 1.17. [54] Skupovna funkcija m : A → [ 0, F ] ([−F, F ] resp.) se

zove ⊕-mera (realna ⊕-mera), ako ima slede¢a svojstva:

� m (∅) = 0

� m (
⋃n
i=1Ai) =

⊕n
i=1m (Ai) za svaki skup A1, A2, . . . , An iz A, gde vaºi

Ai ∩ Aj = ∅, za sve Ai, Aj ∈ A, i 6= j,

De�nicija 1.18. [54]

(i) Za fazi bi-meru m kaºemo da je ⊕-dekompozabilna ako je

m(A,B) = m(E1, F1) ⊕ m(E2, F2),

za sve (A,B) ∈ Q(X) i (E1, F1), (E2, F2) ∈ Q(X) takve da vaºi

E1 ∪ E2 = A, E1 ∩ E2 = ∅, i F1 ∪ F2 = B, F1 ∩ F2 = ∅.
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(ii) Za fazi bi-meru m kaºemo da je ⊕-CPT tipa ako postoje dve fazi mere

m1 i m2 sa svojstvom:

m(A,B) = m1(A)⊕ (−m2(B)) za sve (A, B) ∈ Q(X).

Slede¢e tvr�enje razmatra kada fazi bi-mera m je ⊕-CPT tipa.

Tvr�enje 1.7. [54] Ako je fazi bi-mera m : Q(X)→ [−F, F ] ⊕-dekompozabilna,

tada fazi bi-mera m je ⊕-CPT tipa sa ⊕-merama m1 i m2 de�nisanim sa:

m1(E) = m(E,∅) i m2(E) = −m(∅, E), (1.23)

za sve E ⊆ X.

Suprotan smer za tvr�enje 1.7 vaºi u slu£aju I, me�utim u slu£ajevima

II i III ne vaºi, odnosno ako je fazi bi-mera m >-CPT tipa, dok m1 i m2 su

∨-mere,m ne mora da bude >-dekompozabilna (videti, primer 10 u [54]). Ako

jem >-CPT tipa, gde sum1 im2, ∨-mere, takve dam1({xi}) 6= m2({xj}), za
svako i 6= j, tada m je >-dekompozabilno. Me�utim, to nije dovoljan uslov

za >-dekompozabilnost od m. Odre�ivanje potrebnog i dovoljnog uslova da

fazi bi-mera bude >-dekompozabilna u oostavljeno je kao otvoren problem

(videti [53]).
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Glava 2

Bipolarni integrali

U ovoj glavi, kao ²to i sam naslov ukazuje, prikazane su de�nicije i najzna-

£ajnija svojstva bipolarnih integrala, kao ²to su diskretni bipolarni pseudo-

integral, bipolarni �okeov, bipolarni �ilkretov i bipolarni Sugenov integral,

a koji su uvedeni i detaljno izu£avani u [14, 15, 20, 21, 42, 54, 56, 58]. U

radu [22] Greco i Rindone su predstavili fazi bi-mere i dali su karakterizaciju

bipolarnih fazi integrala.

Tako�e, u okviru ove glave je predstavljen nov bipolarni pan integral, a

²to predstavlja originalne rezultate prikazane u [59]. Pored toga ilustrovane

su neke od njegovih osobina. Pozabavi¢emo se i pore�enjem tog integrala sa

drugim bipolarnim integralima.

2.1 Diskretni bipolarni pseudo-integral

Neka je dat poluprsten ([0, F ] ,⊕,�). Posmatrajmo pseudo-integral (1.14)

nad skupom X = {x1, . . . , xn}. Diskretni bipolarni pseudo-integral funkcije
f : X → [−F, F ] je de�nisan kao razlika dva pseudo-integrala sa vrednostima

u intervalu [0, F ].
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Posmatrajmo funkciju f : X → [−F, F ] i fazi bi-meru m : Q(X)→ [−F, F ].

U nastavku rada klasu koja sadrºi sve funkcije f : X → [−F, F ] ozna£ena je

sa S, pretpostavljaju¢i da u slu£aju I Ran(f) ⊆]−F, F [, dok je sa B ozna£ena

klasa svih pseudo-karakteristi£nih funkcija iz S i njihovih simetri£nih parova:

B = B+ ∪ B− ∪ B0

= {χA ∈ S |∅ 6= A ⊆ X} ∪ {−χA ∈ S |∅ 6= A ⊆ X} ∪ {χ∅}.

Klasa svih ⊕-dekompozabilnih fazi bi-mera m : Q(X) → [−F, F ] ¢e biti

ozna£ena saM, pretpostavljaju¢i da Ran(m) ⊆]− F, F [.

Za funkciju f ∈ S, koristi¢e se slede¢e oznake

X+ = {xi ∈ X | f(xi) > 0}, X− = {xi ∈ X | f(xi) < 0},

X0 = {xi ∈ X | f(xi) = 0}, supp(f) = X+ ∪X− = X \X0.

Dalje,

X+0 = X+ ∪X0 i X−0 = X− ∪X0.

Neka je m fazi bi-mera. Za f ∈ S, skupovne funkcije

µf+ , µ̃f+ : P(X)→ [−F, F ] date su sa:

µf+(A) = m(A ∩X+0, A ∩X−). (2.1)

µ̃f+(A) = m(A ∩X+, A ∩X−0). (2.2)

Slede¢e tvr�enje je dokazano u [54].

Tvr�enje 2.1. [54] Ako m ∈M, tada µf+ : P(X)→ [−F, F ] de�nisana sa

(2.1) je realna ⊕-mera, za svako f ∈ S.

Funkcija f ∈ S moºe da se prikaºe na slede¢i na£in:

f =
( n⊕

i=1

f+
i � χ{xi}∩X+0

)
⊕
(
−

n⊕
i=1

f−i � χ{xi}∩X−
)

=
n⊕
i=1

|fi| �
(
χ{xi}∩X+0 ⊕ (−χ{xi}∩X−)

)
,
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gde je f+
i = fi ∨ 0 i f−i = (−fi) ∨ 0, i = 1, . . . , n.

Pojam diskretnog bipolarnog pseudo-integrala je uveden u [54].

De�nicija 2.1. [54] Neka je dato m ∈ M, a neka su m1 i m2 date ⊕-mere

de�nisane sa (1.23). Bipolarni pseudo-integral funkcije f ∈ S baziran na fazi

bi-meri m je de�nisan sa

⊕∫
X

f � dm =
( ⊕∫
X

f+ � dm1

)
⊕
(
−

⊕∫
X

f− � dm2

)
. (2.3)

Sa druge strane, diskretni bipolarni pseudo-integral moºe biti predstavljen

pomo¢u realne ⊕-mere µf+ . Naime, vaºe slede¢a tvr�enja koja su dokazana

u [54].

Tvr�enje 2.2. [54] Bipolarni pseudo-integral funkcije f ∈ S baziran na fazi

bi-meri m ∈M moºe biti zapisan u slede¢oj formi

⊕∫
X

f � dm =
n⊕
i=1

|fi| � µf+ ({xi}) .

Napomena 2.1. O£igledno, ako imamo da je µf+(A) = µ̃f+(A) za sve

A ⊆ supp(f), tada jednakost iz prethodne teoreme vaºi.

Pokazano je u [54] da diskretni bipolarni pseudo-integral poseduje slede¢a

svojstva.

Tvr�enje 2.3. [54] Bipolarni pseudo-integral funkcije f ∈ S u odnosu na

fazi bi-meru m ∈M ima slede¢e osobine:

(i) monotonost: za sve m ∈M i za sve f , h ∈ S, vaºi

f ≤ h⇒
⊕∫

X

f � dm ≤
⊕∫

X

h� dm;
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(ii) monotonost u odnosu na fazi bi-meru m: za sve m, m̃ ∈ M i za sve

f ∈ S, imamo da je

m ≤ m̃⇒
⊕∫

X

f � dm ≤
⊕∫

X

f � dm̃;

(iii) osnovna vrednost: za sve m ∈M i za sve pseudo-karakteristi£ne funk-

cije χA ∈ S, gde je A ⊆ X, kao i za svako c ∈ [−F, F ], vaºi

⊕∫
X

(c� χA)� dm =

 c�m1(A), c ≥ 0

c�m2(A), c < 0.

(iv) pozitivna �-homogenost: u slu£aju I i u slu£aju II, za sve m ∈M, kao

i za sve f ∈ S, gde za svako c ∈ (0, F ], vaºi da je

⊕∫
X

(c� f)� dm = c�
⊕∫

X

f � dm;

(v) asimetri£nost: za sve m ∈M i za sve f ∈ S, imamo da je

⊕∫
X

(−f)� dm = −
⊕∫

X

f � dm̂,

gde je m̂(A,B) = −m(B,A), za sve (A,B) ∈ Q(X) i m̂ ∈M.

Slede¢a lema predstavlja originalni nau£ni rezultat publikovan u [62].

Lema 2.4. Neka je data funkcija f ∈ S, m ∈M. Neka su µf+ i µ̃f+ skupov-

ne funkcije de�nisisane sa (2.1) i (2.2) na P(X). Ako je

m̂(A,B) = −m(B,A), za sve (A,B) ∈ Q(X), tada vaºi:

(i) m̂ ∈M;

(ii) za sve E ∈ P(X), takve da E ⊆ supp(f), vaºi µf+(E) = −µ̂(−f)+(E).
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(iii) za sve E ∈ P(X), vaºi µf+(E) = − ˜̂µ(−f)+(E) i µ̃f+(E) = −µ̂(−f)+(E).

Dokaz. (i) Neka m ∈ M i m̂ : Q(X) → [−F, F ]. De�ni²imo sa

m̂(A,B) = −m(B,A), za sve (A,B) ∈ Q(X). Na osnovu tvr�enja 1.7 za

fazi ⊕-mere m1,m2 : P(X)→ [0, F ] date sa (1.23) vaºi:

m̂(A,B) = −m(B,A)

= −(m1(B)⊕ (−m2(A))

= m2(A)⊕ (−m1(B)).

Po²to je m1(∅) = m2(∅) = 0, a m1 i m2 su monotono neopadaju¢e skupovne

funkcije, po de�niciji 1.5 sledi da je m̂ fazi bi-mera.

Treba pokazati da m̂ je ⊕-dekompozabilna. Neka je (A,B) ∈ Q(X). Za

sve (E1, F1), (E2, F2) ∈ Q(X), takve da je E1 ∪ E2 = A, E1 ∩ E2 = ∅ i

F1 ∪ F2 = B, F1 ∩ F2 = ∅, obzirom da je m ⊕-dekompozabilna vaºi:

m̂(A,B) = −m(B,A)

= −(m(F1, E1)⊕m(F2, E2))

= m̂(E1, F1)⊕ m̂(E2, F2).

Iz toga sledi da je m̂ ⊕-dekompozabilna, kao i da m̂ ∈M.

(ii) Za funkciju f ∈ S i za E ∈ P(X), gde je E ⊆ supp(f), vaºi slede¢e

E ∩X+0
f = E ∩ {xi ∈ X | f(xi) ≥ 0}

= E ∩ {xi ∈ X | f(xi) > 0}

= E ∩ (X \ {xi ∈ X | − f(xi) ≥ 0})

= E ∩ (X \ {xi ∈ X | − f(xi) > 0})

= E ∩X−−f .

Neka je E ∩ X−f = E ∩ X+0
−f . Ozna£imo sa X+0

f = X+0. Sada na osnovu

(2.1) za E ⊆ supp(f) vaºi slede¢e

µf+(E) = m(E ∩X+0, E ∩X−) = −m̂(E ∩X−, E ∩X+0) = −µ̂(−f)+(E).
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(iii) Zaklju£ak sledi na osnovu de�nicija skupovnih funkcija datih sa (2.1)

i (2.2).

Kozna£ne funkcije (eng. co-signed) se uvode u cilju dokazivanja karakte-

rizacije teoreme za bipolarni pseudo-integral koja je prikazana u [54].

De�nicija 2.2. [54] Funkcije f, h ∈ S se nazivaju kozna£nim funkcijama

ako je f (x) · h (x) ≥ 0 za sve x ∈ X.

Ozna£imo sa

supp(BPS) =
{
f ∈ S |

⊕∫
X

f � dm 6= 0
}

i BPS0 = S \ supp(BPS).

Tvr�enje 2.5. [54] Neka su ⊕ = 6 i � = �g (ili � = ?) par simetri£nih

pseudo-operacija. Za svako m, kao i za sve kozna£ne funkcije f, h ∈ S, gde
vaºi f ⊕ h ∈ supp(BPS) ili f , h ∈ BPS0, bipolarni pseudo-integral funkcije

f ∈ S u odnosu na fazi bi-meru m ∈M ima slede¢e svojstvo:

⊕∫
X

(f ⊕ h)� dm =

⊕∫
X

f � dm⊕
⊕∫

X

h� dm.

Predstavi¢emo kroz slede¢u de�niciju funkcionelu I, koja je neophodna

za dokazivanje naredne teoreme prikazane u [54].

De�nicija 2.3. [54] Neka je I : S → [−F, F ]. Funkcionela I je

(i) monotona na B: ako za sve χA, χB ∈ S, takvi da je A ⊆ B ⊆ X, vaºi

slede¢e

I (χA) ≤ I (χB) i I (−χA) ≥ I (−χB) ;

(ii) pozitivno �-homogeno na B: ako za sve χA ∈ S, A ⊆ X, kao i za sve

c ∈ [0, F ], vaºi da je

I (c� χA) = c� I (χA) i I (c� (−χA)) = c� I (−χA) ;
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(iii) kozna£no ⊕-aditivna: ako za sve kozna£ne funkcije f , h ∈ S, sledi da
je

I (f ⊕ h) = I (f)⊕ I (h) ; (2.4)

(iv) ⊕-deljiva na B: ako za sve χA, −χB ∈ S, takve da je A∩B = ∅, kao i za
sve χE1 , −χF1 , χE2 , −χF2 ∈ S takve da je E1 ∪E2 = A, E1 ∩E2 = ∅
i F1 ∪ F2 = B, F1 ∩ F2 = ∅, vaºi

I (χA ⊕ (−χB)) = 0 ⇒ I(χE1 ⊕ (−χF1)) = −I(χE2 ⊕ (−χF2)).

Naredna teorema se odnosi na diskretni bipolarni pseudo-integral za slu-

£aj I (1.18).

Teorema 2.6. [54] Neka su ⊕ = ⊕g i � = �g par simetri£nih pseudo-

operacija. Neka je dato I : S → [−F, F ]. Funkcionela I je monotona na B,
pozitivno �-homogena na B i kozna£no ⊕-aditivna ako i samo ako postoji

m ∈M takvo da je

I (f) =

⊕∫
X

f � dm, f ∈ S.

Za slu£ajeve II (1.21) i III (1.22), vaºi sli£na teorema. Ozna£imo sa

supp(I) = { f ∈ S | I(f) 6= 0 } i I0 = S \ supp(I).

Teorema 2.7. [54] Neka su ⊕ = 6 i � = �g (ili � = ?) par simetri£nih

pseudo-operacija. Neka je I : S → [−F, F ]. Funkcionela I je monotona na B,
pozitivno �-homogena na B, ⊕-deljiva na B , kozna£no ⊕-aditivna (2.4) za

sve kozna£ne funkcije f, h ∈ S takve da je f ⊕ h ∈ supp(I) ili f, h ∈ I0 ako

i samo ako postoji m ∈M, takvo da za sve f ∈ S, vaºi slede¢e

I (f) =

⊕∫
X

f � dm.
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U slede¢em tvr�enju, dokazana je asimetri£nost bipolarnog pseudo-integrala,

²to predstavlja originalne rezultate publikovane u [62].

Tvr�enje 2.8. Ako je m ∈ M i m̂(A,B) = −m(B,A), za (A,B) ∈ Q(X),

tada za sve f ∈ S imamo
⊕∫

X

(−f)� dm = −
⊕∫

X

f � dm̂.

Dokaz. Neka je m ∈ M. De�ni²imo m̂(A,B) = −m(B,A), za sve

(A,B) ∈ Q(X). Po lemi 2.4(i) imamo m̂ ∈ M. Asimetri£nost bipolarnog

pseudo-integrala sledi iz tvr�enja 2.2, leme 2.4(ii)) i leme 1.6, po²to za sve

f ∈ S imamo
⊕∫

X

f � dm =
⊕

i:xi∈supp(f)

|fi| � µf+ ({xi})

=
⊕

i:xi∈supp(−f)

| − fi| � (−µ̂(−f)+ ({xi}))

= −
⊕

i:xi∈supp(−f)

| − fi| � µ̂(−f)+ ({xi})

= −
⊕∫

X

(−f)� dm̂.

Sledi de�nicija pseudo-razlike 	, koja je neophodna za dokazivanje na-

rednog tvr�enja.

De�nicija 2.4. Za sve (x, y) ∈ [−F, F ]2\{(F, F ), (−F,−F )} pseudo-razlika
	 je:

x	 y = x⊕ (−y) = g−1(g(x)− g(y)).

U slede¢em tvr�enju bi¢e prezentovan bipolarni pseudo-integral u slu£aju

I (1.18), uz kori²¢enje pseudo-razlike, a ²to predstavlja originalne rezultate

publikovane u [62].
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Tvr�enje 2.9. Bipolarni pseudo-integral funkcije f : X →]− F, F [ bazirani

na ⊕-dekompozabilnoj fazi bi-meri m : Q(X) →] − F, F [ u slu£aju I (1.18)

moºe biti prikazan na slede¢i na£in:
⊕∫

X

f � dm =
n⊕
i=1

(
|fσ(i)| 	 |fσ(i−1)|

)
� µf+(Ai)

=
n⊕
i=1

|fσ(i)| �
(
µf+(Ai)	 µf+(Ai+1)

)
,

gde σ = (σ(1), . . . , σ(n)) ozna£ava permutaciju skupa indeksa, Ai su skupovi

Ai = {xσ(i), . . . , xσ(n)}, za i ≥ 2, A1 = X, An+1 = ∅ i fσ(0) = 0.

Dokaz. Po²to je m ⊕-dekompozabilna fazi bi-mera, prema tvr�enju 2.1, ima-

mo da je µf+ realna ⊕-mera, pa je g ◦ µf+ klasi£na mera. Za permutaciju

skupa indeksa σ, po²to je ⊕ asocijativno, po tvr�enju 2.2, imamo
⊕∫

X

f � dm =
n⊕
i=1

|fi| � µf+ ({xi})

=
n⊕
i=1

∣∣fσ(i)∣∣� µf+ ({xσ(i)})
= g−1

(
n∑
i=1

g(
∣∣fσ(i)∣∣) · (g(µf+ (Ai))− g(µf+ (Ai+1)))

)

= g−1

(
n∑
i=1

(g
(∣∣fσ(i)∣∣)− g (∣∣fσ(i−1)∣∣)) · g(µf+ (Ai))

)

=
n⊕
i=1

(
|fσ(i)| 	 |fσ(i−1)|

)
� µf+(Ai)

=
n⊕
i=1

|fσ(i)| �
(
µf+(Ai)	 µf+(Ai+1)

)
,

gde je Ai = {xσ(i), . . . , xσ(n)}, za i ≥ 2, A1 = X, An+1 = ∅ i fσ(0) = 0.

Za proizvoljne tri permutacije indeksa, prethodni rezultati ¢e biti prika-

zani kroz naredni primer.
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Primer 2.1. Neka je dato X = {x1, x2, x3} i funkcija f koja je de�nisana na

slede¢i na£in f (x1) = 0.1, f (x2) = −0.3, f (x3) = 0.5. Funkcija g (x) = x
2
,

za x ∈ [−∞,∞] je generator za ⊕ = ⊕g,� = �g. De�ni²imo operacije

x⊕ y = x+ y, x� y = xy
2
za x, y ∈ [−∞,∞] . Neka m1 i m2 su mere date sa

{x1} {x2} {x3}
m1 1.2 1.5 1.4

m2 1.7 0.7 1.8

i m (A,B) = m1 (A)−m2 (B), za (A,B) ∈ Q(X). Tada m ∈M. Po de�niciji

bipolarnog pseudo-integrala funkcije f baziranog na fazi bi-meri m, dolazimo

do slede¢eg prora£una.
⊕∫

X

f � dm = ((0.1� 1.2)⊕ (0.5� 1.4))⊕ (−0.3� 0.7)

=
0.1 · 1.2

2
+

0.5 · 1.4
2

+
−0.3 · 0.7

2
= 0.305.

Uvedimo slede¢u oznaku:

R =
3⊕
i=1

(
|fσ(i)| 	 |fσ(i−1)|

)
� µf+(Ai),

gde su A1 = X, A2 = {xσ(2), xσ(3)}, A3 = {xσ(3)} i fσ(0) = 0. Imamo

{x1} {x2} {x3} {x1, x2} {x1, x3} {x2, x3} X

µf+ 1.2 −0.7 1.4 0.5 2.6 0.7 1.9
.

(i) Za σ = (1, 2, 3) i A1 = X, A2 = {x2, x3}, A3 = {x3}, imamo

R = ((0.1− 0)� 1.9)⊕ ((0.3− 0.1)� 0.7)⊕ ((0.5− 0.3)� 1.4)

=
0.1 · 1.9

2
+

0.2 · 0.7
2

+
0.2 · 1.4

2
= 0.305.

(ii) Ako je σ = (2, 3, 1) i A1 = X, A2 = {x1, x3}, A3 = {x1}, imamo

R = ((0.3− 0)� 1.9)⊕ ((0.5− 0.3)� 2.6)⊕ ((0.1− 0.5)� 1.2)

=
0.3 · 1.9

2
+

0.2 · 2.6
2

+
−0.4 · 1.2

2
= 0.305.
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(iii) Za σ = (3, 1, 2) A1 = X, A2 = {x1, x2}, A3 = {x2} vaºi

R = ((0.5− 0)� 1.9)⊕ ((0.1− 0.5)� 0.5)⊕ ((0.3− 0.1)� (−0.7))

=
0.5 · 1.9

2
+
−0.4 · 0.5

2
+

0.2 · (−0.7)

2
= 0.305.

U slede¢em primeru ilustrovano je kako se bipolarni pseudo-integral moºe

koristiti kao integralni model za reprezentaciju relacije preferencije. Za vi²e

detalja videti [56].

Primer 2.2. Osoba donosi odluku o izboru jedne od tri opcije, sude¢i na

osnovu slede¢eg skupa kriterijuma X = {Svojstvo1, Svojstvo2, Svojstvo3}.

Svojstvo1 Svojstvo2 Svojstvo3

Opcija1 0.5 −0.5 0.3

Opcija2 −0.3 0.5 −0.5

Opcija3 0 −0.3 0.3

Neka je I(f) =
3

6
i=1
|fi| · µf+({i}), gde je ⊕ = 6, � = · i odgovaraju¢a

dekompozabilna fazi bi-mera m (njene vrednosti odre�uju vaºnost (teºi-

nu) svakog para disjunktnih podskupova skupa kriterijuma) de�nisana sa

m(A,B) = (m1(A))⊕ (−m2(B)), za (A,B) ∈ Q(X), gde su m1 i m2 ⊕-mere

(∨-mere) date sa
{1} {2} {3}

m1 0.2 0.4 0.3

m2 0.1 0.1 0.5

Kako je

I(f o1) = (0.5 · 0.2) > (0.3 · 0.3) > (−0.5 · 0.1)

= 0.1 > 0.09 > (−0.05) = 0.1,

I(f o2) = (−0.3 · 0.1) > (0.5 · 0.4) > (−0.5 · 0.5)

= (−0.03) > 0.2 > (−0.25) = −0.25,

43



I(f o3) = (−0.3 · 0.1) > (0.3 · 0.3)

= (−0.03) > 0.09 = 0.09,

zaklju£ujemo da ¢e donosilac odluke preferirati Opciju1.

2.2 Bipolarni �okeov integral

Posmatra se skup X = {x1, ..., xn}. Neka je funkcija m : Q(X)→ [−1, 1]

normalizovana fazi bi-mera. Za funkciju f : X → [−1, 1] neka vaºi

fi = f(xi), i = 1, ..., n. Klasa svih funkcija f : X → [−1, 1] je ozna£ena

sa Ŝ.
Klasa svih normalizovanih fazi bi-mera na intervalu [−1, 1], odnosno pre-

slikavanja m : Q(X) → [−1, 1], takva da vaºi m(X,∅) = 1 = −m(∅, X) je

ozna£ena sa M̂.

Za svako (A,B) ∈ Q(X) na intervalu [−1, 1], karakteristi£na funkcija

χ(A,B) ∈ Ŝ moºe da se prikaºe na slede¢i na£in

χ(A,B)(x) =


1, x ∈ A,
−1, x ∈ B,

0, x /∈ A ∪B.

O£igledno, za sve (A,B) ∈ Q(X), vaºi slede¢e χ(A,B) = χA − χB
Za t ∈]0, 1], par skupova ({x ∈ X | f (x) ≥ t}, {x ∈ X | f (x) ≤ −t}),

skra¢eno ozna£enih sa ({f ≥ t}, {f ≤ −t}), pripada Q(X). Za slu£aj kada

je t = 0, umesto para skupova ({f ≥ 0}, {f ≤ 0}), koristi¢emo slede¢i par

({f ≥ 0}, {f < 0}).
Ozna£imo sa Xn kona£an skup kardinalnosti n, za sve n ∈ N. Uvedimo

oznaku Sn za klasu svih funkcija koje preslikavaju Xn u interval [−1, 1], dok

jeMn klasa svih normalizovanih fazi bi-mera na Q(Xn).

De�nicija 2.5. [22] Bipolarni �okeov integral funkcije f ∈ Ŝ u odnosu na
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fazi bi-meru m ∈ M̂ je de�nisan sa

BCh(f,m) =

∫ +∞

0

m({xi ∈ X : fi > t}, {xi ∈ X : fi < t})dt. (2.5)

Za vi²e detalja videti [15, 23].

Bipolarni �okeov integral za diskretni slu£aj u odnosu na fazi bi-meru m

za svako f : X → [−1, 1] moºe biti predstavljen na slede¢i na£in

BCh(f,m) =
n∑
i=1

(|fσ(i)| − |fσ(i−1)|)m({xj ∈ X : fj ≥ |fσ(i)|}, {xj ∈ X : fj ≤ −|fσ(i)|})

gde σ ozna£ava permutaciju elemenata skupa takvu da vaºi

0 = |fσ(0)| ≤ |fσ(1)| ≤ ... ≤ |fσ(n)|.

Na osnovu rezultata prikazanih u [23] i osobina bipolarnog �okeovog in-

tegrala datih u [21, 22] imamo slede¢a svojstva ovog integrala:

(Ch1) BCh(c · χ(A,B),m) = c ·m(A,B), za sve c ∈ [0, 1] i za sve m ∈ Mn,

(A,B) ∈ Q(Xn), n ∈ N;

(Ch2) Za sve parove (f,m1) ∈ Sn1 ×Mn1 , i (g,m2) ∈ Sn2 ×Mn2 , n1, n2 ∈ N
koji zadovoljavaju

m1({f ≥ t}, {f ≤ −t}) ≥m2({g ≥ t}, {g ≤ −t}), (2.6)

za svako t ∈]0, 1], vaºi da je

BCh(f,m1) ≥ BSh(g,m2).

U slede¢oj teoremi je dat potreban i dovoljan uslov da je funkcija agre-

gacije bipolarni �okeov integral.

Teorema 2.10. [22] Funkcija agregacije A : [−1, 1]n → [−1, 1] je idempoten-

ta i bipolarno komonotono aditivna akko postoji fazi bi-mera m ∈ M̂ takva

da za svaku funkciju f ∈ Ŝ vaºi A(f) = BCh(f,m), gde je f = (f1, f2, ..., fn).

Za vi²e detalja videti [14, 15, 22, 23, 58, 59].
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2.3 Bipolarni �ilkretov integral

De�nicija 2.6. [22] Bipolarni �ilkretov integral funkcije f ∈ Ŝ u odnosu na

fazi bi-meru m ∈ M̂ je dat sa

BSh(f,m) =

n

6
i=1
| fi | ·m

(
{xj ∈ X : fj ≥| fi |}, {xj ∈ X : fj ≤ − | fi |}

)
. (2.7)

Slede¢i primer ilustruje prethodno navedenu de�niciju 2.7.

Primer 2.3. Neka je X = {x1, x2, x3} i m normalizovana fazi bi-mera takva

da vaºi m({x1, x2}, {x3}) = 0.6, m({x2}, {x3}) = 0.4 i m(∅, {x3}) = −0.5.

Vrednosti funkcije odre�ujemo na slede¢i na£in f(x1) = 0, f(x2) = 0.6,

f(x3) = −0.8. Iz de�nicije bipolarnog �ilkretovog integrala imamo:

BSh(f,m) = (0 ·m({x1, x2}, {x3}))6 (0.6 ·m({x2}, {x3}))

6 (0.8 ·m(∅, {x3}))

= (0 · 0.6)6(0.6 · 0.4)6 (0.8 · (−0.5))

= 060.246 (−0.4) = −0.4.

Na osnovu rezultata uvedenih u [23] i osobina bipolarnog �ilkretovog in-

tegrala datih u [22] imamo slede¢a svojstva ovog integrala:

(Sh1) Za sve m ∈M, c ∈ [0, 1] i (A,B) ∈ Q(X) vaºi

BSh(c · χ(A,B),m) = c ·m(A,B).

(Sh2) Za sve parove (f,m1) ∈ Sn1 ×Mn1 i (g,m2) ∈ Sn2 ×Mn2 , n1, n2 ∈ N
koji zadovoljavaju

m1({f ≥ t}, {f ≤ −t}) ≥m2({g ≥ t}, {g ≤ −t}) (2.8)

za svako t ∈]0, 1], vaºi da je

BSh(f,m1) ≥ BSh(g,m2).
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(Sh3) Bipolarni �ilkretov integral je bipolarno komonotono maksitivan, odno-

sno za realne brojeve lj, j = 1, ..., k takve da vaºi

0 < l1 < l2 < ... < lk ≤ 1 i za (Aj, Bj) ∈ Q(X), j = 1, 2, ..., k ta-

kve da Aj+1 ⊆ Aj i Bj+1 ⊆ Bj za sve j = 1, 2, ..., k − 1 imamo da

je

BSh(

k

6
j=1

lj · χ(Aj ,Bj),m) =

k

6
j=1

BSh(lj · χ(Aj ,Bj),m).

Pre nego ²to bude navedena teorema, koja daje potreban i dovoljan uslov

da je funkcija agregacije jednaka bipolarnom �ilkretovom integralu, uve²¢emo

odre�ene oznake i pojmove. Sa 1(A,B) se obeleºava n-torka (y1, y2, ..., yn) gde

je

yi =


1, xi ∈ A,
−1, xi ∈ B,

0, xi /∈ A ∪B,

za svako i = 1, 2, ..., n. Ako pretpostavimo da su x1,x2, ...,xk elementi skupa

[−1, 1]n i K = {1, 2, ..., k}, tada n-torka 6
j∈K

xk ima i-tu koordinatu
k

6
s=1

xsi .

Neka su lj, j = 1, ..., k realni brojevi takvi da vaºi 0 < l1 < l2 < ... < lk ≤ 1

i (Aj, Bj) ∈ Q(X), j = 1, 2, ..., k dok je Aj+1 ⊆ Aj i Bj+1 ⊆ Bj za sve

j = 1, 2, ..., k − 1. Kaºemo da je funkcija agregacije A : [−1, 1]n → [−1, 1]

bipolarno komonotono maksitivna ako vaºi

A(6
j∈K

lj · 1(Aj ,Bj) ) = 6
j∈K

A(lj · 1(Aj ,Bj)).

U slede¢oj teoremi je dat potreban i dovoljan uslov da je funkcija agre-

gacije bipolarni �ilkretov integral.

Teorema 2.11. [22] Funkcija agregacije A : [−1, 1]n → [−1, 1] je idempo-

tenta, homogena i bipolarno komonotono maksitivna akko postoji fazi bi-mera

m ∈ M̂ takva da za svaku funkciju f ∈ Ŝ vaºi A(f) = BSh(f,m), gde je

f = (f1, f2, ..., fn).

Za vi²e detalja videti [14, 15, 22, 23, 59].
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2.4 Bipolarni Sugenov integral

De�nicija 2.7. [22] Bipolarni Sugenov integral funkcije f ∈ Ŝ u odnosu na

fazi bi-meru m ∈ M̂ je dat sa

BSu(f,m) =

n

6
i=1
| fi |7m

(
{xj ∈ X : fj ≥| fi |}, {xj ∈ X : fj ≤ − | fi |}

)
. (2.9)

Slede¢i primer ilustruje izra£unavanje bipolarnog Sugenovog integrala.

Primer 2.4. Posmatrajmo funkciju f i fazi bi-merum date u primeru 2.3. Iz

de�nicije bipolarnog Sugenovog integrala imamo da vrednost ovog integrala

iznosi:

BSu(f,m) = (07m({x1, x2}, {x3}))6 (0.67m({x2}, {x3}))

6 (0.87m(∅, {x3}))

= (070.6)6(0.670.4)6 (0.87(−0.5))

= 060.46(−0.5) = −0.5.

Na osnovu rezultata uvedenih u [23] i osobina bipolarnog Sugenovog in-

tegrala datih u [21, 22] imamo slede¢a svojstva ovog integrala:

(Su1) Za sve m ∈M, c ∈ [0, 1] i (A,B) ∈ Q(X) vaºi

BSu(c · χ(A,B),m) = c7m(A,B).

(Su2) Za sve parove (f,m1) ∈ Sn1 ×Mn1 i (g,m2) ∈ Sn2 ×Mn2 , n1, n2 ∈ N,
za koje je zadovoljena nejednakost (2.8), za svako t ∈]0, 1], vaºi da je

BSu(f,m1) ≥ BSu(g,m2).

(Su3) Bipolarni Sugenov integral je bipolarno komonotono maksitivan, odno-

sno vaºi

BSu(

k

6
j=1

lj · χ(Aj ,Bj),m) =

k

6
j=1

BSu(lj · χ(Aj ,Bj),m).
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za sve realne brojeve lj, j = 1, ..., k i parove skupova (Aj, Bj) ∈ Q(X),

j = 1, 2, ..., k.

(Su4) Bipolarni Sugenov integral je bipolarno stabilan u odnosu na znak,

odnosno za svako a, b ∈]0, 1] i za svako (A,B) ∈ Q(X) vaºi

BSu(a · χ(A,B),m) ·BSu(b · χ(A,B),m) > 0

ili

BSu(a · χ(A,B),m) = BSu(b · χ(A,B),m) = 0.

(Su5) Bipolarni Sugenov integral je bipolarno stabilan u odnosu na minimum,

odnosno za svako a, b ∈]0, 1] takvo da je a > b i za svako (A,B) ∈ Q(X)

vaºi ∣∣BSu(a · χ(A,B),m)
∣∣ ≥ ∣∣BSu(b · χ(A,B),m)

∣∣
i ako je ∣∣BSu(a · χ(A,B),m)

∣∣ > ∣∣BSu(b · χ(A,B),m)
∣∣

tada je ∣∣BSu(b · χ(A,B),m)
∣∣ = b.

Naredni primer ilustruje tri prethodno de�nisana bipolarna integrala u

odnosu na fazi bi-meru koja je CPT-tipa.

Primer 2.5. Neka je m fazi bi-mera CPT-tipa de�nisana sa

m(A,B) = m1(A) − m2(B), za (A,B) ∈ Q(X), X = {x1, x2, x3}, m1 i

m2 su aditivne fazi mere date sa

{1} {2} {3}

m1 0.2 0.7 0.1

m2 0.5 0.2 0.3

.
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Neka je f (x1) = 0, f (x2) = 0.6, f (x3) = −0.8. Iz de�nicije bipolarnog

�okeovog integrala sledi

BCh (f,m) = 0 ·m ({1, 2}, {3}) + 0.6 ·m({2}, {3}) + 0.2 ·m(∅, {3})

= 0 · (0.9− 0.3) + 0.6 · (0.7− 0.3) + 0.2 · (−0.3) = 0.18.

Bipolarni �ilkretov integral se moºe izra£unati na slede¢i na£in:

BSh (f,m) = (0 ·m({1, 2}, {3}))6 (0.6 ·m({2}, {3}))6 (0.8 ·m(∅, {3}))

= (0.6 · (0.7− 0.3))6 (0.8 · (−0.3)) = 0.

Bipolarni Sugenov integral se moºe izra£unati na slede¢i na£in:

BSu (f,m) = (070.6)6 (0.670.4)6 (0.87 (−0.3)) = 0.4.

U slede¢oj teoremi je dat potreban i dovoljan uslov da je funkcija agre-

gacije bipolarni Sugenov integral.

Teorema 2.12. [22] Funkcija agregacije A : [−1, 1]n → [−1, 1] je idem-

potenta, bipolarno komonotono maksitivna, bipolarno stabilna u odnosu na

znak i u odnosu na minimum akko postoji fazi bi-mera m takva da za svaku

funkciju f ∈ Ŝ vaºi A(f) = BSu(f,m), gde je f = (f1, f2, ..., fn).

2.5 Diskretni bipolarni pan integral

Neki autori [4, 30, 35, 66] su prou£avali pan-operacije. Pan-operacije za-

dovoljavaju sve osobine pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja �, a pomo¢u

kojih se de�ni²e pan-integral (za vi²e detalja videti [66, 67]). U ovom po-

glavlju su pan integrali bazirani na klasi£nim operacijama sabiranja (+) i

mnoºenja (·).

U okviru ovog poglavlja predstavljeni su originalni rezultati prikazani u

[59], koji se odnose na de�nisanje novog diskretnog bipolarnog pan integrala,
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prou£avanje njegovih osobina uz primere, kao i pore�enje ovog integrala sa

prethodno navedenim bipolarnim integralima.

Neka je funkcija f : X → [0,∞[, (Ai)i∈I ∈ R, ∪
i∈I

Ai = X, i ai ≥ 0 , za

sve i ∈ I, gde R je klasa svih kona£nih particija od P(X). Za svako i ∈ I,
de�ni²imo zi : X → [0,∞[ gde je

zi = ai · 1Ai , (2.10)

odnosno

zi(x) =

{
ai, ako x ∈ Ai,
0, ako x /∈ Ai.

Ozna£imo sa Z klasu svih funkcija zi.

De�nicija 2.8. [66] Neka je m : P(X)→ [0,∞[ data fazi mera. Pan integral

funkcije f : X → [0,∞[ u odnosu na fazi meru m je dat sa

PanI(f,m) = sup

{∑
i∈I

ai ·m(Ai) : zi ∈ Z,
∑
i∈I

zi ≤ f

}
. (2.11)

Iz de�nicije imamo slede¢i prikaz pan integrala funkcije f : X → [0,∞[,

u odnosu na meru m:

PanI(f,m) = sup

{∑
i∈I

(
inf
x∈Ai

f(x)
)
·m(Ai) : (Ai)i∈I ∈ R

}
. (2.12)

Bipolarni pan integral funkcije f : X → R na kona£nom skupu X ¢e biti

de�nisan u odnosu na fazi bi-meru CPT-tipa na slede¢i na£in.

De�nicija 2.9. Neka je m : Q(X) → R data fazi bi-mera CPT-tipa. Bipo-

larni pan integral funkcije f : X → R u odnosu na fazi bi-meru m je

BPanI(f,m) = PanI(f+,m1)− PanI(f−,m2). (2.13)

gde su m1 i m2 date sa (1.23), dok su f+,f− date sa (1.8).
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Ilustracija ovog integrala je prikazana u narednom primeru.

Primer 2.6. Neka je X = {1, 2, 3} i f : X → R de�nisano sa

f(x) =


−0.2, x = 1,

−0.6, x = 2,

0.8, x = 3.

Neka je m fazi bi-mera de�nisana na Q(X) takva da vaºi

m(A,B) = m1(A)−m2(B), za sve (A,B) ∈ Q(X),

gde su m1 i m2 date sa

E m1(E) m2(E)

{1} 0.5 0.5

{2} 0.2 0.4

{3} 0.2 0.4

{1, 2} 0.5 0.6

{2, 3} 0.3 0.4

{1, 3} 0.5 0.8

{1, 2, 3} 1 1

.

Na osnovu (2.12), ra£unamo PanI(f+,m1) = 0.8 ·m1({3}) = 0.8 ·0.2 = 0.16,

i PanI(f−,m2) uzimaju¢i supremum (maksimum) slede¢ih brojeva:

n1 = 0.2 ·m2 ({1}) + 0.6 ·m2({2})

= 0.2 · 0.5 + 0.6 · 0.4 = 0.34;

n2 = 0.2 ·m2 ({1}) = 0.2 · 0.5 = 0.1;

n3 = 0.6 ·m2 ({2}) = 0.6 · 0.4 = 0.24;

n4 = 0.2 ·m2 ({1, 2}) = 0.2 · 0.6 = 0.12.

Imamo da je, PanI(f−,m2) = sup{n1, n2, n3, n4} = 0.34 i kona£no dobijamo

BPanI(f,m) = 0.16− 0.34 = −0.18.
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Po de�niciji se lako moºe videti da je bipolarni pan integral pozitivno

homogen i monoton.

2.5.1 Pore�enje bipolarnih integrala

U okviru ovog poglavlja prou£ene su veze izme�u bipolarnog pan integra-

la, bipolarnog �okeovog integrala i bipolarnog pseudo-integrala.

U [15] je dokazano da ako je m fazi bi-mera CPT-tipa, tada se bipolarni

�okeov integral (2.5) moºe izraziti kao razlika dva �okeova integrala na slede¢i

na£in:

BCh(f,m) = ChI(f+,m1)− ChI(f−,m2). (2.14)

Teorema 2.13. Neka je data fazi bi-mera m CPT-tipa.

(i) Ako je m1 superaditivna i m2 je subaditivna, tada za sve f : X → R
vaºi:

BPanI(f,m) ≤ BCh(f,m).

(ii) Ako je m1 subaditivna i m2 je superaditivna, tada za sve f : X → R
vaºi:

BPanI(f,m) ≥ BCh(f,m).

Dokaz. Na osnovu [67], [69], ako je fazi mera m : P(X) → [0,∞[ superadi-

tivna, tada za sve f : X → [0,∞[ vaºi slede¢e:

PanI(f,m) ≤ Ch(f,m).

Ako je m subaditivna, tada za sve f , vaºi obrnuta nejednakost. Sledi da na

osnovu de�nicije 2.9 tvr�enje vaºi.

Kroz naredni primer bi¢e data ilustracija prethodne teoreme.
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Primer 2.7. Neka su funkcija f : X → R i fazi bi-mera m : Q(X) → R
de�nisane kao u primeru 2.6. Izra£unajmo bipolarni �okeov integral funkcije

f u odnosu na fazi bi-meru m koriste¢i de�niciju 1.7. Imamo

Ch(f+,m1) = 0.8 ·m1({3}) = 0.8 · 0.2 = 0.16

i

Ch(f−,m2) = 0.2 ·m2({1, 2}) + (0.6− 0.2) ·m2({2})

= 0.2 · 0.6 + 0.4 · 0.4

= 0.28.

Sledi da je

BCh(f,m) = Ch(f+,m1)− ChI(f−,m2)

= 0.16− 0.28

= −0.12.

Iz primera 2.6 imamo

BPanI(f,m) = PanI(f+,m1)− PanI(f−,m2)

= 0.16− 0.34 = −0.18,

i tako�e vaºi

−0.18 = BPanI(f,m) < BCh(f,m) = −0.12.

Me�utim, m1 nije superaditivna i m2 je subaditivna fazi mera, pa ova ne-

jednakost ne mora da vaºi za sve funkcije, npr. za f− imamo

BPanI(f−,m) > BCh(f−,m), po²to je

BPanI(f−,m) = PanI(f−,m1) = 0.22,

BCh(f−,m) = Ch(f−,m1) = 0.18.
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Jedan specijalan slu£aj bipolarnog diskretnog integrala je diskretni bipo-

larni pseudo-integral (2.1) koji je de�nisan u [53], baziran na operacijama

⊕ = + i � = · u odnosu na aditivnu fazi bi-meru m.

Za svako f : X → R, imamo

f = f+ − f− =
k∑
i=1

|fi| · (1Ai∩X+ − 1Ai∩X−),

gde je |fi| = |f(x)|, za sve x ∈ Ai i gde su Ai disjuktni skupovi, a
k
∪
i=1

Ai = X.

Ako je m aditivna fazi bi-mera, tada je µf+ aditivna skupovna funkcija,

bipolarni pseudo-integral, tj.
⊕∫
X

f � dm moºe biti izraºen kao:

⊕∫
X

f � dm =
n∑
i=1

|fi| · µf+ ({xi}) .

Teorema 2.14. Neka je m aditivna fazi bi-mera. Tada za sve f : X → R
vaºi:

BPanI(f,m) = BCh(f,m) =

⊕∫
X

f � dm.

Dokaz. Neka je m aditivna fazi bi-mera. Tada vaºi:

m(A,B) = m1(A)−m2(B),

gde su mere m1,m2, date sa (1.23), pa na osnovu de�nicija 2.1, 2.5 i 2.9,

tvr�enje sledi.

Neka je m fazi bi-mera. De�ni²imo fazi bi-meru m̂ sa:

m̂(A,B) = −m(B,A),

za sve (A,B) ∈ Q(X). Neka BDI ozna£ava bilo koji od tri integrala: BPanI,

BCh,
⊕∫
X

f � dm, dok je u poslednjem slu£aju m aditivna.
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Teorema 2.15. Neka je m fazi bi-mera CPT-tipa i neka je dato preslikavanje

f : X → R. Tada vaºi:

BDI(f,m) = BDI(f+,m)−BDI(f−, m̂).

Dokaz. Neka je fazi bi-mera m CPT-tipa. Za date fazi mere m1 i m2, koje

su date sa (1.23), vaºi da za sve (A,B) ∈ Q(X), sledi da je:

m(A,B) = m1(A)−m2(B).

Tako�e vaºi da je:

m̂(A,B) = −m(B,A) = m2(A)−m1(B).

Po²to je m̂ fazi bi-mera CPT-tipa, tada po de�niciji 2.9 tvr�enje vaºi za

BPanI(f,m), dok na osnovu jednakosti (2.14) tvr�enje vaºi za BCh(f,m).

U slu£aju bipolarnog pseudo-integrala,
⊕∫
X

f � dm, tvr�enje sledi na osnovu

de�nicije 2.1.
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Glava 3

Jensenova nejednakost za

bipolarni pseudo-integral

Jensenova nejednakost dobila je ime po danskom matemati£aru Johan

Ludwig Jensenu (1859 − 1925). Zna£aj Jensenove nejednakosti se ogleda u

tome da su iz nje izvedene mnoge druge nejednakosti. Me�u njima su �e-

bi²evljeva nejednakost, zatim nejednakost izme�u aritmeti£ke i geometrijske

sredine, kao i druge.

Jedna od naj£e²¢e prou£avanih i kori²¢enih nejednakosti koju zadovolja-

va Lebegov integral je Jensenova nejednakost. Ova nejednakost ima primenu

u mnogim disciplinama, posebno u teoriji verovatno¢e, informacionim na-

ukama, teoriji optimizacije, matemati£koj ekonomiji itd. U okviru primene

teorije odlu£ivanja u privredi postoji potreba za razvojem integrala kod kojih

su skale bipolarne. Upravo iz tog razloga cilj ove disertacije jeste da se ispi-

ta specijalan tip Jensen-Stefensenove nejednakosti [51], koji predstavlja tip

Jensenove nejednakosti za ure�ene ponderisane sredine sa realnim teºinskim

koe�cijentima. Prema tome, glavni zadatak ove disertacije jeste da ispita ovu

nejednakost u okviru teorije neaditivnih mera i integrala, a koja ima uticaj

na razvoj nauke i istraºivanja, kao i mnogobrojne primene.
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U okviru ove glave prikazane su nove teoreme, odnosno originalni rezul-

tati Jensen-Stefensenove nejednakosti za bipolarni pseudo-integral, a koji su

publikovani u [61, 62]. Posebno ¢e biti razmatrana tri slu£aja u odnosu na

tri tipa simetri£nih pseudo-operacija sabiranja ⊕ i mnoºenja �.

3.1 Jensenova nejednakost za bipolarni pseudo-

integral

Neka je data funkcija f ∈ S, fazi bi-mera m ∈M i e = g−1(1), a koje su

de�nisane u poglavlju 2.1. U slu£aju I (1.18), vaºi da je Ran(f) ⊆ ]− F, F [

i Ran(m) ⊆ ] − F, F [ . Oznaka SBPIm(f) ozna£ava signum bipolarnog

pseudo-integrala funkcije f u odnosu na fazi bi-meru m.

Par neparnih funkcija ϕ : [−∞,∞]→ [−∞,∞] i g : [−F, F ]→ [−∞,∞],

se naziva konveksno-konkavni par funkcija ako su slede¢a svojstva zadovolje-

na:

� ϕ je konveksna, strogo rastu¢a i neprekidna na [0,∞] ,

� g je konkavna, strogo rastu¢a i neprekidna na [0, F ],

� ϕ(F ) ≤ F i g ◦ ϕ je konveksna funkcija na [0, F ] .

Primetimo da zbog neparnosti funkcija g i ϕ i prethodnih osobina vaºi

slede¢e:

� ϕ je konkavna, strogo rastu¢a i neprekidna na [−∞, 0] ,

� g je konveksna, strogo rastu¢a i neprekidna na [−F, 0] ,
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� ϕ (−F ) ≥ −F i g ◦ ϕ je konkavna funkcija na [−F, 0] .

De�nicija 3.1. Neka su date funkcije ϕ : [−F, F ] → [−F, F ],

g : [−F, F ] → [−∞,∞], gde je g strogo rastu¢a i kompozicija

g ◦ ϕ ◦ g−1 : [−N,M ] → [−∞,∞] je dobro de�nisana. Pored toga vaºi da

je M = g(F ) i N = −g(−F ). Funkcija ϕ je g-konveksno-konkavna (ili ϕ je

g-konkavno-konveksna) ako je kompozicija g ◦ϕ ◦ g−1 konveksna funkcija (ili
konkavna funkcija) na [g(0),M ] i vaºi da je g ◦ ϕ ◦ g−1 je konkavna funkcija

(konveksna funkcija) na [−N, g(0)] .

Moºe se primetiti da ako su funkcije ϕ i g iz prethodne de�nicije neparne

funkcije, tada je g ◦ϕ ◦ g−1 : [−M,M ]→ [−∞,∞] isto neparna funkcija, gde

je M = g(F ).

Vaºi slede¢a lema.

Lema 3.1. Neka su date ϕ : [−∞,∞]→ [−∞,∞] i g : [−F, F ]→ [−∞,∞].

(i) Ako su ϕ i g neparne i rastu¢e funkcije, tada za svako x ∈ [−∞,∞] i

za sve t ∈ [−F, F ] vaºi

ϕ(|x|) = |ϕ(x)|, g(|t|) = |g(t)|.

(ii) Ako je ϕ rastu¢a funkcija, tada za svako xi ∈ [0,∞], i = 1, . . . , n vaºi

ϕ

(
n∧
i=1

xi

)
=

n∧
i=1

ϕ(xi), ϕ

(
n∨
i=1

xi

)
=

n∨
i=1

ϕ(xi).

(iii) Ako je funkcija ϕ g-konveksno-konkavna i ϕ(0) = g(0) = 0, tada za sve

x ∈ [0, F ] i 0 ≤ λ ≤ e vaºi

ϕ(λ� x) ≤ λ� ϕ(x),

a za svako x ∈ [−F, 0] i 0 ≤ λ ≤ e, vaºi

ϕ(λ� x) ≥ λ� ϕ(x).
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Dokaz. Stavke (i) i (ii) se dokazuju direktno. Dokaºimo tvr�enje leme 3.1(iii).

Po²to je ϕ (0) = g (0) = 0, g ◦ ϕ ◦ g−1 konveksna funkcija na [0,M ] , gde je

M = g(F ) i g je strogo rastu¢a, za x ∈ [0, F ] i 0 ≤ λ ≤ e, onda vaºi slede¢e

0 ≤ g(λ) · g(x) ≤M . Imamo da je

g (ϕ(λ� x)) = g
(
ϕ(g−1 (g (λ) · g (x)))

)
= g

(
ϕ(g−1 (g (λ) · g (x) + (1− g (λ)) · 0))

)
≤ g (λ) · g

(
ϕ(g−1 (g (x)))

)
+ (1− g (λ)) · g

(
ϕ(g−1 (0))

)
= g (λ) · g (ϕ(x)) .

Sledi da za sve x ∈ [0, F ] i 0 ≤ λ ≤ e, vaºi slede¢e

ϕ(λ� x) ≤ g−1 (g (λ) · g (ϕ(x))) = λ� ϕ(x).

Po²to je g ◦ ϕ ◦ g−1 konkavna funkcija na [−N, 0] , obrnuta nejednakost se

pokazuje analogno.

Lema 3.2. Neka su ϕ : [−F, F ]→ [−F, F ] i g : [−F, F ]→ [−∞,∞] neparne

funkcije.

(i) Ako je ϕ strogo rastu¢a i g-konkavno-konveksna, tada je ϕ−1 strogo

rastu¢a i g-konveksno-konkavna.

(ii) Ako je ϕ strogo opadaju¢a i g-konkavno-konveksna, tada je −ϕ strogo

rastu¢a i g-konveksno-konkavna.

(iii) Ako je ϕ strogo opadaju¢a i g-konveksno-konkavna, tada je −ϕ−1 strogo
rastu¢a i g-konveksno-konkavna.

U cilju dokazivanja Jensenove nejednakosti za bipolarne pseudo-integrale

uvodi se pojam |f |-lan£ane pozitivnosti(negativnosti) fazi bi-mere m za

f ∈ S.

De�nicija 3.2. Neka je f ∈ S. Ozna£imo sa α = (α(1), . . . , α(n)) permuta-

ciju skupa indeksa tako da vaºi 0 ≤
∣∣fα(1)∣∣ ≤ ∣∣fα(2)∣∣ ≤ ... ≤

∣∣fα(n)∣∣. Skupovi
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Ai su takvi da je Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, i = 1, . . . , n, A1 = X i An+1 = ∅.
Fazi bi-mera m : Q(X)→ [−F, F ] je:

(i) |f |-lan£ano pozitivna ako postoji α takvo da vaºi 0 ≤ µf+(Ai) ≤ e, za

sve i = 2, . . . , n i µf+(X) = e, ili 0 ≤ µ̃f+(Ai) ≤ e za sve i = 2, . . . , n i

µ̃f+(X) = e.

(ii) |f |-lan£ano negativna ako postoji α takvo da vaºi −e ≤ µf+(Ai) ≤ 0,

za sve i = 2, . . . , n i µf+(X) = −e, ili −e ≤ µ̃f+(Ai) ≤ 0, za sve

i = 2, . . . , n i µ̃f+(X) = −e.

Primer 3.1. Neka su X = {x1, x2, x3} i funkcija f dati kao u primeru 2.1.

(i) Neka su generator g za ⊕ i � i fazi bi-mera m de�nisani na isti na£in

kao u primeru 2.1. Razmotrimo −f . Za α = (1, 2, 3), imamo

| − f1| ≤ | − f2| ≤ | − f3| i A1 = X, A2 = {x2, x3}, A3 = {x3}, kao i

µ(−f)+({x3}) = −1.8, µ(−f)+({x2, x3}) = 1.5 − 1.8 = −0.3,

µ(−f)+(X) = −1.7 + 1.5 − 1.8 = −2 = −e. Iz toga se zaklju£uje da je fazi

bi-mera m | − f |-lan£ano negativna.

(ii) Neka su g (x) =
√
x za x ∈ [0,∞], i g (x) = −

√
−x za x ∈ [−∞, 0[

generatorske funkcije za pseudo-operacije sabiranja ⊕ = ⊕g, kao i mnoºenja

� = �g. Neka su ⊕-mere m1 i m2 de�nisane na slede¢i na£in:

{x1} {x2} {x3}
m1 0.64 0.1 0.36

m2 0 0.16 0.3

i neka vaºi m (A,B) = m1 (A) ⊕ (−m2 (B)), za (A,B) ∈ Q(X). Za indekse

α = (1, 2, 3), imamo |f1| ≤ |f2| ≤ |f3| i µf+({x3}) = 0.36,

µf+({x2, x3}) = (
√

0.36 −
√

0.16)2 = 0.04, µf+(X) = (
√

0.64 −
√

0.16 +
√

0.36)2 = 1 = e. Iz toga se zaklju£uje da je fazi bi-mera m je |f |-lan£ano
pozitivna.
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Lema 3.3. Neka je m fazi bi-mera i f ∈ S. Neka su skupovne funkcije

µf+ i µ̃f+ date sa (2.1) i (2.2) na P(X) i m̂(A,B) = −m(B,A), za sve

(A,B) ∈ Q(X). Neka je ϕ : [−F, F ] → [−F, F ] neparna strogo rastu¢a

funkcija. Tada vaºi:

(i) za sve E ∈ P(X), imamo µf+(E) = µ(ϕ(f))+(E) i µ̃f+(E) = µ̃(ϕ(f))+(E);

(ii) m je |f |-lan£ano pozitivna akko m je |ϕ(f)|-lan£ano pozitivna;

(iii) m je |f |-lan£ano negativna akko m̂ je |−f |-lan£ano pozitivna.

Dokaz. Kako vaºi da je

X+ = {xi ∈ X | f(xi) > 0} = {xi ∈ X |ϕ(f(xi)) > 0} ,

X0 = {xi ∈ X | f(xi) = 0} = {xi ∈ X |ϕ(f(xi)) = 0} ,

tvr�enje (i) sledi. Dokaºimo (ii). Za permutaciju skupa indeksa α neka vaºi

0 ≤
∣∣fα(1)∣∣ ≤ ∣∣fα(2)∣∣ ≤ ... ≤

∣∣fα(n)∣∣ i 0 ≤ µf+(Ai) ≤ e (0 ≤ µ̃f+(Ai) ≤ e)

za sve i = 2, . . . , n i µf+(X) = e (µ̃f+(X) = e). Po²to je ϕ neparna strogo

rastu¢a funkcija, lema 3.1 (i) obezbe�uje

0 ≤
∣∣∣(ϕ (f))α(1)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣(ϕ (f))α(2)

∣∣∣ ≤ ... ≤
∣∣∣(ϕ (f))α(n)

∣∣∣ .
Sada, na osnovu tvr�enja (i) moºe da se zaklju£i da fazi bi-mera m je

|f |-lan£ano pozitivna akko m je |ϕ(f)|-lan£ano pozitivna.

Tvr�enje (iii) sledi iz de�nicije 3.2 i leme 2.4.

3.1.1 Slu£aj ⊕ = ⊕g,� = �g

Posmatrajmo slucaj I (1.18) iz poglavlja 1.6. U ovom slu£aju ¢emo koristi

rezultate publikovane u [7], a koji prikazuju da Jensenov tip nejednakosti ne

mora da sadrºi samo pozitivne teºinske koe�cijente, a ²to ¢e biti prikazano

kroz narednu teoremu.

62



Teorema 3.4. [7] Neka je ϕ : I → R konveksna funkcija na intervalu I ⊂ R
i za svako ai ∈ I, 1 ≤ i ≤ n, vaºi a1 ≤ ... ≤ an, ili a1 ≥ ... ≥ an. Tada sledi:

ϕ

(
n∑
i=1

piai

)
≤

n∑
i=1

piϕ (ai) ,

za sve pi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, za koje vaºi 0 ≤
k∑
i=1

pi ≤ 1, 1 ≤ k ≤ n − 1 i
n∑
i=1

pi = 1.

Na osnovu prethodne teoreme sledi naredna lema.

Lema 3.5. Neka je funkcija ϕ : [−F, F ] → [−F, F ], g-konveksno-konkavna,

gde je g generatorska funkcija za simetri£ne pseudo-operacije ⊕ i �. Neka
za ai ∈ [0, F [ , 1 ≤ i ≤ n, vaºi a1 ≤ ... ≤ an, ili a1 ≥ ... ≥ an. Tada sledi:

ϕ

(
n⊕
i=1

pi � ai

)
≤

n⊕
i=1

pi � ϕ (ai) , (3.1)

za pi ∈] − F, F [, 1 ≤ i ≤ n, koji zadovoljavaju
n⊕
i=1

pi = e, 0 ≤
k⊕
i=1

pi ≤ e,

1 ≤ k ≤ n− 1.

Dokaz. Na osnovu zadatih uslova za g, pi i ai, i = 1, . . . , n, sledi da vaºi

0 ≤
n∑
i=1

g (pi) g (ai) < M , gde jeM = g(F ) i g(0) = 0. Kompozicija g◦ϕ◦g−1

je konveksna na [0,M [ , pa na osnovu teoreme 3.4 vaºi

g

(
ϕ

(
g−1

(
n∑
i=1

g (pi) g (ai)

)))
≤

n∑
i=1

g (pi) g (ϕ (ai)) .

Time je nejednakost (3.1) dokazana.

U narednoj teoremi prikazana je Jensenova nejednakost za bipolarni pseudo-

integral.
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Teorema 3.6. Neka je ϕ neparna, strogo rastu¢a funkcija i g-konveksno-

konkavna, gde je g generator za simetri£ne pseudo-operacije ⊕ i �. Ne-

ka je fazi bi-mera m : Q(X) →] − F, F [ ⊕-dekompozabilna. Za funkciju

f : X → ]− F, F [ vaºi da ako je:

(i) m |f |-lan£ano pozitivna, tada vaºi ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≤ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

(ii) m |f |-lan£ano negativna, tada vaºi ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≥ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

Dokaz. (i) Neka je data funkcija f : X →] − F, F [ i neka je fazi bi-mera m

|f |-lan£ano pozitivna.

Na osnovu de�nicije 3.2, postoji permutacija indeksa α takva da vaºi

0 ≤
∣∣fα(1)∣∣ ≤ ∣∣fα(2)∣∣ ≤ ... ≤

∣∣fα(n)∣∣ ,
gde je 0 ≤ µf+(Ai) ≤ e i µf+(X) = e, ili 0 ≤ µ̃f+(Ai) ≤ e, i µ̃f+(X) = e, gde

je Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, za i = 2, . . . , n, A1 = X. Ozna£imo sa fα(0) = 0 i

An+1 = ∅.
Sada, na osnovu tvr�enja 2.2 i 2.9, kao i napomene 2.1, vaºi da je

SBPIm(f) ≥ 0. Dalje, na osnovu leme 3.3, sledi da je m je |ϕ(f)|-lan£ano
pozitivna i analogno moºe da se zaklju£i da je SBPIm(ϕ(f)) ≥ 0.

U slu£aju da vaºi SBPIm(f) = 0 , tada sledi da je ϕ(0) = 0 i

SBPIm(ϕ(f)) ≥ 0, pa nejednakost vaºi.

U slu£aju SBPIm(f) > 0 , ako je 0 ≤ µf+(Ai) ≤ e, za i = 2, . . . , n i

µf+(X) = e, tada za i = 1, . . . , n de�ni²emo pi = µf+(Ai)	µf+(Ai+1). Po²to

je µf+ realna ⊕-mera, imamo:

� pi = µf+
({
xα(i)

})
, za sve i = 1, . . . , n,
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� 0 ≤
k⊕
i=1

pi = µf+(A1)	 µf+(Ak+1) ≤ e, za sve k = 1, . . . , n− 1,

�

n⊕
i=1

pi = µf+(A1) = e.

Na osnovu tvr�enja 2.9, leme 3.5, leme 3.1 (i) i leme 3.3, moºe da se zaklju£i

da je

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≤
n⊕
i=1

ϕ
(∣∣fα(i)∣∣)� µf+ ({xα(i)})

=
n⊕
i=1

∣∣ϕ (fα(i))∣∣� µ(ϕ(f))+
({
xα(i)

})
=

n⊕
i=1

|ϕ (fi)| � µ(ϕ(f))+ ({xi})

=

⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

Sledi da nejednakost vaºi u ovom slu£aju. Ako je 0 ≤ µ̃f+(Ai) ≤ e, za

i = 2, . . . , n, i µ̃f+(X) = e, tada se gornja nejednakost moºe dokazati na

isti na£in de�ni²u¢i pi = µ̃f+(Ai)	 µ̃f+(Ai+1) za i = 1, . . . , n.

(ii) Neka je data funkcija f : X →] − F, F [ i fazi bi-mera m |f |-lan£ano
negativna.

Analogno prethodnom slu£aju (i), moºe da se zaklju£i da je SBPIm(f) ≤ 0

i SBPIm(ϕ(f)) ≤ 0.

U slu£aju da vaºi SBPIm(f) = 0 , nejednakost tada sledi, po²to je

SBPIm(ϕ(f)) ≤ 0 i ϕ(0) = 0.

Kada je SBPIm(f) < 0 , tada na osnovu asimetri£nosti bipolarnog

65



pseudo-integrala (tvr�enje 2.8), po²to je ϕ neparna, imamo da je

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 = −ϕ

 ⊕∫
X

(−f)� dm̂

 , (3.2)

⊕∫
X

ϕ (f)� dm = −
⊕∫

X

ϕ (−f)� dm̂, (3.3)

gde je m̂ ∈ M. Na osnovu leme 3.3 (iii) sledi da je fazi bi-mera m̂

| − f | -lan£ano pozitivna, po²to je m |f |-lan£ano negativna. Kako imamo

da je SBPIm̂(−f) > 0 i SBPIm̂(ϕ(−f)) ≥ 0, na osnovu prethodnog slu-

£aja (i) sledi da vaºi nejednakost, a na osnovu jedna£ina (3.2) i (3.3) vaºi i

obrnuta nejednakost, pa je tvr�enje validno.

Moºe se uo£iti da za sve 0 < c < a, ako c � m ∈ M je |f |-lan£ano
pozitivna (|f |-lan£ano negativna), tada vaºi

ϕ

c�
⊕∫

X

f � dm

 ≤ c�
⊕∫

X

ϕ (f)� dm

ϕ

c�
⊕∫

X

f � dm

 ≥ c�
⊕∫

X

ϕ (f)� dm.

Koriste¢i lemu 3.2 (i) i lemu 3.3 (ii), dobijamo narednu posledicu teoreme

3.6.

Posledica 3.7. Neka je ϕ neparna i strogo rastu¢a funkcija i g-konkavno-

konveksna funkcija, gde je g generator za simetri£ne pseudo-operacije ⊕ i �.
Neka je m : Q(X)→]−F, F [ ⊕-dekompozabilna fazi bi-mera. Ako je funkcija

f : X →]− F, F [ takva da je

(i) m |f |-lan£ano pozitivna, tada vaºi ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≥ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm.
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(ii) m |f |-lan£ano negativna, tada vaºi ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≤ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

Sli£no, na osnovu leme 3.2 (ii) i (iii), leme 3.3 (ii) i asimetri£nosti bipo-

larnog pseudo-integrala, imamo narednu posledicu teoreme 3.6.

Posledica 3.8. Neka je ϕ neparna, strogo opadaju¢a funkcija i g-konkavno-

konveksna funkcija, gde je g generator za simetri£ne pseudo-operacije ⊕ i

�. Neka je fazi bi-mera m : Q(X) →] − F, F [ ⊕-dekompozabilna fazi bi-

mera. Ako je funkcija f : X →]− F, F [ takva da m je |f |-lan£ano pozitivna

(|f |-lan£ano negativna), tada vaºi

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≥ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm̂,

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≤ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm̂.

Posledica 3.9. Neka je ϕ neparna, strogo opadaju¢a funkcija i g-konkavno-

konveksna funkcija, gde je g generator za simetri£ne pseudo-operacije ⊕ i

�. Neka je m : Q(X) →] − F, F [ ⊕-dekompozabilna fazi bi-mera. Ako je

funkcija f : X →] − F, F [ takva da je m |f |-lan£ano pozitivna (|f |-lan£ano
negativna), tada vaºi

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≤ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm̂,

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≥ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm̂.

Napomena 3.1. Uo£ava se da za nenegativnu funkciju f i g-konveksno-

konkavnu, kao i za nenegativnu funkciju ϕ na intervalu [0,∞[ vaºi
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X+0
f = X+0

ϕ(f) = X i X−f = X−ϕ(f) = ∅. Zbog toga, na osnovu tvr�enja 2.9 i le-

me 3.5, za funkcije ϕ i f , kao i fazi bi-meru m ∈ M datu sa

m(A,B) = m1(A) 	 m2(B), za sve (A,B) ∈ Q(X), gde su m1 i m2 date

⊕-mere iz P(X), m1(X) = e, moºe da se zaklju£i da je

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm1

 ≤ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm1.

Prethodni rezultat je pokazan u okviru teoreme 4 u [44]. Tvr�enje teoreme 4 u

[44] je validno pod slabijim uslovima koji zahtevaju konveksnost kompozicije

g ◦ ϕ ◦ g−1. Me�utim, rezultat iz [44] se odnosi na klasi£an pseudo-integral

baziran na ⊕-meri, dok se u ovoj disertaciji razmatra isklju£ivo diskretni

bipolarni slu£aj.

U narednom primeru je ilustrovan rezultat teoreme 3.6.

Primer 3.2. Razmotrimo funkciju f datu u primeru 3.1, kao i funkciju g i

fazi bi-meru m datu u primeru 3.1 (ii).

(i) Po de�niciji bipolarnog pseudo-integrala funkcije f u odnosu na fazi

bi-meru m, za linearnu funkciju ϕ (x) = 3x, x ∈ [−∞,∞], sledi da je

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 = ϕ (((0.1� 0.64)⊕ (0.5� 0.36))⊕ (−0.3� 0.16))

= 3
(√

0.1 · 0.64 +
√

0.5 · 0.36−
√

0.3 · 0.16
)2

= 0.62972

i
⊕∫

X

ϕ (f)� dm = ((ϕ (0.1)� 0.64)⊕ (ϕ (0.5)� 0.36))⊕ (ϕ (−0.3)� 0.16)

=
(√

3 · 0.1 · 0.64 +
√

3 · 0.5 · 0.36−
√

3 · 0.3 · 0.16
)2

= 0.62972.
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U ovom slu£aju vaºi nejednakost.

(ii) Ako je ϕ (x) = x3, x ∈ [−∞,∞], sledi da je

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 =
(√

0.1 · 0.64 +
√

0.5 · 0.36−
√

0.3 · 0.16
)6

= 0.00925,

i

⊕∫
X

ϕ (f)� dm =
(√

0.13 · 0.64 +
√

0.53 · 0.36−
√

0.33 · 0.16
)2

= 0.02948.

Dakle, ϕ
(⊕∫
X

f � dm
)
≤
⊕∫
X

ϕ (f)� dm, pa nejednakost sledi.

3.1.2 Slu£aj ⊕ = 6, � = �g

Posmatrajmo slucaj II (1.21) iz poglavlja 1.6.

Teorema 3.10. Neka je ϕ neparna, strogo rastu¢a funkcija i g-konveksno-

konkavna, gde je g generator za simetri£no pseudo-mnoºenje �. Neka je

m ∈M fazi bi-mera.

Za funkciju f ∈ S u odnosu na fazi bi-meru |m(X+0, X−) | = e vaºi:

(i) ako je SBPIm(ϕ(f)) > 0, tada sledi ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≤ ⊕∫
X

ϕ (f)�dm,

(ii) ako je SBPIm(ϕ(f)) < 0, tada sledi ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≥ ⊕∫
X

ϕ (f)�dm.

Dokaz. Bipolarni pseudo-integral se moºe izraziti na slede¢i na£in:

⊕∫
X

f � dm =

n

6
i=1
|fi| � µf+ ({xi}) = (SBPIm(f)) ·

n∨
i=1

|fi| � |µf+ ({xi})| .
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(i) Neka je SBPIm(ϕ(f)) > 0.

Stroga nejednakost trivijalno vaºi za f kada je SBPIm(f) ≤ 0.

Za SBPIm(f) > 0, po lemi 3.1(ii), vaºi da je

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 = ϕ

(
(SBPIm(f)) ·

n∨
i=1

|fi| � |µf+ ({xi})|

)

=
n∨
i=1

ϕ (|fi| � |µf+ ({xi})|) .

Prema tvr�enju 2.1, sledi da je µf+ realna ⊕-mera i onda vaºi
n

6
i=1

µf+ ({xi}) = µf+ (X) ,

kao i da je |m(X+0, X−) | = |µf+ (X) | = e. Dakle, moºe da se izvede zaklju-

£ak da je |µf+ ({xi})| ≤ e, za sve i = 1, . . . , n. Na osnovu leme 3.1(i), 3.1(iii),

leme 3.3(i) i de�nicije simetri£nih pseudo-operacija, vaºi slede¢e
n∨
i=1

ϕ (|fi| � |µf+ ({xi})|) ≤
n∨
i=1

|ϕ (fi)| � |µf+ ({xi})|

=

n

6
i=1
|ϕ (fi)| � µ(ϕ(f))+ ({xi})

=

⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

(ii) Analogno prethodnom slu£aju, ako se pretpostavi SBPIm(ϕ(f)) < 0,

dobija se obrnuta nejednakost, a time je teorema dokazana.

Neka je |m(X+0, X−) | = c, gde je 0 < c ≤ e.

Koriste¢i lemu 3.2, analogno posledici 3.7, posledici 3.8 i posledici 3.9,

dokazuje se Jensenov tip nejednakosti za bipolarne pseudo-integrale u slu£aju

II.
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U slu£aju SBPIm(ϕ(f)) = 0, nejednakost u teoremi 3.10 ne mora biti

zadovoljena, a ²to je ilustrovano u narednom primeru.

Primer 3.3. ZaX = {x1, x2, x3} i f : X → [−1, 1], de�ni²e se f (x1) =
√

0.4,

f (x2) = −
√

0.8, f (x3) =
√

0.1. Neka su ⊕ = 6, � = · i ⊕-mere m1 i m2

de�nisane sa
{x1} {x2} {x3}

m1 0.6 0.1 1

m2 0.2 0.3 0.4

.

Fazi bi-mera m : Q(X)→ [−1, 1] je de�nisana na slede¢i na£in:

m(A,B) = m1(A)⊕ (−m2(B)),

za sve (A,B) ∈ Q(X).

Po²to je m1({xi}) 6= m2({xj}), za i 6= j, vaºi da je m ∈M.

Za neparnu funkciju ϕ : R→ R, ϕ(x) = x2, na intervalu x ∈ [0,∞], sledi

da je

ϕ

(⊕∫
X

f � dm
)

= ϕ
(
(
√

0.4 · 0.6)6(−
√

0.8 · 0.3)6(
√

0.1 · 1)
)

=

=
(√

0.4 · 0.6
)2

= 0.144 >

>
⊕∫
X

ϕ (f)� dm = (0.4 · 0.6)6 (−0.8 · 0.3)6(0.1 · 1) = 0.

Sa druge strane, na osnovu jedna£ina 3.2 i 3.3 vaºi slede¢a nejednakost

ϕ

 ⊕∫
X

(−f)� dm̂

=− 0.144 <

⊕∫
X

ϕ (−f)� dm̂ = 0.
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3.1.3 Slu£aj ⊕ = 6, � = 7

Posmatrajmo slucaj III (1.22) iz poglavlja 1.6.

Teorema 3.11. Neka je m ∈M i ϕ : [−F, F ]→ [−F, F ] neparna i rastu¢a,

neprekidna funkcija i ϕ (x) ≤ x na [0, F ] . Za funkciju f ∈ S vaºi:

(i) Ako je SBPIm(ϕ(f)) > 0, tada je ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≤ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

(ii) Ako je SBPIm(ϕ(f)) < 0, tada je ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 ≥ ⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

Dokaz. Bipolarni pseudo-integral u ovom slu£aju se moºe izraziti na slede¢i

na£in:

⊕∫
X

f � dm =

n

6
i=1
|fi|7µf+ ({xi}) = (SBPIm(f)) ·

n∨
i=1

|fi| ∧ |µf+ ({xi})| .

(i) Neka je SBPIm(ϕ(f)) > 0.

Stroga nejednakost trivijalno vaºi ako je SBPIm(f) ≤ 0.

U slu£aju da je SBPIm(f) > 0 , tada po lemi 3.1(ii), imamo

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 = ϕ

(
(SBPIm(f)) ·

n∨
i=1

|fi| ∧ |µf+ ({xi})|

)

=
n∨
i=1

ϕ (|fi| ∧ |µf+ ({xi})|) .

Na osnovu leme 3.1(i) i (ii), uslova ϕ (x) ≤ x na [0, F ], kao i leme 3.3(i),
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moºe da se zaklju£i da je
n∨
i=1

ϕ (|fi| ∧ |µf+ ({xi})|) =
n∨
i=1

ϕ (|fi|) ∧ ϕ (|µf+ ({xi})|)

≤
n∨
i=1

ϕ (|fi|) ∧ |µf+ ({xi})|

=

n

6
i=1
|ϕ (fi)|7µ(ϕ(f))+ ({xi})

=

⊕∫
X

ϕ (f)� dm.

(ii) Analogno (i).

Napomena 3.2. (i) Zamenjuju¢i pretpostavku u teoremi 3.11 da je

ϕ (x) ≤ x na [0, F ] sa nejednako²¢u ϕ (x) ≥ x na [0, F ], dobijaju se

suprotne nejednakosti.

(ii) Ako se pretpostavka u teoremi 3.11 da je funkcija ϕ strogo rastu¢a i

ϕ (x) ≤ x na [0, F ], zameni da je funkcija ϕ strogo opadaju¢a i da vaºi

ϕ (x) ≤ −x (ili ϕ (x) ≥ −x) na [0, F ], tada se analogno posledici 3.8

(ili posledici 3.9), moºe dokazati Jensenov tip nejednakosti bipolarnog

pseudo-integrala funkcije f u slu£aju III.

Primer 3.4. Neka su X = {x1, x2, x3} , f (x1) = −1, f (x2) = −4,

f (x3) = 2. Simetri£ne pseudo-operacije ⊕ = 6, � = 7, na intervalu [−4, 4]2

i ⊕-mere m1 i m2 su de�nisane na slede¢i na£in:

{x1} {x2} {x3}
m1 1 0.5 2.5

m2 1 3.5 3

.

Fazi bi-meram : Q(X)→ [−4, 4] je de�nisana kaom(A,B) = m1(A)⊕ (−m2(B)),

za sve (A,B) ∈ Q(X). Sledi da m ∈M.
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Neka je data funkcija ϕ (x) = x
x+1

, x ∈ [0, 4] .

(i) Za bipolarni pseudo-integral funkcije f , vaºi slede¢e

ϕ

 ⊕∫
X

f � dm

 = ϕ ((17 (−1))6 (47 (−3.5))6 (272.5))

= ϕ ((−1)6(−3.5)62) = ϕ (−3.5) = −0.77778

i

⊕∫
X

ϕ (f)� dm = (0.57 (−1))6 (0.87 (−3.5))6 (0.6666772.5)

= (−0.5)6 (−0.8)60.66667 = −0.8.

Sledi da obrnuta Jensenova nejednakost vaºi.

(ii) Ako se uzme da je m2({x2}) = 4, umesto m2({x2}) = 3.5, tada sledi

da je ϕ
(⊕∫
X

f � dm
)

= −0.8 i
⊕∫
X

ϕ (f)� dm = −0.8, pa nejednakost vaºi.
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Glava 4

Jensenova nejednakost za

bipolarne fazi integrale

U okviru teorije neaditivne mere, Jensenovu nejednakost za Sugenov in-

tegral, �okeov integral, pseudo-integral i ostale integrale zasnovane na fazi

merama pro£avali su mnogi autori [1, 7, 44, 45, 46, 47, 57, 61, 62]. Jensen-

Stefensenova nejednakost [51] je tip Jensenove nejednakosti za ure�ene pon-

derisane sredine sa realnim teºinskim koe�cijentima. U ovoj glavi je prikazana

Jensen-Stefensenova nejednakost za bipolarne fazi integrale.

U ovoj glavi de�nisan je nov bipolarni �okeov g-integral i ispitane su

njegove osobine koje su ilustravane uz odgovaraju¢e primere. Fokus inte-

resovanja u okviru datog poglavlja je prikaz originalnih rezultata Jensen-

Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni �okeov g-integral, a koji su pu-

blikovani u [38, 39].

U okviru ove glave prikazani su originalni nau£ni rezultati,

Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni Sugenov integral i bi-

polarni �ilkretov integral, a koji su publikovani u [39, 60].
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4.1 Diskretni bipolarni �okeov g-integral

Specijalna klasa bipolarnog univerzalnog integrala je bipolarni �okeov

integral (2.5). U okviru ovog poglavlja, a na osnovu de�nicije 2.5, de�nisan

je nov bipolarni �okeov g-integral i prou£ene su neke od njegovih osobina uz

odgovaraju¢e primere, a koje su publikovane u [38, 39].

Neka su ⊕ = ⊕g i � = �g par simetri£nih pseudo-operacija de�nisanih

na [−F, F ]2, gde je F =∞.

Neka je neutralni element za simetri£no g-mnoºenje g−1(1) = 1.

Semikopula je monotona funkcija ⊗ : [0, 1]2 → [0, 1], gde je 1 neutralni

element. Za svako x, y, t i z ∈ [0, 1] slede¢e aksiome su zadovoljene:

(i) x⊗ y ≤ t⊗ z, kada je x ≤ t i y ≤ z;

(ii) 1⊗ x = x⊗ 1 = x.

O£igledno, ako je g−1(1) = 1, onda je restrikcija �g na [0, 1]2 semikopula.

Na osnovu poglavlja 2.2, klasa svih nenegativnih funkcija iz Ŝ ¢e biti

ozna£ena sa Ŝ+, Ŝ+ = Ŝ \ Ŝ−.

De�nicija 4.1. Neka je data funkcija f ∈ Ŝ i m ∈ M̂. Neka je funkcija g

generator za simetri£ne operacije. Bipolarni �okeov g-integral funkcije f u

odnosu na fazi bi-meru m je de�nisan sa:

BChg(f,m) = g−1(BCh(g ◦ f, g ◦m)), (4.1)

gde je BCh(g◦f, g◦m) bipolarni �okeov g-integral kompozicije g◦f u odnosu

na g ◦m.

Na osnovu jednakosti (4.1) i £injenice da su g i g−1 strogo rastu¢e funkcije,

lako moºe biti dokazano da BChg : ∪n∈NSn ×Mn → [−1, 1], za sve n ∈ N,
jeste u stvari bipolarni univerzalni integral koji je de�nisan u [23]. Potreban

i dovoljan uslov teoreme 2 prezentovane u [23] je zadovoljen, jer vaºi:

(1) BChg(c ·(χA−χB),m) = sgn(m(A,B))(c⊗|m(A,B)|), za sve c ∈ [0, 1]

i za sve m ∈Mn, (A,B) ∈ Q(Xn), n ∈ N, gde je ⊗ semikopula;
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(2) BChg(f,m1) ≥ BChg(h,m2), za sve parove (f,m1) ∈ Sn1 ×Mn1 i

(h,m2) ∈ Sn2 ×Mn2 , n1, n2 ∈ N, takve da za sve t ∈]0, 1] vaºi

m1({f ≥ t}, {f ≤ −t}) ≥m2({h ≥ t}, {h ≤ −t}).

O£igledno, ako je g ≡ id, tada je BChid = BCh.

Neka je m̂(A,B) = −m(B,A), za sve (A,B) ∈ Q(X). Na osnovu de-

�nicije (1.5) moºe biti pokazano da vaºi m̂ ∈ M̂. Neka su date skupovne

funkcije µf+(A) (2.1) i µ̃f+(A) (2.2).

Za funkciju f ∈ Ŝ i odgovaraju¢i par simetri£nih operacija, vaºi slede¢a

reprezentacija:

f =
n⊕
i=1

(|fα(i)| 	 |fα(i−1)|)� (χAi∩X+0 − χAi∩X−)

=
n⊕
i=1

(|fα(i)| 	 |fα(i−1)|)� (χAi∩X+ − χAi∩X−0),

gde je α permutacija indeksa takva da vaºi 0 ≤ |fα(1)| ≤ |fα(2)| ≤ · · · ≤ |fα(n)|,
fα(0) = 0 i Ai = {xα(i), . . . , xα(n)} za sve i. Bipolarni �okeov g-integral moºe

da se prikaºe na slede¢i na£in.

Tvr�enje 4.1. Neka su ⊕ = ⊕g i � = �g simetri£ne pseudo-operacije.

Bipolarni �okeov g-integral funkcije f ∈ Ŝ u odnosu na fazi bi-meru m ∈ M̂
moºe se izraziti kao:

BChg(f,m) =
n⊕
i=1

(
|fα(i)| 	 |fα(i−1)|

)
� µf+ (Ai) (4.2)

=
n⊕
i=1

(
|fα(i)| 	 |fα(i−1)|

)
� µ̃f+ (Ai) (4.3)

=
n⊕
i=1

|fα(i)| �
(
µf+ (Ai)	 µf+ (Ai+1)

)
. (4.4)

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f ∈ Ŝ i fazi bi-meram ∈ M̂. Za proizvolj-

nu permutaciju indeksa α, takvu da vaºi 0 ≤ |fα(1)| ≤ |fα(2)| ≤ · · · ≤ |fα(n)|,
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fα(0) = 0 i Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, ozna£imo K = {j | |fα(j)| 6= |fα(j−1)|}. Za
sve i ∈ K imamo:

m({f ≥ |fα(i)|}, {f ≤ −|fα(i)|}) = µf+(Ai) = µ̃f+(Ai).

Po²to je g neparna i strogo rastu¢a imamo g(0) = 0, g(|x|) = |g(x)| za
sve x ∈ [−1, 1] i vaºi da je µf+ = µ(g◦f)+ . Dalje, ⊕ je asocijativno i � je

distributivno u odnosu na ⊕, pa imamo:

BChg(f,m) = g−1(BCh(g ◦ f, g ◦m))

= g−1

(∑
i∈K

(|g(fα(i))| − |g(fα(i−1))|)g(µ(g◦f)+(Ai))

)

= g−1

(∑
i∈K

(g(|fα(i)|)− g(|fα(i−1)|))g(µf+(Ai))

)
=

⊕
i∈K

(|fα(i)| 	 |fα(i−1)|)� µf+ (Ai)

=
n⊕
i=1

(|fα(i)| 	 |fα(i−1)|)� µf+ (Ai)

=
n⊕
i=1

|fα(i)| �
(
µf+ (Ai)	 µf+ (Ai+1)

)
,

gde je Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, za i ≥ 2, A1 = X, An+1 = ∅ i fα(0) = 0. Na

osnovu toga, (4.2) i (4.4) vaºe, dok (4.3) je zadovoljena, jer je µf+(A) = µ̃f+(A)

za sve A ⊂ supp(f).

Primer 4.1. Neka je X = {x1, x2, x3, x4}. Vrednosti funkcije f su zadate

na slede¢i na£in f (x1) = 0.2, f (x2) = −0.2, f (x3) = 0, f (x4) = −0.4.

Sledi da je X+0 = {x1, x3}, X− = {x2, x4}. Funkcija g (x) = xk, x ∈ R,
za neparno k ∈ N je generatorska funkcija za simetri£ne pseudo-operacije

⊕ = ⊕g, � = �g. Neka je m normalizovana fazi bi-mera na Q(X),

card(Q(X)) = 34 = 81.

Za α1 = (3, 1, 2, 4), imamo da je 0 = |f3| ≤ |f1| ≤ |f2| ≤ |f4|. Na osnovu

tvr�enja 4.1, bipolarni �okeov g-integral funkcije f u odnosu na fazi bi-meru

78



m iznosi:

BChg(f,m) =
(

(|0| 	 |0|)� µf+({x3, x1, x2, x4})
)

⊕
(

(|0.2| 	 |0|)� µf+({x1, x2, x4})
)

⊕
(

(| − 0.2| 	 |0.2|)� µf+({x2, x4})
)

⊕
(

(| − 0.4| 	 | − 0.2|)� µf+({x4})
)

=
(
|0.2|k · µf+({x1, x2, x4})k +

+ (| − 0.4|k − | − 0.2|k) · µf+({x4})k
) 1
k
.

Tako�e za α2 = (3, 2, 1, 4), α1 6= α2, vaºi 0 = |f3| ≤ |f2| ≤ |f1| ≤ |f4| i
dobije se isti rezultat:

BChg(f,m) =
(

(| − 0.2| 	 |0|)� µf+({x2, x1, x4})
)

⊕
(

(| − 0.4| 	 |0.2|)� µf+({x4})
)

=
(
| − 0.2|k · µf+({x2, x1, x4})k

+ (| − 0.4|k − |0.2|k) · µf+({x4})k
) 1
k
,

po²to je µf+({x2, x1, x4}) = µf+({x1, x2, x4}) = m({x1}, {x2, x4}) i

µf+({x4}) = m(∅, {x4}).

Moºe da se primeti da je bipolarni �okeov g-integral funkcije f ∈ Ŝ+ u

odnosu na fazi bi-meru m ∈ M̂ jednak specijalnom tipu op²teg �okeovog

integrala prikazanog u [31]. Naime, za date simetri£ne operacije generisane

sa generatorskom funkcijom g, vaºi BChg(f,m) = Chg(f,m), odnosno bipo-

larni �okeov g-integral funkcije f ∈ Ŝ+ u odnosu na fazi bi-meru m ∈ M̂ je

jednak specijalnom tipu op²teg �okeovog integrala funkcije f ∈ Ŝ+ u odnosu

na m = µf+ ∈ M̂+:

Chg(f,m) =
n⊕
i=1

(fα(i) 	 fα(i−1))�m (Ai) , (4.5)
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gde je α = (α(1), . . . α(n)) permutacija skupa indeksa takva da vaºi

0 ≤ fα(1) ≤ fα(2) ≤ · · · ≤ fα(n), fα(0) = 0 i Ai = {xα(i), . . . , xα(n)} za sve i.

Drugi prikaz bipolarnog �okeovog g-integrala je u odnosu na fazi bi-meru

m ∈ M̂ koja je ⊕-CPT tipa, takva da vaºi m (A,B) = m1 (A)	m2 (B), za

sve (A,B) ∈ Q(X), gde su m1, m2 ∈ M̂+ se razmatra u narednom tvr�enju.

Tvr�enje 4.2. Neka je fazi bi-mera m ∈ M̂ ⊕-CPT tipa, takva da vaºi

m (A,B) = m1 (A) 	 m2 (B), za sve (A,B) ∈ Q(X), gde su m1 i m2 dve

normalizovane fazi mere. Bipolarni �okeov g-integral funkcije f ∈ Ŝ u odnosu

na fazi bi-meru m ∈ M̂ ima slede¢u formu:

BChg(f,m) = Chg(f+,m1)	 Chg(f−,m2). (4.6)

Primer 4.2. Ako se posmatra fazi bi-mera m koja je data u primeru 4.1

takva da je m (A,B) = m1 (A) 	 m2 (B), za sve (A,B) ∈ Q(X), gde su

m1, m2 ∈ M̂+, sledi da je fazi bi-mera m ⊕-CPT tipa. Tada za f+ = f ∨ 0

i f− = (−f) ∨ 0, f+,f− ∈ Ŝ+ na osnovu jedna£ine (4.5), vaºi da je

Chg(f+,m1) =
(

0.2k ·m1({x1})k
) 1
k
i

Chg(f−,m2) =
(

0.2k ·m2({x2, x4})k + (0.4k − 0.2k) ·m2({x4})k
) 1
k
.

Po²to je µf+({x2, x1, x4}) = µf+({x1, x2, x4}) = m({x1}, {x2, x4}) =

m1({x1}) 	 m2({x2, x4}) i µf+({x4}) = m(∅, {x4}) = m1(∅) 	 m2({x4}),
vaºi slede¢a jednakost:

BChg(f,m) = Chg(f+,m1)	 Chg(f−,m2).

4.2 Nejednakost Jensena za bipolarni �okeov

g-integral

U okviru ovog poglavlja dokazani su originalni rezultati Jensen-Stefensenove

nejednakosti za bipolarni �okeov g-integral (4.1) publikovani u [38, 39].
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U narednom tvr�enju osobina asimetri£nosti bipolarnog �okeovog g-integrala

je dokazana na osnovu leme (2.4) iz [62].

Tvr�enje 4.3. Ako m ∈ M̂ i m̂(A,B) = −m(B,A), za sve (A,B) ∈ Q(X),

tada za svaku funkciju f ∈ Ŝ vaºi

BChg(−f,m) = −BChg(f, m̂).

Dokaz. Neka jem ∈ M̂ i neka je m̂(A,B) = −m(B,A), za sve (A,B) ∈ Q(X).

Koriste¢i lemu 2.4(i), sledi da je m̂ ∈ M̂. Na osnovu tvr�enja 4.1, vaºi

BChg(f,m) =
n⊕
i=1

|fα(i)| � (µf+(Ai)	 µf+(Ai+1)) ,

gde su dati α i Ai i gde je An+1 = ∅. Na osnovu leme 2.4 stavke (ii), po²to je

g neparna funkcija, za sve f ∈ Ŝ, moºe da se zaklju£i da je:

BChg(−f,m) =
⊕

i:xα(i)∈supp(−f)

|fα(i)| �
(
µ(−f)+(Ai)	 µ(−f)+(Ai+1)

)
= −

⊕
i:xi∈supp(f)

|fα(i)| � (µ̂f+ (Ai)	 µ̂f+ (Ai+1))

= −BChg(f, m̂).

U narednoj teoremi Jensen-Stefensenov tip nejednakosti za bipolarni �o-

keov integral je dokazan na osnovu teoreme 3.4 iz odeljka 3.1.1 i tvr�enja 4.1

(gde je g(x) = x, za sve x ∈ [−1, 1]).

Teorema 4.4. Neka je funkcija ϕ : [−1, 1] → [−1, 1], ϕ(1) = 1 neparna

i strogo rastu¢a, takva da je konveksna na [0, 1] i c > 0. Neka je f ∈ Ŝ i

m ∈ M̂. Ako postoji permutacija skupa indeksa α, takva da je |fα(i)| ≤ |fα(j)|,
za sve i ≤ j i za sve i, j = 1, . . . , n, je µf+(Ai)µf+(Aj) ≥ 0, |µf+(Ai)| ≤ c i
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|µf+(A1)| = c, ili µ̃f+(Ai)µ̃f+(Aj) ≥ 0, |µ̃f+(Ai)| ≤ c, i |µ̃f+(A1)| = c, gde je

Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, tada vaºi naredna nejednakost:

ϕ

(
1

c
| BCh (f,m) |

)
≤ 1

c
| BCh (ϕ(f),m) | . (4.7)

Dokaz. Neka je f ∈ Ŝ i m ∈ M̂, gde je α odgovaraju¢a permutacija. Tada

postoje dva mogu¢a slu£aja.

Slu£aj I Za sve , i = 1, . . . , n vaºe slede¢e nejednakosti 0 ≤ µf+(Ai) ≤ c

i µf+(A1) = c > 0 , ili 0 ≤ µ̃f+(Ai) ≤ c i µ̃f+(A1) = c > 0.

Na osnovu tvr�enja 4.1 u oba podslu£aja, vaºi da je BCh (ϕ(f),m) ≥ 0 i

BCh (f,m) ≥ 0. Ako pretpostavimo da je BCh (ϕ(f),m) = 0, tada sledi

BCh (f,m) = 0.

Neka vaºi slede¢a pretpostavka: BCh (ϕ(f),m) > 0 i za sve i = 1, . . . , n.

Sledi da je 0 ≤ µf+(Ai) ≤ c i µf+(A1) = c > 0. Na osnovu tvr�enja 4.1 moºe

da se zaklju£i da je:

ϕ
(1

c
| BCh(f,m) |

)
= ϕ

(1

c
BCh(f,m)

)
= ϕ

(1

c

n∑
i=1

|fα(i)| (µf+(Ai)− µf+(Ai+1))
)

= ϕ
( n∑
i=1

|fα(i)|
(µf+(Ai)

c
−
µf+(Ai+1)

c

))
≤

n∑
i=1

ϕ(|fα(i)|)
(µf+(Ai)

c
−
µf+(Ai+1)

c

)
=

1

c

( n∑
i=1

|ϕ(fα(i))|
(
µf+(Ai)− µf+(Ai+1)

))
=

1

c
BCh (ϕ(f),m)

=
1

c
| BCh (ϕ(f),m) |,

gde nejednakost vaºi na osnovu teoreme 3.4, tj. na dobro poznatom Jense-

novom tipu nejednakosti za ure�ene teºinske sredine sa realnim teºinama pi,
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takvim da je 0 ≤
∑k

i=1 pi ≤ 1, za sve k = 1, . . . , n− 1 i
∑n

i=1 pi = 1. Analog-

no se dokazuje tvrdnja drugog podslu£aja, odnosno za sve i = 1, . . . , n vaºi

0 ≤ µ̃f+(Ai) ≤ c i µ̃f+(A1) = c > 0.

Slu£aj II Za sve i = 1, . . . , n vaºi −c ≤ µf+(Ai) ≤ 0 i

µf+(A1) = −c < 0, ili vaºi−c ≤ µ̃f+(Ai) ≤ 0 i µ̃f+(A1) = −c < 0. U oba pod-

slu£aja, na osnovu tvr�enja 4.1, moºe da se zaklju£i da je BCh (ϕ(f),m) ≤ 0

i BCh (f,m) ≤ 0. Na osnovu toga sledi

| BCh (ϕ(f),m) |= −BCh (ϕ(f),m) , i | BCh(f,m) |= −BCh(f,m).

Ako vaºi pretpostavka da je BCh (ϕ(f),m) = 0, tada sledi BCh (f,m) = 0.

U nastavku, ako pretpostavimo da je BCh (ϕ(f),m) < 0 i da za sve

i = 1, . . . , n vaºi −c ≤ µf+(Ai) ≤ 0, kao i µf+(A1) = −c < 0. Na osnovu

jednakosti (2.2), sledi da su za sve i = 1, . . . , n, zadovoljene slede¢e nejedna-

kosti: 0 ≤ ˜̂µ(−f)+(Ai) ≤ c i ˜̂µ(−f)+(A1) = c > 0. Bazirano na slu£aju I, vaºi

da je

ϕ
(1

c
| BCh(−f, m̂) |

)
≤ 1

c
| BCh (ϕ(−f), m̂) | .

Kona£no, na osnovu tvr�enja 4.3 i prethodne nejednakosti, dobija se

ϕ
(1

c
| BCh(f,m) |

)
= ϕ

(1

c
BCh(−f, m̂)

)
= ϕ

(1

c
| BCh(−f, m̂) |

)
≤ 1

c
| BCh (ϕ(−f), m̂) |

=
1

c
| BCh (ϕ(f),m) | .

Analagno vaºi i za drugi podslu£aj, odnosno kada za sve i = 1, . . . , n, vaºi

da je −c ≤ µ̃f+(Ai) ≤ 0 i µ̃f+(A1) = −c < 0.

Vaºi slede¢a posledica prethodne teoreme.
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Posledica 4.5. Neka je funkcija ϕ : [−1, 1] → [−1, 1], ϕ(1) = 1 neparna

i strogo rastu¢a, takva da je konkavna na [0, 1] i c > 0. Neka je f ∈ Ŝ i

m ∈ M̂. Ako postoji permutacija skupa indeksa α, takva da je |fα(i)| ≤ |fα(j)|,
za sve i ≤ j i za sve i, j = 1, . . . , n, je µf+(Ai)µf+(Aj) ≥ 0, |µf+(Ai)| ≤ c i

|µf+(A1)| = c, ili µ̃f+(Ai)µ̃f+(Aj) ≥ 0, |µ̃f+(Ai)| ≤ c, i |µ̃f+(A1)| = c, gde je

Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, tada vaºi naredna nejednakost:

ϕ

(
1

c
· | BCh (f,m) |

)
≥ 1

c
· | BCh (ϕ(f),m) | . (4.8)

Dokaz. Dokaz sledi iz £injenice da je ϕ−1 neparno i strogo rastu¢e na [−1, 1]

i konveksno na [0, 1].

Teorema 4.6. Neka je funkcija ϕ neparna, strogo rastu¢a i g-konveksno-

konkavna, gde je g generatorska funkcija za simetri£ne pseudo-operacije ⊕ i

�. Neka su date fazi bi-mera m ∈ M̂ i funkcija f ∈ Ŝ. Ako je

|m(X+, X−) | = g−1(c), c > 0, c = g−1
(
1
c

)
i postoji permutacija skupa

indeksa α takva da je 0 ≤ |fα(1)| ≤ |fα(2)| ≤ · · · ≤ |fα(n)| onda sledi:

(i) µf+(Ai) ≥ 0, za sve i, ili µ̃f+(Ai) ≥ 0, za sve i,

gde je Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, tada je

ϕ
(
c�BChg (f,m)

)
≤ c�BChg (ϕ(f),m) .

(ii) µf+(Ai) ≤ 0, za sve i, ili µ̃f+(Ai) ≤ 0, za sve i,

gde je Ai = {xα(i), . . . , xα(n)}, tada je

ϕ
(
c�BChg (f,m)

)
≥ c�BChg (ϕ(f),m) .

Na osnovu leme 3.2(i), pod pretpostavkom da je neparna funkcija ϕ strogo

rastu¢a i g-konkavno konveksna, uz ostale pretpostavke teoreme 4.6, dobija-

mo da vaºe obrnute nejednakosti navedene u teoremi 4.6.

Na osnovu leme 3.2(ii), pod pretpostavkom da je neparna funkcija ϕ stro-

go opadaju¢a i g-konkavno-konveksna, uz ostale uslove teoreme 4.6 dobijamo:
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(i) ako je µf+(Ai) ≥ 0, za sve i, ili µ̃f+(Ai) ≥ 0, za sve i, tada je

ϕ
(
c�BChg (f,m)

)
≥ c�BChg (ϕ(f), m̂) ,

(ii) ako je µf+(Ai) ≤ 0, za sve i, ili µ̃f+(Ai) ≤ 0, za sve i, tada je

ϕ
(
c�BChg (f,m)

)
≤ c�BChg (ϕ(f), m̂) .

Na osnovu leme 3.2(iii), pod pretpostavkom da je neparna funkcija ϕ strogo

opadaju¢a i g-konveksno-konkavna, uz ostale uslove teoreme 4.6, dobijamo

obrnute nejednakosti u odnosu na poslednje navedene.

Primer 4.3. Neka su dati X = {x1, x2, x3, x4} i funkcija f de�nisane sa

f (x1) = −0.2, f (x2) = 0.4, f (x3) = −0.6, i f (x4) = 0.8.

(i) Fazi bi-mera m je de�nisana sa m (A,B) = m1 (A) −m2 (B), za sve

(A,B) ∈ Q(X), gde su m1 i m2 mere (stoga m je + dekompozabilna) de�ni-

sane sa

{x1} {x2} {x3} {x4}
m1 0.1 0.4 0.1 0.4

m2 0 0.5 0.2 0.3

.

Neka je dato g(x) = x, x ∈ R i ϕ(x) = sgn(x)
(
1− e−|x|

)
, x ∈ R. O£igled-

no, ϕ je neparna funkcija, konkavna na [0,∞[ i konveksna na

] −∞, 0]. Na dalje sledi da je, |f1| ≤ |f2| ≤ |f3| ≤ |f4|, za α = (1, 2, 3, 4) i

A1 = X, A2 = {x2, x3, x4}, A3 = {x3, x4}, A4 = {x4}, kao i µf+({x4}) = 0.4,

µf+({x3, x4}) = −0.2 + 0.4 = 0.2, µf+({x2, x3, x4}) = 0.4 − 0.2 + 0.4 = 0.6,

µf+(X) = 0 + 0.4− 0.2 + 0.4 = 0.6 6= 0.

Koriste¢i tvr�enje 4.1, dobija se:

85



ϕ
( 1

0.6
·BCh(f,m)

)
= ϕ

( 1

0.6
·
(

(0.2− 0) · 0.6 + (0.4− 0.2) · 0.6 +

+ (0.6− 0.4) · 0.2 + (0.8− 0.6) · 0.4
))

= 1− e−
0.36
0.6

≈ 0.451;

1

0.6
·BCh(ϕ(f),m) =

1

0.6
·
(

(ϕ(0.2)− ϕ(0)) · 0.6 + (ϕ(0.4)− ϕ(0.2)) · 0.6 +

+ (ϕ(0.6)− ϕ(0.4)) · 0.2 + (ϕ(0.8)− ϕ(0.6)) · 0.4
)

=
1

0.6
·
(

(1− e−0.2) · 0.6 + (e−0.2 − e−0.4) · 0.6 +

+ (e−0.4 − e−0.6) · 0.2 + (e−0.6 − e−0.8) · 0.4
)

≈ 0.437.

Imamo da je

ϕ
( 1

0.6
·BCh(f,m)

)
≥ 1

0.6
·BCh(ϕ(f,m)),

po²to je ϕ strogo rastu¢a i g-konkavno-konveksna, gde je g(x) = x, x ∈ R.
Ova £injenica tako�e sledi na osnovu prve navedene posledice teoreme 4.6.

(ii) Neka g (x) =
√
x, za x ∈ [0,∞] i g (x) = −

√
−x, za x ∈ [−∞, 0[

generatorska funkcija za ⊕ = ⊕g,� = �g. Neka su ⊕-mere ν1 i ν2 de�nisane

na slede¢i na£in

ν1 = g−1 ◦m1, ν2 = g−1 ◦m2,

gde su m1 i m2 date u stavki (i) ovog primera. Fazi bi-mera ν je de�nisana

za sve (A,B) ∈ Q(X), kao

ν (A,B) = ν1 (A)	 ν2 (B) .

Za funkciju f u okviru (i) ovog primera i ν (ν je ⊕-dekompozabilna), za

α = (1, 2, 3, 4), i |f1| ≤ |f2| ≤ |f3| ≤ |f4|. Imamo da je µf+({x4}) = 0.16,
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µf+({x3, x4}) = (−
√

0.04 +
√

0.16)2 = 0.04, µf+({x2, x3, x4}) = (
√

0.16 −
√

0.04 +
√

0.16)2 = 0.36 i µf+(X) = (
√

0.16 −
√

0.04 +
√

0.16)2 = 0.36 6= 0.

Neka je ϕ(x) = sgn(x)
(
1− e−|x|

)
, x ∈ R. Funkcija ϕ je neparna i g konkavno-

konveksno, jer je funkcija

g ◦ ϕ ◦ g−1(x) = sgn(x)
√

1− e−x2

konkavna na intervalu [0,∞[ i konveksna na ] −∞, 0]. Na osnovu tvr�enja

4.1, gde je c = g−1
(

1
g(0.36)

)
, vaºi da je

ϕ
(
c�BChg(f, ν)

)
= ϕ

(
g−1
(

1
g(0.36)

·BCh(g ◦ f, g ◦ ν)
))

= ϕ
(( 1√

0.36

(√
0.2
√

0.36 + (
√

0.4−
√

0.2)
√

0.36 +

+ (
√

0.6−
√

0.4)
√

0.04 + (
√

0.8−
√

0.6)
√

0.16
))2)

≈ 0.4385.

Sli£no, moºe se izra£unati

c�BChg(ϕ(f), ν) = g−1
( 1

g(0.36)
·BCh(g ◦ ϕ(f), g ◦ ν)

)
≈ 0.4272.

Kona£no, vaºi slede¢e

ϕ(c�BChg(f, ν)) ≥ c�BChg(ϕ(f), ν).

4.3 Nejednakost Jensena za bipolarni �ilkre-

tov i Sugenov integral

U okviru ovog odeljka dokazani su originalni rezultati Jensenove nejed-

nakosti za bipolarni �ilkretov (2.7) i bipolarni Sugenov integral (2.9), koji su

publikovani u [39, 60].
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Da bi se uprostile oznake, koristi¢e se notacije SBShm(f) i SBSum(f)

za signum bipolarnog �ilkretovog integrala i signum bipolarnog Sugenovog in-

tegrala funkcije f u odnosu na fazi bi-meru m, redom.

Lema 4.7. Neka je data funkcija ϕ : [−1, 1]→ [−1, 1] i f ∈ Ŝ.

(i) Ako je ϕ strogo rastu¢a i neparna funkcija, tada za svako f ∈ Ŝ vaºi

{xj ∈ X | fj ≥| fi |} = {xj ∈ X |ϕ(fj) ≥| ϕ(fi) |}

i

{xj ∈ X | fj ≤ − | fi |} = {xj ∈ X |ϕ(fj) ≤ − | ϕ(fi) |}

(ii) Ako je ϕ konveksna funkcija na [0, 1] i konkavna na [−1, 0], takva da

je ϕ(0) = 0, tada vaºi

ϕ(λ · x) ≤ λ · ϕ(x),

za sve x ∈ [0, 1] i ako je λ ∈ [0, 1], tada vaºi

ϕ(λ · x) ≥ λ · ϕ(x),

za sve x ∈ [−1, 0] i λ ∈ [0, 1].

Dokaz. Moºe se primetiti da je (ii) specijalan slu£aj leme 3.1(iii).

Slede¢a teorema razmatra uslove pod kojima vaºi Jensenova nejednakost

za bipolarni �ilkretov integral.

Teorema 4.8. Neka je m ∈ M̂ i neka je ϕ : [−1, 1] → [−1, 1] neparna,

strogo rastu¢a funkcija, koja je konveksna na intervalu [0, 1]. Tada za f ∈ Ŝ
vaºi:

(i) Ako je SBShm(ϕ(f)) > 0, tada vaºi

ϕ (BSh(f,m)) ≤ BSh(ϕ (f) ,m).
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(ii) Ako je SBShm(ϕ(f)) < 0, tada vaºi

ϕ (BSh(f,m)) ≥ BSh(ϕ (f) ,m).

Dokaz. Na osnovu de�nicije bipolarni �ilkretov integral moºe biti zapisan kao

BSh(f,m) =

=
(
SBShm(f)

) n∨
i=1

| fi | · |m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})| .

(4.9)

(i) Neka vaºi slede¢a pretpostavka SBShm(ϕ(f)) > 0.

O£igledno, ako je SBShm(f) ≤ 0, tada je stroga nejednakost validna.

Neka je SBShm(f) > 0. Na osnovu (4.9) i leme 3.1(ii), moºe da se zaklju£i

da je

ϕ (BSh(f,m)) =

= ϕ
(∨n

i=1 | fi | · |m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})|
)

=
∨n
i=1 ϕ

(
| fi | · |m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})|

)
.

Dalje, na osnovu leme 4.7 sledi

ϕ (BSh(f,m)) ≤

≤
∨n
i=1 ϕ

(
| fi |

)
·|m ({xj ∈ X |ϕ(fj) ≥| ϕ(fi) |} , {xj ∈ X |ϕ(fj) ≤ − | ϕ(fi) |})|

=

n

6
i=1
|ϕ (fi)|·m ({xj ∈ X |ϕ(fj) ≥| ϕ(fi) |} , {xj ∈ X |ϕ(fj) ≤ − | ϕ(fi) |})

= BSh(ϕ (f) ,m).
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(ii) Dokazuje se analogno (i).

Lako se uo£ava da pod uslovima teoreme 4.8, za sve f ∈ Ŝ, m ∈ M̂, ako

je BSh(f,m) = 0, vaºi ϕ (| BSh (f,m) |) ≤| BSh (ϕ(f),m) | .

Posledica 4.9. Neka je ϕ : [−1, 1] → [−1, 1], ϕ(1) = 1, neparna i strogo

rastu¢a funkcija koja je konkavna na [0, 1]. Za sve f ∈ Ŝ i m ∈ M̂, ako je

BSh(f,m) 6= 0, tada vaºi

ϕ (| BSh (f,m) |) ≥| BSh (ϕ(f),m) | .

Dokaz. Koriste¢i £injenicu da je ϕ−1 neparno i strogo rastu¢e na [−1, 1] i

konkavno na [0, 1], moºe da se zaklju£i da je

ϕ−1 (| BSh (ϕ(f),m) |) ≤| BSh(ϕ−1(ϕ(f)),m) |=| BSh (f,m) |,

pa sledi da ovo tvr�enje vaºi.

Moºe da se uo£i da navedena nejednakost vaºi, £ak i ako je navedeni uslov

ϕ(1) = 1 izostavljen.

Primer 4.4. Neka je X = {x1, x2, x3}. Neka su funkcija f i fazi bi-mera

m de�nisani, kao u primeru 2.3. Na osnovu de�nicije bipolarnog �ilkretovog

integrala dobija se: BSh(f,m) = −0.4

(i) Neka je funkcija ϕ je de�nisana na slede¢i na£in ϕ (x) = x
2−|x| ,

x ∈ [−1, 1] . Koriste¢i rezultat iz primera 2.3 imamo

ϕ (BSh(f,m)) =
−0.4

2− 0.4
= −0.25.

Za bipolarni �ilkretov integral funkcije ϕ(f), imamo da je:

BSh(ϕ (f) ,m) = (ϕ(0) ·m({x1, x2}, {x3}))6 (ϕ(0.6) ·m({x2}, {x3}))

6 (ϕ (0.8) ·m(∅, {x3}))

= (ϕ(0.6) · 0.4)6 (ϕ (0.8) · (−0.5))

≈ 0.171436(−0.33333) = −0.33333.
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Na osnovu toga, nejednakost data u teoremi 4.8 (ii) je validna.

(ii) Neka je funkcija ϕ je de�nisana na slede¢i na£in ϕ (x) = ax, x ∈ [−1, 1] ,

gde je 0 < a ≤ 1. Imamo da je

ϕ (BSh(f,m)) = −0.4a.

Za bipolarni �ilkretov integral funkcije ϕ(f), sledi

BSh(ϕ (f) ,m) = (0 · 0.6)6(0.6a · 0.4)6 (0.8a · (−0.5))

= 0.24a6 (−0.4a)

= −0.4a.

U ovom slu£aju vaºi jednakost.

(iii) Neka je data funkcija ϕ (x) = 2x
1+|x| , x ∈ [−1, 1] . O£igledno, ϕ je kon-

kavna na [0, 1]. Dobijamo da je

ϕ (BSh(f,m)) =
2 · (−0.4)

1+ | −0.4 |
= −4

7
≈ −0.57143.

Izra£unajmo bipolarni �ilkretov integral funkcije ϕ(f):

BSh(ϕ (f) ,m) = (ϕ(0) ·m({x1, x2}, {x3}))6 (ϕ(0.6) ·m({x2}, {x3}))

6 (ϕ (0.8) ·m(∅, {x3}))

= (ϕ(0.6) · 0.4)6 (ϕ (0.8) · (−0.5))

≈ 0.36(−0.44444) = −0.44444.

Sledi da je ϕ (| BSh(f,m) |) = 4
7
> 4

9
=| BSh(ϕ (f) ,m) |, odnosno

nejednakost data u posledici 4.9 je zadovoljena.

Ako vaºi SBShm(ϕ(f)) = 0, tada nejednakosti date u teoremi 4.8 (i),

kao i u teoremi 4.8 (ii) ne moraju biti zadovoljene, ²to je ilustrovano narednim

primerima.
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Primer 4.5. Neka je dat skup X = {x1, x2, x3} i funkcija f de�nisana sa

f(x1) = 3
√

0.4, f(x2) = − 3
√

0.8, f(x3) = 3
√

0.1, i ϕ (x) = x3, x ∈ [−1, 1] .

(i) Neka je fazi bi-meram normalizovana, takva da vazim(∅, {x2}) = −0.3,

m({x1, x3}, {x2}) = 1 i m({x1}, {x2}) = 0.6. Imamo:

BSh(f,m) = (
3
√

0.4 ·m({x1}, {x2}))6 (
3
√

0.8 ·m(∅, {x2}))

6 (
3
√

0.1 ·m({x1, x3}, {x2}))

=
(

3
√

0.4 · 0.6
)
6(

3
√

0.8 · (−0.3))6(
3
√

0.1 · 1)

≈ 0.442086(−0.27850)60.46416

= 0.46416,

pored toga je ϕ(BSh(f,m)) = 0.1, kao i

BSh(ϕ(f),m) = (0.4 ·m({x1}, {x2}))6 (0.8 ·m(∅, {x2}}))

6 (0.1 ·m({x1, x3}, {x2}))

= (0.4 · 0.6)6(0.8 · (−0.3))6(0.1 · 1)

= 0.246(−0.24)60.1

= 0.

Dakle, vaºi da je ϕ(BSh(f,m)) > BSh(ϕ(f),m).

(ii) Neka je data normalizovana fazi bi-mera m sa slede¢im vrednostima

m({x2},∅) = 0.3, m({x2}, {x1, x3}) = −1 i m({x2}, {x1}) = −0.6,

kao i g = −f. Na osnovu toga sledi:

BSh(g,m) = (
3
√

0.4 ·m({x2}, {x1}))6 (
3
√

0.8 ·m({x2}, ∅))

6 (
3
√

0.1 ·m({x2}, {x1, x3}))

=
(

3
√

0.4 · (−0.6)
)
6(

3
√

0.8 · 0.3)6(
3
√

0.1 · (−1))

≈ (−0.44208)60.278506 (−0.46416) = −0.46416,

92



pa sledi da je ϕ(BSh(g,m)) = −0.1, kao i

BSh(ϕ(g),m) = (0.4 ·m({x2}, {x1}))6 (0.8 ·m({x2},∅))

6 (0.1 ·m({x2}, {x1, x3}))

= (0.4 · (−0.6))6(0.8 · 0.3))6(0.1 · (−1))

= (−0.24)60.246 (−0.1) = 0.

Dakle, ϕ(BSh(g,m)) < BSh(ϕ(g),m).

(iii) Ako se uzme da je ϕ (x) = x, x ∈ [−1, 1] i ista fazi bi-mera m data

pod (i), tada za funkciju h koja zadovoljava h(x1) = 0.4, h(x2) = −0.8,

h(x3) = 0.1, dobijamo ϕ(BSh(h,m)) = BSh(ϕ(h),m) = 0.

Primer 4.6. Neka je X = {x1, x2, x3}. Funkcija f neka je de�nisana sa

f(x1) = 5
√

0.3, f(x2) = − 5
√

0.6, f(x3) = 5
√

0.1, a funkcija ϕ (x) = x5,

x ∈ [−1, 1] .

(i) Ako m ∈ M, gde je m({x1, x3}, {x2}) = 1, m({x1}, {x2}) = 0.8 i

m(∅, {x2}) = −0.4, dobijamo:

BSh(f,m) = (
5
√

0.3 ·m({x1}, {x2}))6 (
5
√

0.6 ·m(∅, {x2}))

6 (
5
√

0.1 ·m({x1, x3}, {x2}))

=
(

5
√

0.3 · 0.8
)
6(

5
√

0.6 · (−0.4))6(
5
√

0.1 · 1)

≈ 0.628806(−0.36115)60.63096

= 0.63096,

dok je ϕ(BSh(f,m)) = 0.1, a vaºi i

BSh(ϕ(f),m) = (0.3 ·m({x1}, {x2}))6 (0.6 ·m(∅, {x2}}))

6 (0.1 ·m({x1, x3}, {x2}))

= (0.3 · 0.8)6(0.6 · (−0.4))6(0.1 · 1)

= 0.246(−0.24)60.1

= 0.
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Dakle, ϕ(| BSh(f,m) |) >| BSh(ϕ(f),m) |= 0.

(ii) Ako m ∈ M je takvo da vaºi m({x2}, {x1, x3}) = −1,

m({x2}, {x1}) = −0.8, m({x2},∅) = 0.4 i g = −f. Tada sledi:

BSh(g,m) = (
5
√

0.3 ·m({x2}, {x1}))6 (
5
√

0.6 ·m({x2}, ∅))

6 (
5
√

0.1 ·m({x2}, {x1, x3}))

=
(

5
√

0.3 · (−0.8)
)
6(

5
√

0.6 · 0.4)6(
5
√

0.1 · (−1))

≈ (−0.62880)60.361156 (−0.63096) = −0.63096,

pa imamo da je ϕ(BSh(g,m)) = −0.1, kao i

BSh(ϕ(g),m) = (0.3 ·m({x2}, {x1}))6 (0.6 ·m({x2},∅))

6 (0.1 ·m({x2}, {x1, x3}))

= (0.3 · (−0.8))6(0.6 · 0.4))6(0.1 · (−1))

= (−0.24)60.246 (−0.1) = 0.

Dakle, ϕ(| BSh(g,m) |) >| BSh(ϕ(g),m) |= 0.

(iii) Ako se uzme da je ϕ (x) = x, x ∈ [−1, 1] , zatim m ∈ M koje je dato

pod (i) i h ∈ M, a koje je de�nisano sa h(x1) = 0.3, h(x2) = −0.6,

h(x3) = 0.1, tada se dobija ϕ(| BSh(h,m) |) = | BSh(ϕ(h),m) |= 0.

U narednoj teoremi je dokazana Jensenova nejednakost za diskretni bi-

polarni Sugenov integral.

Teorema 4.10. Neka je data fazi bi-meru m ∈ M̂ i rastu¢a, neparna funk-

cija ϕ : [−1, 1] → [−1, 1], koja zadovoljava ϕ (x) ≤ x na intervalu [0, 1] . Za

funkciju f ∈ Ŝ, vaºi slede¢e:

(i) ako je SBSum(ϕ(f)) > 0, tada sledi

ϕ (BSu(f,m)) ≤ BSu(ϕ(f),m),
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(ii) ako je SBSum(ϕ(f)) < 0, tada sledi

ϕ (BSu(f,m)) ≥ BSu(ϕ(f),m).

Dokaz. Koristi¢e se slede¢a formula za bipolarni Sugenov integral:

BSu(f,m) =

=
(
SBShm(f)

) n∨
i=1

| fi | ∧ |m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})| .

(4.10)

(i) Neka je SBSum(ϕ(f)) > 0.

O£igledno, ako se pretpostavi da je SBSum(f) ≤ 0, stroga nejednakost

vaºi.

Ako je SBSum(f) > 0, na osnovu (4.10) i leme 3.1(ii) zaklju£ujemo:

ϕ (BSu(f,m)) =

= ϕ
(∨n

i=1 | fi | ∧ |m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})|
)

=
∨n
i=1 ϕ

(
| fi | ∧ |m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})|

)
=
∨n
i=1 ϕ(| fi |) ∧ ϕ(|m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})|).

Na osnovu uslova ϕ (x) ≤ x na [0, 1] i leme 3.1(i), vaºi da je:

ϕ (BSu(f,m))

≤
∨n
i=1 ϕ(| fi |) ∧ |m ({xj ∈ X | fj ≥| fi |} , {xj ∈ X | fj ≤ − | fi |})|

=
∨n
i=1 ϕ(| fi |)∧|m ({xj ∈ X |ϕ(fj) ≥| ϕ(fi) |} , {xj ∈ X |ϕ(fj) ≤ − | ϕ(fi) |})|
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BSu(ϕ(f),m).

(ii) Analogno dokazu (i).

Sledi posledica teoreme 4.10.

Posledica 4.11. Neka je ϕ : [−1, 1] → [−1, 1], ϕ(1) = 1, neparna i strogo

rastu¢a funkcija, takva da je ϕ (x) ≥ x na [0, 1] , koja je konkavna na [0, 1].

Za sve f ∈ Ŝ i m ∈ M̂, ako je BSu(f,m) 6= 0, tada vaºi

ϕ (| BSu (f,m) |) ≥| BSu (ϕ(f),m) | .

Dokaz je sli£an dokazu posledice 4.9.

Kao kod bipolarnog �ilkretovog integrala, moºe se uo£iti da navedena nejed-

nakost vaºi £ak i ako je navedeni uslov ϕ(1) = 1 izostavljen.

Primer 4.7. Neka su funkcija f i fazi bi-mera m date kao u primeru 4.4.

(i) Funkcija ϕ je zadata na slede¢i na£in ϕ (x) = sign(x) ln (1 + |x|),
x ∈ [−1, 1] . Na osnovu primera 2.4, sledi da je vrednost bipolarnog

Sugenovog integrala funkkcije f jednaka: BSu(f,m) = −0.5. Sledi da

je:

ϕ (BSu(f,m)) = − ln (1 + 0.5) ≈ −0.40547.

Zatim vaºi da je:

BSu(ϕ(f),m) = (ϕ(0)70.6)6 (ϕ(0.6)70.4)6 (ϕ (0.8)7 (−0.5))

= (0.4770.4)6 (0.587797 (−0.5))

= 0.46 (−0.5) = −0.5.

Po²to je

ϕ(|BSu(f,m)|) = 0.40547 ≤ 0.5 = |BSu(ϕ(f),m)|,

dobija se da je nejednakost u teoremi 4.10 zadovoljena.
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(ii) Neka je ϕ (x) = 2x
1+|x| , x ∈ [−1, 1] . O£igledno, vaºi ϕ(x) ≥ x, za svako

x ∈ [0, 1].

Sledi da je ϕ (BSu(f,m)) = 2·(−0.5)
1+|−0.5| = −2

3
i

BSu(ϕ(f),m) = (ϕ(0)70.6)6 (ϕ(0.6)70.4)6 (ϕ (0.8)7 (−0.5))

≈ (0.7570.4)6 (0.888897 (−0.5))

= 0.46 (−0.5) = −0.5.

Dakle, nejednakost data u posledici 4.11 je zadovoljena, jer vaºi da je

ϕ(|BSu(f,m)|) =
2

3
≥ 1

2
= |BSu(ϕ(f),m)|.

U slede¢em primeru bi¢e ilustrovano da ako je SBSum(ϕ(f)) = 0, tada

postoje tri mogu¢nosti:

1) ϕ(BSu(f,m)) = BSu(ϕ(f),m),

2) ϕ(BSu(f,m)) > BSu(ϕ(f),m),

3) ϕ(BSu(f,m)) < BSu(ϕ(f),m).

Primer 4.8. Neka su X i funkcija f dati kao u primeru 2.3, a funkcija

ϕ (x) = sign(x)x2, x ∈ [−1, 1] .

(i) Neka jem normalizovana fazi bi-mera, takva da jem({x1, x2}, {x3}) = 0.6,

m({x2}, {x3}) = 0.36 i m(∅, {x3}) = −0.36. Sledi da je:

ϕ(BSu(f,m)) = ϕ((070.6)6(0.670.36)6(0.87(−0.36))

= ϕ(0.366(−0.36)) = ϕ(0) = 0,

kao i

BSu(ϕ(f),m) = (070.6)6(0.3670.36)6(0.647(−0.36))

= 0.366(−0.36) = 0.

Dakle, ϕ(BSu(f,m)) = BSu(ϕ(f),m).
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(ii) Neka jem normalizovana fazi bi-mera, takva da jem({x1, x2}, {x3}) = 0.6,

m({x2}, {x3}) = 0.4 i m(∅, {x3}) = −0.36. Dobijamo:

ϕ(BSu(f,m)) = ϕ((070.6)6(0.670.4)6(0.87(−0.36))

= ϕ(0.46(−0.36)) = ϕ(0.4) = 0.16,

kao i

BSu(ϕ(f),m) = (070.6)6(0.3670.4)6(0.647(−0.36))

= 0.366(−0.36) = 0.

Dakle, ϕ(BSu(f,m)) > BSu(ϕ(f),m).

(iii) Neka jem normalizovana fazi bi-mera, takva da jem({x1, x3}, {x2}) = −0.3,

m({x3}, {x2}) = −0.4 i m({x3}, ∅) = 0.36, kao i g = −f. Tada imamo

da je:

ϕ(BSu(g,m)) = ϕ((07(−0.3))6(0.67(−0.4))6(0.870.36)

= ϕ((−0.4)60.36) = ϕ(−0.4) = −0.16

kao i

BSu(ϕ(g),m) = (07(−0.3))6(0.367(−0.4))6(0.6470.36)

= (−0.36)60.36 = 0.

U ovom slu£aju vaºi: ϕ(BSu(g,m)) < BSu(ϕ(g),m).
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Glava 5

Zaklju£ak

5.1 Zaklju£ak sprovedenog istraºivanja

U poslednjim godinama, paºnja nau£nika je usmerena na razvoj novih

fazi integrala gde su skale bipolarne [21, 22, 23]. U okviru ove disertacije su

uvedeni novi tipovi bipolarnih integrala. Jensenov tip nejednakosti ima pri-

menu u mnogim oblastima kao ²to su matemati£ka ekonomija, verovatno¢a,

teorija optimizacije itd. Jensen-Stefensenova nejednakost za integrale sa bi-

polarnim skalama je analizirana u okviru ove disertacije.

Originalni rezultati ove disertacije mogu biti zna£ajni za razvoj teorije

odlu£ivanja koja ve¢ ima ²iroku primenu ne samo u ekonomiji, ve¢ i u razli-

£itim inºenjerskim granama i u procesima gde je potrebno doneti odre�ene

odluke na osnovu ulaznih parametara.

U prvom delu su predstavljene de�nicija i osobine funkcija agregacija. Po-

red toga, prikazan je pregled osnovnih pojmova, de�nicija, teorema, primera

i metoda vezanih za fazi mere, fazi bi-mere i fazi integrale. Zatim su poka-

zane pseudo-operacije i simetri£ne pseudo-operacije, uz navo�enje njihovih

osobina.
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Potom, u drugoj glavi su de�nisani, kao i dati primeri za bipolarne inte-

grale u odnosu na fazi bi-mere. Prikazan je diskretni bipolarni pseudo-integral

[53, 54, 56]. U okviru ovog poglavlja dokazane su dve nove teoreme, koje su

publikovane u [62]. Zatim su prezentovane de�nicije i data karakterizacija,

bipolarnog �okeovog, bipolarnog �ilkretovog i bipolarnog Sugenovog integra-

la, a koji su predstavljeni u [22, 23]. Ovaj tip integrala je prou£avan i od

drugih autora [58].

Bazirano na de�niciji pan integrala [67], gde je kori²¢eno klasi£no sabira-

nje i mnoºenje (+, ·), prikazani su originalni rezultati za novi tip diskretnog

bipolarnog pan integrala u odnosu na fazi bi-meru, a koji je publikovan u [59].

Pored toga je i ispitana me�usobna veza razli£itih tipova bipolarnih dekom-

pozabilnih integrala. U tvr�enju 2.14 ukazano je kada su jednaki bipolarni

integrali.

Nakon toga, u tre¢oj glavi, dokazane su nove teoreme Jensen-Stefensenovog

tipa za nejednakosti za diskretni bipolarni pseudo-integral u odnosu na

⊕-dekompozabilnu fazi bi-meru. Ovi rezultati su publikovani u [61, 62]. Po-

sebno su bila razmatrana tri slu£aja, u odnosu na tri tipa simetri£nih pseudo-

operacija.

Na osnovu uslova iz tvr�enja 3.6, tvr�enja 3.10 i tvr�enja 3.11 iz poglavlja

3.1, op²ti rezultat za bipolarni pseudo-integral moºe se izraziti sa:

0 < ϕ

( ∣∣∣∣ ⊕∫
X

f � dm
∣∣∣∣ ) ≤ ∣∣∣∣ ⊕∫

X

ϕ (f)� dm
∣∣∣∣ .

Dobijeni rezultati Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni

pseudo-integral nenegativne funkcije su u korelaciji sa odgovaraju¢om ne-

jednako²¢u za Sugenov integral koji je prikazan u [47] i za �okeov integral

koji je prikazan u [33].
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Pored primene novih teorijskih re²enja u okviru nau£nih istraºivanja veza-

nih za diskretni bipolarni integral, gledaju¢i iz pravca primene istih, predlo-

ºena nejednakost za bipolarni pseudo-integral moºe biti korisna za probleme

odlu£ivanja gde je primenjena skala sa bipolarnim vrednostima. Ovi rezultati

mogu tako�e biti primenjeni na aktuarskim modelima za predstavljanje mera

rizika.

U okviru £etvrte glave, prikazani su originalni rezultati, koji su de�nisali

novi bipolarni �okeov g integral. To je publikovano u [38, 39], uz navo�enje

osnovnih pojmova, de�nicija, teorema, kao i primera vezanih za ovaj integral.

On moºe biti kori²¢en u primeni integrala zasnovanim na fazi bi-merama, a

u cilju reprezentacije modela odlu£ivanja, ili inºenjerskim problemima. Bi-

polarni �okeov g integral baziran na odgovaraju¢oj ⊕-dekompozabilnoj fa-

zi bi-meri se podudara sa specijalnim tipom diskretnog bipolarnog pseudo-

integrala koji je prikazan u [54]. Tako�e je ispitana Jensen-Stefensenova ne-

jednakost za ovaj integral, a ²to je publikovano u [38, 39].

Zatim su predstavljeni originalni rezultati u vidu novih teorema Jensen-

Stefensenovog tipa za bipolarni �ilkretov i bipolarni Sugenov integral u od-

nosu na fazi bi-mere, a koji su publikovani u [39, 60]. Pored toga su prikazani

i primeri, koji ilustruju primenu datih rezultata.

5.2 Budu¢i rad

Savremeni izazovi modernog sveta, zahtevaju smanjenje i optimizaciju

tro²kova, pove¢anje produktivnosti, kao i dono²enje investicionih odluka na

osnovu preciznih matemati£kih algoritama. Ba² iz tog razloga, dolazi do ubr-

zanog razvoja vesta£ke inteligencije, machine learning algoritama, modela

baziranih na vremenskim serijama, kao i drugih, a koji su zasnovani na prak-
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ti£noj primeni modela odlu£ivanja.

Polje primene integrala sa bipolarnim skalama je veoma ²iroko. Slede¢i

pravac daljeg istraºivanja, odnosno budu¢eg rada, jeste u smeru razvoja novih

integrala sa skalama koje su bipolarne, a koji bi mogli da na�u primenu u

privredi.
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______________________________________________________________________________ 

 

2.2.2. На који начин је контролисан квалитет података? Описати 

 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

2.2.3. На који начин је извршена контрола уноса података у матрицу? 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

3. Третман података и пратећа документација 

 

3.1.Третман и чување података 

 

3.1.1. Подаци ће бити депоновани у ___________________________________ репозиторијум. 

3.1.2. URL адреса  _______________________________________________________________ 

3.1.3. DOI ______________________________________________________________________ 

 

3.1.4. Да ли ће подаци бити у отвореном приступу? 

а) Да 

б) Да, али после ембарга који ће трајати до ___________________________________ 

в) Не 

 

Ако је одговор не, навести разлог ________________________________________ 

 

3.1.5. Подаци неће бити депоновани у репозиторијум, али ће бити чувани.  

Образложење 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 
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3.2 Метаподаци и документација података 

3.2.1. Који стандард за метаподатке ће бити примењен? _________________________________ 

 

3.2.1. Навести метаподатке на основу којих су подаци депоновани у репозиторијум. 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

Ако је потребно, навести методе које се користе за преузимање података, аналитичке и 

процедуралне информације, њихово кодирање, детаљне описе варијабли, записа итд. 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

3.3 Стратегија и стандарди за чување података 

3.3.1. До ког периода ће подаци  бити чувани у репозиторијуму?_______________________ 

3.3.2. Да ли ће подаци бити депоновани под шифром? Да Не 

3.3.3. Да ли ће шифра бити доступна одређеном кругу истраживача? Да Не 

3.3.4. Да ли се подаци морају уклонити из отвореног приступа после извесног времена?  

Да Не 

Образложити 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

4. Безбедност података и заштита поверљивих информација 

 

Овај одељак МОРА бити попуњен ако ваши подаци  укључују личне податке који се односе на 



 

 

Национални портал отворене науке – open.ac.rs 6 

учеснике у истраживању. За друга истраживања треба такође размотрити заштиту и сигурност 

података.  

4.1 Формални стандарди за сигурност информација/података 

Истраживачи који спроводе испитивања с људима морају да се придржавају Закона о заштити 

података о личности(https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) и 

одговарајућег институционалног кодекса о академском интегритету.   

 

 

4.1.2. Да ли је истраживање одобрено од стране етичке комисије? Да Не 

Ако је одговор Да, навести датум и назив етичке комисије која је одобрила истраживање 

______________________________________________________________________________ 

 

4.1.2. Да ли подаци укључују личне податке учесника у истраживању? Да Не 

Ако је одговор да, наведите на који начин сте осигурали поверљивост и сигурност информација 

везаних за испитанике: 

а) Подаци нису у отвореном приступу 

б) Подаци су анонимизирани 

ц) Остало, навести шта 

______________________________________________________________________________ 

______________________________________________________________________________ 

 

5. Доступност података 

 

5.1. Подаци ће бити  

а) јавно доступни 

б) доступни само уском кругу истраживача у одређеној научној области   

ц) затворени 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести под којим условима могу да их 

користе: 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести на који начин могу 

приступити подацима: 

______________________________________________________________________________ 
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______________________________________________________________________________ 

 

5.4. Навести лиценцу под којом ће прикупљени подаци бити архивирани. 

______________________________________________________________________________ 

 

6. Улоге и одговорност 

 

6.1. Навести име и презиме и мејл адресу власника (аутора) података 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

6.2. Навести име и презиме и мејл адресу особе која одржава матрицу с подацимa 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

6.3. Навести име и презиме и мејл адресу особе која омогућује приступ подацима другим 

истраживачима 

 

______________________________________________________________________________ 
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