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Apstrakt

Koncept fazi bi-mera sa vrednostima na bipolarnoj skali se moZe posmatrati kao uopS$tenje
realnih klasi¢nih mera. Diskretni bipolarni pseudo-itegral se moze razmatrati za tri kanonicka
slu¢aja u odnosu na dve binarne operacije, simetricnog pseudo-sabiranja i simetricnog pseudo-
mnozenja: (@, ©). U prvom slucaju operacije su generisane sa neparnom, strogo rastu¢om i
neprekidnom funkcijom, dok u drugom slucaju su generisane sa simetriénim maksimumom i ne-
idempotentnom operacijom, a u tre¢em slucaju sa simetricnim maksimumom 1 simetri¢nim
minimumom. Prema definiciji, diskretnog bipolarnog pseudo-integrala funkcije f na konacnom
skupu X, gde su vrednosti u okviru simetri¢nog intervala, fazi bi-mera m je @-dekompozabilna.

U okviru drugog poglavlja disertacije prikazan je bipolarni pan integral. Ovaj novi tip integrala
je definisan u odnosu na fazi bi-mere. Pored definicije, date su i osobine, kao i veza sa
bipolarnim Sokeovim integralom i bipolarnim pseudo-integralom.

Jedna od najéeS¢e primenjivanih nejednakosti u odnosu na Lebegov integral, jeste Jensenova
nejednakost. U okviru ove disertacije analizirana je Jensenova nejednakost za diskretni bipolarni
pseudo-integral.

U cetvrtom poglavlju disertacije istrazena je specijalna klasa bipolarnog univerzalnog integrala,
koja je u vezi sa bipolarnim Sokeovim integralom. Definisan je nov bipolarni Sokeov g-integral.
Prikazana je Jensen-Stefensenova nejednakost za diskretni bipolarni Sokeov g-integral. Pored
odredenih osobina bipolarnog Silkretovog i Sugenovog integrala, prikazana je Jensenova
nejednakost za ove integrale. Dati su primeri koji ilustruju dobijene rezultate.

U okviru ove disertacije predstavljena je primena ovih integrala za reprezentaciju preferencije u
procesu visekriterijumskog odlu¢ivanja. Rezultati mogu biti od znacaja i imati primenu u
mnogim drugim oblastima kao S§to su informacione nauke, maSinsko ucenje, optimizacija,
aktuarske nauke i druge, gde je potrebno doneti odredenu odluku na osnovu realnih ulaza.

Teza se zavrSava zaklju¢kom i listom citirane literature.



Abstract

The concept of a bi-capacity with values in a bipolar scale was observed as a generalization of a
capacity. Discrete bipolar pseudo-integral has been considered three canonical cases of two
binary operations, symmetric pseudo-addition and symmetric pseudo-multiplication: (&, ©). In
the first case the operations are generated by an odd, strictly increasing and continuous function,
in the second case that are the symmetric maximum and a non-idempotent operation, and in the
third case the symmetric maximum and the symmetric minimum. The definition of the discrete
bipolar pseudo-integral of a function f, defined on a finite set X, with values in some symmetric
interval, requires that the underlying bi-capacity m is @-decomposable.

In second chapter of the thesis the notion of the bipolar pan-integral is introduced. This new type
of integral is based on bi-capacities. The bipolar pan-integral is defined and its main properties
and relations with bipolar Choquet integral and bipolar pseudo-integral are considered.

One of the most studied and used inequality concerning Lebesgue integral is the Jensen’s
inequality. The main purpose of the thesis is to establish new conditions under which the Jensen
type inequality is valid for the discrete bipolar pseudo-integral.

In the fourth chapter of the thesis, a special class of the bipolar universal integrals is investigated,
as a new type of integral which is related to the bipolar Choquet integral. The discrete bipolar
Choquet g-integral is introduced. The Jensen-Steffensen type inequality for bipolar Choquet g-
integral is considered and illustrated in given examples. Furthermore, an overview of the bipolar
Shilkret and Sugeno integrals is given and conditions are proposed for the validity of the
corresponding Jensen type inequality. Obtained results are illustrated by the adequate examples.

Within this thesis is presented the usage of these integrals for preference relation modeling in
multicriteria decision analysis. Results of the thesis can be applied in many different areas like
information sciences, machine learning algorithms, optimization, actuarial sciences and others,
which include decision making based on aggregation of real inputs.

The thesis ends with conclusion and a list of cited references.
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Uvod

Linearne funkcije kao $to su aritmeticka sredina, zatim ponderisana arit-
meticka sredina (sa tezinskim koeficijentima) imaju primenu u agregaciji, ili
fuziji podataka. One se mogu reprezentovati Lebegovim integralom, definisa-
nim u odnosu na klasi¢nu meru. Medutim, u nekim prakti¢nim problemima
donoSenja odluka u uslovima neodredenosti, ove se funkcije mogu koristiti za
agregaciju samo kada ne postoji interakcija izmedu kriterijuma, ili se inter-

akcija moze zanemariti.

Klase skupovnih funkcija koje nisu aditivne u literaturi su poznate pod
razli¢itim nazivima, kao na primer: neaditivne mere, monotone mere, fazi
mere, ili kapaciteti. Neaditivni integrali u odnosu na fazi mere, kao $to su
Sokeov [10], Sugenov [49], Silkretov [48], univerzalni integral [25] i pseudo-
integral [42], prikladni su za reSavanje prakti¢nih problema koji ukljuc¢uju

interakcije medu kriterijima.

Poznate su brojne primene neaditivnih (fazi) integrala u donosenju odlu-
ka na osnovu agregiranih podataka. Istaknuta klasa funkcija agregacije, ta-
kozvani OWA-operatori (uredene sredine sa tezinama), mogu se predstaviti
pomocu Sokeovog integrala, koji je uveo francuski matematic¢ar Gustav Soke
1953. godine. Ovaj integral nije linearan, ali u sluc¢aju kada je definisan u od-

nosu na klasi¢nu meru, Sokeov integral se podudara s Lebegovim integralom.



Teorija fazi mera i integrala primenjuje se u mnogim disciplinama mate-
matike, inzenjerstva, ekonomije, u teoriji odluc¢ivanja, uopsteno u problemi-
ma koji zahtevaju neku proceduru agregacije i / ili modeliranje neodredenosti
[2, 19, 12], 251 [40, [43] [65].

Veéina radova posvecena fazi merama i integralima fokusirana je na slucaj
kada su njihove vrednosti nenegativne [6, 41]. Neki od istrazivaca proucavaju
fazi integrale i mere kada su skale bipolarne, odnosno na skupovima vredno-
sti koje ukljucuju i negativne i pozitivne vrednosti, kao i neutralni elemenat
(14, [15] 17, 211, 22].

Uopstenje fazi mere (monotono neopadajuce, nenegativne skupovne funk-
cije, koja se anulira na praznom skupu) poznato je pod razli¢itim imenima
kao Sto su bipolarni kapacitet, bi-kapacitet, fazi bi-mera, a detaljno je prou-
¢avana u [14] [I5]. Definicija pseudo-integrala |29, 34 36} [42] 50, 52] vezana je
za koncept poluprstena (definisanih pomoéu dve binarne operacije sa odre-
denim osobinama) i skupovnim funkcijama koje predstavljaju uopstenje fazi

mere u odnosu na pseudo-operacije (G-mera).

U novijoj literaturi jedna od intezivno proucavanih primena neaditivnih
integrala je Cumulative prospect theory (CPT), uvedena u [65]. CPT je nu-
mericki model za uporedivanje alternativa pomocu izracunavanja dva iznosa
u odnosu na dva para skupova, koje odreduju pozitivne i negativne osobine

alternativa.

Lehrer [28] je definisao konkavni integral u odnosu na fazi meru, koji je
baziran na dekomporziciji (slu¢ajna promenljiva kao pozitivna linearna kombi-
nacija indikatora). Yang [60, 68| je uveo pan integral, koji se definie pomocu
dve pseudo-operacije, pan-sabiranja @ i pan-mnoZenja ®. Pan-integrali ba-

zirani na sabiranju i mnozenju (+,-) su proucavani u [35] 69).
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Nedavno su uvedeni bipolarni integrali [21] 22, 23] u odnosu na fazi bi-
meru, kao $to su bipolarni Sokeov integral, bipolarni Sugenov integral i bi-
polarni Silkretov integral, koji su takode izuc¢avani u [58|. Diskretni bipolar-
ni univerzalni integral, koji pokriva sva tri pomenuta bipolarna integrala je
uveden u [23]. Diskretni bipolarni pseudo-integral je definisan kao razlika dva

pseudo-integrala [53] 54 56]. Bipolarni pan integral je uveden u [59].

U okviru uopS$tene teorije mere proucavana je Jensenova nejednakost za
integrale zasnovane na fazi merama [1 [7, 44] 145, [46], 47, 57, 61]. Ova nejed-
nakost ima znacajnu ulogu ne samo u teoriji verovatnoce, ve¢ i u mnogim
disciplinama primenjene matematike, teoriji informacije, aktuarskoj mate-
matici, statistickoj fizici itd. Kako dolazi do sve veé¢e primene bipolarnih
integrala u ovim oblastima, potrebno je posvetiti posebnu paznju nejednako-
sti Jensenovog (Jensen-Stefensenovog) tipa za bipolarne integrale (integrale

bazirane na fazi bi—merama).

Prema tome, glavni cilj ove disertacije jeste da se ispita Jensen-Stefensenov
tip nejednakosti za bipolarne integrale bazirane na fazi bi-merama (bipolarni
Sokeov g-integral, bipolarni Sugenov, bipolarni Silkretov i bipolarni pseudo-
integral). Pored toga, zadatak je i da se predstavi primena funkcija agregacije

zasnovanih na ovim integralima u procesu visSekriterijumskog odluc¢ivanja.

U prvom delu predstavljene su osnovne definicije i osobine funkcija agre-
gacije. Nakon toga su prikazani pregled pojmova, definicija, teorema, primera
i metoda vezanih za fazi mere i fazi bi-mere. Od neaditivnih integrala poseb-
no su razmatrani fazi integrali i to Sokeov, Sugenov, kao i Silkretov integral.
Zatim su predstavljene pseudo-operacije, pseudo-integral i simetri¢ne pseudo-

operacije, kao i definicije i osobine vezane za njih.

il



U drugoj glavi su definisani bipolarni integrali bazirani na fazi bi-merama.
Pored toga su dati originalni rezultati prikazani u [59], a u okviru kojih je
uveden i nov tip integrala, diskretni bipolarni pan integral. Izmedu ostalog,
ispitana je i medusobna veza razlic¢itih tipova bipolarnih dekompozabilnih

integrala, Sto takode predstavlja originalne rezultate.

Nakon toga, u trecoj glavi su dokazane nove teoreme Jensen-Stefensenovog
tipa nejednakosti za diskretni bipolarni pseudo-integral, a Sto predstavlja ori-
ginalne rezultate prikazane u [61] [62]. Posebno se razmatraju tri slucaja si-

metri¢nih pseudo-operacija, sabiranja @ i mnozenja ©.

U cetvrtoj glavi je uveden nov tip integrala, a to je bipolarni Sokeov g-
integral. Pored toga su definisane i dokazane nove teoreme
Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni Sokeov g-integral, a Sto
je prikazano u [38]. U okviru ove glave su takode prikazani originalni rezul-
tati Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni Sugenov integral i

bipolarni Silkretov integral, a to je prikazano u [60].

v



Glava 1
Neaditivni integrali

U okviru ove glave dat je prikaz funkcije agregacije. Pored toga, defini-
sana je fazi mera, kao i fazi bi-mera. Od neaditivnih integrala, predstavljeni
su fazi integrali koji su znacajni za dalji rad, kao $to su Sokeov, Sugenov,
Silkretov integral i pseudo-integral. Takode je dat pregled pseudo-operacija i
simetri¢nih pseudo-operacija, uz pratec¢e definicije, teoreme, osobine i prime-
re. Detaljnije informacije se mogu naéi u |3, 6l 4, [5, 8, 9] 10, 1T}, 14, 151 18]
19, 251, 27, 30, 32}, 42], 48, 149, 50, 54], 56, 59, 63, 64], 65 66].

1.1 Funkcije agregacije

Pomo¢u funkcije agregacije [3, 8, O, 19, B2, 63] se sazimanjem (agrega-
cijom) n ulaznih vrednosti dobija jedna izlazna vrednost, pri ¢emu ulazne i
izlazne vrednosti pripadaju istom skupu, a to je najc¢esé¢e skup realnih bro-
jeva. Uop$teno mozemo reéi da agregacijom vise razli¢itih izvora informacija
dolazimo do nekog jedinstvenog izlaza [19} [63]. Klasifikacija funkcija agrega-
cija je vezana za prirodu podataka, odnosno ulaznih vrednosti, gde mozemo
da razmatramo numericke i kategorijske podatke. Najpoznatiji primeri ope-

ratora agregacije su tezinska i aritmeticka sredina.



Neka je D neprazan interval realnih brojeva, koji moze biti ogranicen, ili
neograni¢en. Uvedimo oznaku x = (z1,29,...,2,), gde z; € D za
i =1,2,...,n. Skup {z1,...,x,} je skup podataka koji treba da budu agre-
girani (rezutati, ocene, usluga itd.). Sledi opsta definicija funkcije agregacije

nad proizvoljnim intervalom D.

Definicija 1.1. [19] Funkcija A : D™ — D, koja je neopadajuca (po svakoj

promenljivoj) i monotona, a zadovoljava sledeée grani¢ne uslove:

inf A(x)=infD i supA(x)=supD, (1.1)

xeDn XEDn

se naziva n-arna funkcija agregacije.

U nastavku su posmatrane n-arne funkcije agregacije za koje je
D = [-1,1], tj. funkcije agregacije ¢iji je domen skup [—1,1]", a kodomen
interval [—1,1]. U tom slu¢aju se grani¢ni uslovi (L.1)) svode na

A(-1)=-1iA(1) =1,

gdeje =1=(-1,...,—-1)il=(1,...,1).
Uoceno je da odgovarajuéi izbor funkcije agregacije zavisi od odredenih
osobina, pa iz tog razloga, slede neke osobine koje su kori§¢ene u daljem radu.

Kazemo da je funkcija agregacije A : D" — D
e idempotentna ako za svako x = (x,...,z) € D" vazi A(x) = z;

e homogena ako za sve x € D" i ¢ > 0 za koje ¢-x € D", vazi
A(c-x)=c-A(x) € D;

e aditivna ako zasve X,y € D", x+y € D", vazi A(x+y) = A(X)+A(y);

e bipolarno komonotono aditivna ako za sve x,y € D", x +y € D" koji
su bipolarno komonotoni, odnosno takvi da (|z;| — |z;|)(Jys| — |y;|) >0
ixy; >0, zasve 1,7, vazi A(x+y) = A(x) + A(y).
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1.2 Fazi mere 1 fazi bi-mere

Neka je sa X obelezen neprazan skup, sa A je oznacena o—algebra pod-

skupova na X. Tada (X, .A) nazivamo merljiv prostor.

1.2.1 Fazi mere

Aditivnost klasi¢ne mere u viSekriterijumskom odluc¢ivanju se pokazala
previSe restriktivnom. Iz tog razloga se javlja potreba za uvodenjem mono-

tonone skupovne funkcije, odnosno fazi mere [42], 64].

Definicija 1.2. [42] Neka je (X,.A) merljiv prostor, fazi mera m na (X, .A)

je funkcija m : A — [0, +00] koja zadovoljava sledece uslove:
(i) m(0) =0,
(i) za svako A, B € A, ako je A C B, tada je m(A) < m(B) (monotonost).

Primetimo da je funkcija verovatnoce, kao i svaka klasi¢na mera u stvari
fazi mera, jer aditivnost implicira monotnost. Sa druge strane ne vazi obrnu-

to, odnosno monotonost ne implicira aditivnost.

Definicija 1.3. [42] Neka je m : A — R" = 0, +00] fazi mera na (X, A),

tada se trojka (X, .A, m) zove prostor fazi mere.

Definicija 1.4. [42] Neka je m fazi mera na merljivom prostoru (X, .4). Tada
je m:

e normalizovana ako vazi m(X) = 1;

e aditivna ako m(AU B) = m(A) + m(B) kada je AN B = ()

o subaditivna ako m(A) +m(B) > m(AU B) +m(AN B);

e superaditivna ako m(A) +m(B) < m(AU B) +m(AN B);

e neprekidna odozgo ako vazi: A, € A, A, \y A= m(4,) \y, m(A);

e neprekidna odozdo ako vazi: A, € A, A, A= m(A,) m(A).

7



1.2.2 Fazi bi-mere

Fazi bi-mere (bi-kapaciteti) predstavljaju uopstenje klasi¢nih mera. Jedna
od njihovih mnogobrojnih primena je u problemu odlucivanja gde su skale
bipolarne sa negativnim (lo§im) i pozitivhim (dobrim) vrednostima uklju-
¢ujuci neutralnu vrednost, §to omogucuje modeliranje bipolarnosti. Tipicni
primeri takve skale su [—1, 1] (ogranifen interval), R (neogranicen interval),
{veoma log, los, srednji, dobar, odli¢an} (ordinalna skala). Osnovni problem
kod uvodenja ovakvih skala jeste definisanje odnosa izmedu dva kriterijuma.
Uzmimo skalu [—1, 1], sa neutralnim elementom 0. Najprostiji nacin, jeste
da se kaze da su "pozitivni” i "negativni” delovi simetri¢ni. Za viSe detalja
videti [14} [T5].

Kompleksniji model razmatra nezavisno pozitivne i negativne delove. Ta-
da se moze reé¢i da pozitivna binarna alternativa definige fazi meru m™*, dok
negativna binarna alternativa definise fazi meru m~. Ovo predstavlja poznati
Cumulative prospect theory (CPT) model koji je prikazan u [65]. Medutim,
nije teSko naci primere gde Zelje onog koji pravi model ne mogu biti intepre-
tirane pomo¢u CPT modela. U [14] 15, 27| predloZen je jos uop$teniji model
pod pretpostavkom da ne postoji nezavinost izmedu pozitivnih i negativnih
delova, kojim se ternarnim alternativama dodeljuje broj iz intervala [—1,1].
Ovaj broj ¢e se oznacavati sa m(A, B), odnosno kao vrednost funkcije dve
promenljive, ¢iji je prvi argument skup kriterijuma koji su totalno zadovo-
ljeni, dok je drugi argument skup kriterijuma koji nisu totalno zadovoljeni,
dok se preostali kriterijumi vode pod neutralnim nivoom. Ovakva funkcija se

naziva fazi bi-mera.

Neka je Q(X) :={(A,B) € P(X) x P(X)|AN B = 0}, tj. Q(X) je skup

svih disjuktnih parova podskupova od X. U odnosu na binarnu relaciju <



koja je definisanu sa
(A,B) X (C,D) akkoje ACCiBD2D,

skup Q(X) je parcijalno ureden skup u kom svaka dva elementa imaju je-
dinstven supremum (A, B) V (C,D) = (AU C, BN D) i jedinstven infimum
(A,B) A (C,D) = (AN C,B U D). Struktura (Q(X), <) je mreza tipa 3".
Najvecéi elemenat je (X, @), a najmanji (&, X).

Definicija 1.5. [14] Funkcijam : Q(X) — R je fazi bi-mera ako zadovoljava:
(i) m(0,0) =0,
(ii) A C B implicira m(A,-) <m(B,-) im(-,A) > m(-, B).

Pored toga, m je mnormalizovana fazi bi-mera ako vazi
m(X,0)=1=-m(0, X).

Primetimo da definicija implicira da m(,-) < 0 i m(-,0) > 0. Fazi bi-
mera m je CPT-tipa ako postoje dve (normalizovane) fazi mere my, mo,
takve da za svako (A, B) € Q(X) vazi m(A, B) = my(A) — ma(B). Za vise
detalja pogledati [14, [15].

1.3 Fazi integrali

U okviru ovog poglavlja razmatrani su fazi integrali u odnosu na prethod-
no definisane fazi mere, a koji su prikazani u [6]. Motivacija za njihovo defi-
nisanje dolazi iz potrebe da u teoriji odluc¢ivanja donesemo odredenu odluku.

Neka je (X,.A) merljiv prostor.

1.3.1 Osnovni pojmovi

Svakoj funkciji f : X — R = [—o0,400], pridruzujemo familiju
Cp = {Cy(z)|z € R} U{C}(z)|x € R}, gde je

Cylx) = {t € X|f(t) >} i Cpla) = {t € X|[f(t) > a}.
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C' nazivamo lanac pridruzen funkciji f, a on je totalno ureden (parcijalno)

u odnosu na skupovnu inkluziju.

Komonotonost (zajednicka monotonost) funkcija moze nadograditi kon-
cept aditivnosti (maksitivnosti) integrala. Za vise detalja videti [11]. Svaka

funkcija f : X — R odreduje na X relaciju polu uredenja:

ty <pty <= f(t1) < f(t2).

Odnos izmedu dve relacije polu-uredenja, predstavljene pomocu funkcija f i
g, odreduje binarnu relaciju ~ u R" koja je simetri¢na, refleksivna, ali ne i

tranzitivna.

Definicija 1.6. [6] f i g su komonotone (f ~ g) ako ne postoji par t1,t; u
X, takav da vazi da je t; <jty ity <4 1.

1.3.2 Osnovne i proste funkcije

Oznac¢imo sa F(X), ili kratko F familiju svih merljivih (A-merljivih)
funkcija iz X u R = [0, +00]. To znaéi da lanac C} pridruzen funkeiji
f € F(X) je podskup od A. Ova definicija merljivosti podudara se sa klasic-
nom, posto je A oc—algebra.

Za svako a € R i za svako A € A, funkcija b(a, A) definisana sa:

a, ako x €A

b(a,A)(x):{O ako x ¢ A

se zove osnovna funkcija.
Funkcija s : X — R* je prosta ako je njen skup vrednosti konacan.

Familiju prostih funkcija iz X u EJF, mozemo oznaditi sa S(X).

Neka je funkcija s prosta, sa kodomenom {a, as, . .., a,}, bazirana na poj-
mu kona¢ne podele skupa X, tako da vazi {Ai,As, ..., A,}, gde je
A; ={x € X|s(z) = a;}. Tada, ako je A, NA; =0, i # j, vazi sledece:
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n n

s =Y ba;, Ai) = \/ blai, 4y). (1.2)

i=1 =1

U izrazu (1.2)), broja¢ moze da krene od jedinice, odnosno nula moze biti

izostavljena, pretpostavljajué¢i da vazi:
O<ar<an<...<ap, (1.3)

na osnovu ¢ega se moze dobiti klasican standardni prikaz, sa minimalnim
brojem osnovnih funkcija.
Lebegov integral proste funkcije s na skupu X date sa (1.2, u odnosu na

meru m, definisan je na slede¢i nacin:

/sdm _ / (i b(ai,Ai)> dm =" am(A).

=1

Struktura klasi¢nog merljivog prostora (o—aditivnost mere) dozvoljava
da se koristi bilo koja aditivna reprezentacija pomoc¢u osnovnih funkcija. U
cilju da se izrazi komonotona aditivnost Sokeovog integrala i komonotona
maksitivnost Sugenovog integrala, pogodno je uvesti komonotonu reprezen-

taciju prostih funkcija.

Tvrdenje 1.1. [6]/ Svaka prosta funkcija s zadovoljava komonotono aditivni

prikaz
s=Y b(c;,C)) (1.4)
=1

it komonotono maksitivan prikaz

s = \/b(ai,Ci) (1.5)

gde je C1 D Cy D ... D C, D D(strogo).
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1.3.3 Sokeov integral

~

Sokeov integral [10] je uveo francuski matematic¢ar Gustav Choquet, 1953.

godine, a kasnije je proucavan od strane mnogih autora [6] 10, 11, [42].
Definicija 1.7. [10] Sokeov integral funkcije f € F(X) u odnosu na fazi

meru m : A — [0, 00] je:

Ch(f,m) = /Ooom(Cf(l'))dl', (1.6)

dok se na diskretnom skupu definiSe na sledeé¢i nacin,

n

Ch(f,m) = Z foiy(m(Coiy) — m(Cogiyr))) = Z(fom — foti-1))m(Coi)),
=1 =1 (17)

gde o predstavlja permutaciju skupa indeksa za koju vazi

0 S fg(l) S S fU(n) S 1, fU(O) =01 Cg(i) = {[Ea(i), ...,[L’a(n)}.
Razmotrimo sada realne funkcije f i oznac¢imo sa:

ff=fvo i f-=(=f)vo. (1.8)

Asimetrican Sokeov integral funkcije f : X — [—1,1] u odnosu na fazi

meru m : A — [0, 1] je definisan sa
m(fv m) = Ch(f+am) - Ch(f_am)v

gde je m dualna skupovna funkcija konacne fazi mere m definisana sa
n(C) = m(X) —m(C°), za sve C C X, dok je simetrican Sokeov integral

(ili Siposov integral) definisan sa
Ch(f.m) = Ch(f*,m) — Ch(f~,m),

gde je bar jedan od prethodnih integrala konacan. Ovi integrali su posebni

sluc¢ajevi CPT modela, gde su m™, m~ dve fazi mere:
CPT - (f) = Ch(f*,m") = Ch(f~,m").
Navodimo fundamentalne osobine Sokeovog integrala 16].
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Osnovne vrednosti Za svaku prostu funkciju uz uslov0 - oo = oo -0 =0,
vazi Ch(b(c,C),m) = c-m(C) , Ve e R" VC € A.
Za ¢ = 1, osnovna funkcija se podudara sa karakteristiCnom funk-

cijom 1o na skupu C' i Sokeov integral rekonstruise datu fazi meru
Ch(lg,m) =m(C) ,VC € A.

Homogenost Ch(c- f,m) =c-Ch(f,m) , Ve € R
Monotonost f < g = Ch(f,m) < Ch(g,m).

Komotona aditivnost [ ~ g = Ch(f + g,m) = Ch(f,m) +
Ch(g,m).

Neprekidnost odozdo Ako je fazi mera m neprekidna odozdo, tada
je Sokeov integral takode neprekidan odozdo, tj. za svaki neopadajuci
niz { f,, }nen, vazi da je Ch(sup,, fn, m) = sup,, Ch(f,,m).

Horizontalna aditivnost Neka je data merljiva funkcija fic e @Jr,
tada se moze dobiti horizontalna aditivna dekompozicija na sledec¢i na-
éin:

0, akoje f(x) <.

- c + ; () =
f=(Nne)+ [T, gdeje [fl(z) {f(x)—c, ako f(z) > e

Za svaku horizontalnu aditivnu dekompoziciju Sokeov integral je aditi-
van Ch(f,m) = Ch(f A c,m)+ Ch(fF,m).

Teorema 1.2. [6] Ako je m o-aditivna mera, tada se Sokeov integral podu-

dara sa Lebegovim integralom:

C’h(f,m):/xfdm.

Takode vazi, ako je fazi mera m neprekidna odozdo, tada Sokeov inte-

gral funkcije f, moze biti predstavljen Lebegovim integralom iste funkcije u

prostoru mere (X, A, my), koji naravno zavisi od f.
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Teorema 1.3. [6] U prostoru fazi mere (X, A,m), gde je m neprekidna odo-
zdo, Sokeov integral bilo koje funkcije f se podudara sa Lebegovim integralom

na prostoru mere (X, As, my):

Ch(f,m) = /X fdmy,

gde je Ay o-algebra generisana sa Cy i my je o-aditivna mera na Ay, koja

predstavija prosirenje restrikcije fazi mere m sa Cy na Ay.

1.3.4 Sugenov integral

Pojam i osnovne osobine, Sugenovog integrala [49] je uveo japanski na-
uc¢nik Mihio Sugeno, 1972. godine. Razlika u odnosu na prethodno prikazani
Sokeov integral jeste u tome da se proizvod i zbir zamenjuju minimu-
mom i maksimumom [6l, 49].

Neka je (X,.A, m) prostor fazi mere, gde je m : A — [0, 1] i familija V(X)
je skup svih merljivih funkcija iz X u [0, 1].

Definicija 1.8. [49] Sugenov integral je f € V(X) u odnosu na fazi meru
m:A—[0,1] je:

Su(fom) = \/ (z Am(Cy(x))), (1.9)

z€[0,1]

dok se na diskretnom skupu definige na slede¢i nacin,

n

Su(fv m) = \/fa(i) /\m(ca(i)>; (110)

i=1

gde o predstavlja permutaciju skupa indeksa za koju vazi

0 S fg(l) S S fg(n) S 1, fg(o) = O, Co(i) = {$o(i),...,$g(n)}i
V = max, A = min.

Fundamentalne osobine Sugenovog integrala su prikazane u [6].
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Osnovne vrednosti Za svaku prostu funkciju vazi
Su(b(e,C),m) =cAm(C) , Vce[0,1], VC € A.

Jedini¢ni element za operaciju A na intervalu [0, 1] je 1. Sugenov inte-
gral karakteristi¢ne funkcije rekonstruiSe fazi meru Su(1.,m) = m(C),
VO € A.

A-homogenost Su(c A f,m) =cA Su(f,m), Ve e [0,1].
Monotonost [ < g = Su(f,m) < Su(g,m).

Komotona maksitivnost f ~ g = Su(f Vv g,m) = Su(f,m) Vv
Su(g, m).

Neprekidnost odozdo Ako je fazi mera m neprekidna odozdo, tada
je Sugenov integral neprekidan odozdo, odnosno za svaki monotono

neopadajuci niz { f, ey, vazi da je Su(sup,fn, m) = sup,Su(fn, m).

Horizontalna maksitivnost Datoj merljivoj funkeiji f € V(X) i
¢ €]0, 1], pridruzujemo horizontalnu maksitivnu dekompoziciju na sle-

deéi nacin:

f=ne)Vv S, gde je £ () = { 0, ako f(z) <e¢,

f(z), ako f(x)>c.

Za svaku horizontalnu maksitivhu dekompoziciju Sugenov integral je
maksitivan Su(f,m) = Su(f A c,m)V Su(f),m).

1.3.5 Silkretov integral

Niel Silkret je 1971. godine uveo Silkretov integral [48] u odnosu na mak-

sitivou meru. Razlika u odnosu na Sugenov integral (1.10)) je u tome $to se

kao operacija koristi proizvod umesto minimuma. Za pocetak sledi prikaz

maksitivne mere.
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Definicija 1.9. [48] Maksitivna mera je skupovna funkcija m : A — [0, 00|

koja zadovoljava sledeée osobine:

(i) m(2) =0,

(ii) za svaki niz Ay, Ay, ..., medusobno disjunktnih skupova iz A, vazi:

m (Ufil A;) = \/;’il m (A;).

Sledi pregled ovog integrala.

Definicija 1.10. [48] Silkretov integral merljive funkcije f : X — [0,00] u

odnosu na maksitivou meru m : A — [0, co| definisan je sa

Sh(f,m) = \/ (& -m(Cy(2)). (1.11)

>0

Ako je s prosta funkcija data sa (1.2)), tada vazi:

Sh(s,m) = \/ a; - m(A;). (1.12)

Ovaj tip integrala moze biti definisan i u odnosu na opstiju skupovnu

funkciju, tj. fazi meru, za vise detalja videti [13].

U nastavku su prikazane fundamentalne osobine Silkretovog integrala.

Osnovne vrednosti Za svaku prostu funkciju vazi
Sh(b(c,C),m)=c-m(C),Ve>0,VC € A.
Za Silkretov integral karakteristicne funkcije skupa C vazi da je
Sh(l.,,m) =m(C) ,VC € A.
Homogenost Sh(c- f,m)=c-Sh(f,m), Ve > 0.
Momnotonost f < g = Sh(f,m) < Sh(g,m).
Maksitivnost Sh(f V g,m) = Sh(f,m)V Sh(g, m).

Neprekidnost odozdo Silkretov integral u odnosu na maksitivnu me-
ru m je neprekidan odozdo, tj. za svaki monotono neopadajuéi niz mer-

ljivih funkcija {f, }nen, vazi da je Sh(sup, fn, m) = sup, Sh( fn, m).

16



1.3.6 Primena fazi integrala u teoriji odluc¢ivanja

U teoriji odlu¢ivanja relacija preferencije je bazirana na fazi integralima.

Neka je funkcionela T' definisana sa

T(f,m) = J(f,m),

gde J(f,m) moze da bude Sokeov, Sugenov, ili Silkretov integral funkcije
f X — R u odnosu na fazi meru m.
Relacija preferencije - (binarna relacija 7 je relacija slabog uredenja na

nepraznom kona¢nom skupu G) se definiSe na slede¢i naéin:
AZ B T(fa,m) =2 T(fp,m),

gde A,B € G, dok su fa 1 fp preslikavanja fa, fg : X — R (X je neprazan
konacan skup kriterijuma).

Da bi fazi integrale prikazali kroz primere, definisacemo pocetne uslove.

Pretpostavimo da imamo izbor 3 hotela za koji turisti treba da se odluce.
Te hotele treba da odaberu na osnovu tri svojstva:

e svojstvo 1 = tip usluge

e svojstvo 2 = udaljenost hotela od mora

e svojstvo 3 = broj zvezdica hotela
Svakom svojstvu dodeljujemo ocenu iz skupa {1,2,3,4,5}.

Odreduje se znacajnost svakog svojstva, kao i njihova medusobna inter-

akcija, primenjujuci fazi meru m definisanu sa:
(1) m({S51}) =m({S:2}) = 0.3, m({Ss}) = 0.2,

(2) m({S1,5}) = 0.5,
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(3) m({S1,S3}) = m({Ss,55}) = 0.9,
(4) m(X) = 1.
Rangiranje opcija (hotela) treba da bude utvrdeno na osnovu dodeljenih

ocena njihovim odredenim svojstvima.

Sledeé¢i primeri ilustruju primenu fazi integrala na diskretnom skupu u

teoriji odluc¢ivanja, na osnovu prethodno zadatog problema.

Primer 1.1.

Svojstvol(Sy) Svojstvo2(Ss) Svojstvo3(Ss)
Opcija(hotel)1 2 5 3
Opcija(hotel)2 3 3 5
Opcija(hotel)3 3 2 5

Za prvi hotel sledi da je 1o =0 < 21 =2 < 29 = 3 < x3 = 5, pa iz toga

imamo da je
° Cl = {t|f(t> > SIZ’l} = {51752, Sg} = m(C’l) =1
[ ] CQ == {t|f<t> Z JZQ} = {SQ, 83} = m(C'g) = 09

Na osnovu skupa kriterijuma (svojstava hotela) i definisanih vrednosti

fazi mere (znacajnost svojstava), odreduje se Sokeov integral:
Ch(fi,m)=(2—-0)-1+(3-2)-09+ (5—3)-0.3 =3.5.

Vrednosti za ostale opcije (hotele) iznose Ch(fy, m) = 3.4, Ch(f3,m) = 3.3.
Ukoliko se preferencija modelira Sokeovim integralom, moze da se zakljuci

da opcija 1, odnosno prvi hotel je najpozeljnija alternativa turisti.

Da bi primenili Sugenov integral, ocene svojstava hotela treba svesti na
interval [0, 1].
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Primer 1.2.

Svojstvol(Sy) Swvojstvo2(Sy) Svojstvo3(Ss)
Opcija(hotel)l 0.5 0.9 0.8
Opcija(hotel)2 0.8 0.8 0.9
Opcija(hotel)3 0.8 0.5 0.9

Primenjujuéi Sugenov integral za opciju 1 se dobija:
Su(f1,m) = max (min (0.5, 1), min (0.9,0.9), min (0.8,0.3)) = 0.9,

dok vrednosti za ostale opcije(hotele) iznose, Su( fa, m) = 0.8, Su(f3, m) = 0.8.
Na osnovu dobijenih vrednosti Sugenovog integrala, moze da se zakljuci, da

je opcija 1, odnosno prvi hotel, najpozeljnija opcija turisti.

Ulazne vrednosti, odnosno skup kriterijuma koje su se koristile u sluc¢aju
Sugenovog integrala ¢e se koristiti i za Silkretov integral. Pored toga, bice

upotrebljena ista fazi mera kao u slucaju Sokeovog integrala.

Primer 1.3. Za prvi hotel dobijamo:
Sh(fi,m) =max(0.5-1,0.9-0.9,0.8-0.3) = 0.81,

dok vrednosti za ostale opcije(hotele) iznose, Sh( fo, m) = 0.8, Sh(f5,m) = 0.8.
Ukoliko se preferencija modelira na osnovu dobijenih vrednosti Silkretovog

integrala, dolazi se do istog zakljucka, kao i u prethodnom primeru.

1.4 Pseudo-operacije

U prethodnim poglavljima prikazan je Sokeov integral koji je zasnovan
na operacijama sabiranja + i mnozenja - na intervalu [0, +00], Sugenov in-
tegral na operacijama V i A na intervalu [0, 1], dok je Silkretov zasnovan na
operacijama V i - na intervalu [0, +o0]. U cilju da se nade zajednicki okvir

ova tri integrala integrala uvodi se pseudo-sabiranje & i pseudo-mnozenje ©
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na zatvorenom intervalu [a, b] C [—00, c0].

Neka je < totalni poredak na [a, b].

Definicija 1.11. [55] Pseudo-sabiranje je funkcija & : [a,b]*> — [a,b] koja je
neopadajuca u odnosu na totalni poredak < na intervalu [a, b], komutativna,

asocijativna, sa neutralnim elementom O.

Definicija 1.12. [55] Pseudo-mnoZenje je funkcija ® : [a,b]* — [a, ] koja
je pozitivno neopadajué¢a u odnosu na totalni poredak =< na intervalu [a, b],
odnosno x®z X y®z, zasve z,y € [a,b], gde je x < y iz > 0, komutativna,

asocijativna sa neutralnim elementom 1 € [a, b], gde vazi x©1 = x, x € [a, b].

Napomena: Uredena trojka ([a,b], ®,®) je poluprsten. Vazi standardno
pravilo o redosledu operacija, odnosno x®z®y©z akko (z®z)@(y®z). Neka
je pseudo-mnozenje ® distributivno u odnosu na pseudo-sabiranje @, tada
slediz® (y@®z) = (xOy) @ (x ® z). Algebarska svojstva neaditvnih integrala
odgovaraju svojstvima operacija @ i © (videti [4] Bl 18] 25] B30, b0, 66]).

Neka je data metrika d na intervalu [a, b] uz slede¢i uslov:

lim d(z,,z) =0.

n—r00
Vaze sledece osobine:

(C1) dlz &y, 2" &y) <d(z,2) +d(y,y) ,

(C2) diz @y, ®y) < max{d(z,'),d(y,y)} ,

(C3) nhj& d(Tp,yn) =0 = nlgg@ d(z, @ 2,y, @2) =0,

(C4) 7 < 2 <y = dz,y) = sup {d(y, 2), d(, 2)} .

U ovom radu posmatramo pseudo-operacije koje su neprekidne, sem even-
tualno u nekim grani¢nim slu¢ajevima, odnosno tackama (0,a),(a,0), ili

(0,0),(b,0). Za navedene pseudo-operacije razmatramo tri slu¢aja. Za vise
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detalja pogledati [35].
Slucaj I, g — poluprsten

Neka je data funkcija ¢g : [a,b] — [0, 00] koja je bijekcija. Operacije su
definisane na slede¢i na¢in z Dy =g (g(x) + g(y)) iz Oy =g ' (g9(x)g(y))
uz uslove g71(0)=01i¢7 (1) = 1.

Ako razmotrimo strogo rastuée generatore, tada je a = 0 i vazi uobicajeni
poredak na intervalu [a,b], odnosno imamo da je x <y < g(x) < g(y).

U sluc¢aju generatora koji su strogo opadajuéi, imamo da je a = 0 i vazi

obrnuti poredak od uobi¢ajenog, odnosno z < y < g(z) < g(y).
Slucaj I1,,: Idempotentno @ i neidempotentno ©

x @y =sup (z,y), ® je proizvoljno neidempotentno pseudo-mnozenje na
intervalu [a, b, gde vazi totalni poredak, ako je z <X y < sup (z,y) = v.
Takode imamo da je a = 01 g~'(1) = 1. Pseudo mnoZenje je generisano sa

rastu¢om bijekcijom g : [a, b] — [0, oc], tako da vazi z Oy = g~ ! (g(x) -g(y)).
Slucaj I11,,: Idempotentno @ i idempotentno ©®

r®y =sup(z,y), z@y = inf (x,y) na intervalu [a,b], gde jea =0,b=1

i vazi uobic¢ajeni poredak.

1.4.1 o0 — ®-mera

Definicija 1.13. [55] Neka je (X, .A) merljiv prostor, A je o-algebra podsku-
pova od X. Skupovna funkcija m : A — [a, b] je 0 — B —mera ako zadovoljava

sledeée uslove:
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(i) m(@) =0,

(i) m (U;2, Ai) = @2, m(A;) za svaki niz (A;);en disjuktnih skupova iz
A .

Klasa merljivih funkcija Sy, kao 1 M,,, klasa svih 0 — @—mera m ima

drugacije znacenje u zavisnosti od tipa poluprstena.

Slucaj I,,: g-poluprsten

Sa S,, ¢emo oznaciti klasu svih merljivih funkcija f : X — [a,b], takvih
da je f(z) < M < b (ili u sluc¢aju neopadajuéih generatora f(xz) > M > a)
za sve x € X ineko M € [a,b) (ili M € (a,b] resp.).

Sa M, ¢emo oznaciti klasu svih 0 —@—mera m : A — [a, b] na merljivom

prostoru (X, .A) sa svojstvom m(X) < b (ili m(X) > a resp.).

Slucaj I1p,: Idempotentno @& i neidempotentno ©

Sa Sp, ¢emo oznaditi klasu svih merljivih funkcija f : X — [a,b], takvih
daje f(z) < M <bzasvex € X ineko M € [a,b).

Sa M, ¢emo oznaciti klasu svih 0 —@—mera m : A — [a, b] na merljivom
prostoru (X, A).

Slucaj I11,,: Idempotentno @ i idempotentno ©®

Sa S, ¢emo oznaciti klasu svih merljivih funkcija f: X — [a, b].

Sa M, ¢emo oznaciti klasu svih 0 —@—mera m : A — [a, b] na merljivom
prostoru (X, A).

1.5 Pseudo-integral

Neka je dat poluprsten ([a,b],®,®). Predstavljamo definiciju pseudo-
integrala funkcije na nepraznom skupu X i njegove osobine ([42], [54], [55],
561, [59]).
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Pseudo-karakteristi¢na funkcija na skupu A; C X, i =1,...,k se definise

( ) 0 y X ¢ Aia
A\T) =
XAs 1 , T € Az

na slededéi nadin:

Jednostavna (prosta) funkcija je preslikavanje e : X — [a, b] koje se de-
finige na slede¢i nac¢in e = @ai ® Xai, 78 a; € |a,b], gde su A; € A parovi

i=1
disjuktnih skupova, ako je & neidempotentno.

Definicija 1.14. [55] Neka je data 0 — @—mera m € M,,.

(i) Pseudo-integral jednostavne funkcije e : X — [a, b] se definiSe na sledeci

nadin:

fa) n
/ e@dm:@aiQXAi. (1.13)

X i=1
(ii) Pseudo-integral funkcije f € S, se definise na sledeé¢i nacin:

en(T) © dm, (1.14)

52
n—oo Jy

@
/ f®dm = lim
X

gde je (e,)nen niz jednostavnih funkcija takav da d(e,(x), f(z)) uni-

formno konvergira ka 0 kad n — oo.

Ako su operacije generisane sa monotonom i neprekidnom funkcijom

g @ [a,b] — [0,00] (slu¢aj I,,), tada se pseudo-integral funkcije f € S,

[ sodn=g( [ @o natgem).

gde je integral na desnoj strani Lebegov integral. Kada je X = [a,b],

moze izraziti kao:

A= B(X)im = g*'opu gde je u Lebegova mera na [a,b], tada koristi-
mo slede¢u oznaku:

D D
dr = dm.
f(2)de /Xf®m

[a,b]
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Ovaj pseudo-integral je poznat i kao g-integral, a za vise detalja videti [42].

U slu¢ajevima I1,, i I11,,, kada poluprsten ([a,b],sup,®) i funkcija

¢ : X — [a,b] definiSe o — sup —meru m na sledeéi nacin m (A) = sup¢ (z),
€A

tada pseudo-integral funkcije f € S,, moze se prikazati na sledec¢i naéin:

zeX

/X@f@dm—supw(x)@wx».

Ako posmatramo poluprsten ([0, b], @, ®) i pretpostavimo da je X = {z1,...,x,},
tada distributivnost ® nad @ na [0, b] implicira

@ n
/f@dmZ@fi@m({:ci}), za fi=f(z), i=1,...,n.
X =1

Dokazano je u [42] da pseudo-integral ima osobine monotonosti, @-aditivnosti

1 ®-homogenosti, pa imamo da za f, g € S, i m € M, vaze sledece osobine:

0 [ Gegodn=[ foine [ godn,

X X

(i1) /X@(CQf)@dm:c(D/X@demzasvece[a,b],

@ @
(iii) akojefjgtadaje/ f@dmj/ goOdm .
X

X

Slede¢e dve teoreme o monotnoj konvergenciji dokazane su u [52]. Prvo

¢e biti prikazana teorema za slucaj I,,.

Teorema 1.4. [52] Neka je generator g : [a,b] — [0,00] strogo monoto-
na i neprekidna funkcija. Za dati merljivi prostor (X, A), neka su funkcije
fn € Spo za svako n € N, takve da je fi(z) = fa(x) < ... <X ful(x), za svako
r e X i nh—>nc>10 fn(x) = f(z), za svako x € X. Tada za svaku o — ®—meru

m € M,, vaZi:
®

@
lim andm:/ f©dm.
X

n—oo X
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Sledi teorema o monotonoj konvergenciji za slucajeve I1,, i 111,, polu-

prstena.

Teorema 1.5. [52] Neka je ([a,b], sup, ®) poluprsten sluéajeva I1,, i I11,,.
Za merljivi prostor (X, A), neka su funkcije f, € Spo, n € N takve da je
niz funkcija fi(z) 2 fo(z) 2 ... 2 fulz),z € X znh_glofn(x) = f(z),z € X.
Tada za svaku fazi meru m € My, vazi:

® @
lim fn®dm:/ fodm.
X

n—oo X

1.6 Simetri¢ne pseudo-operacije

Neka je [-F,F],F € R zatvoren, simetrican interval. Vazi da je
([-F, F], <) totalno ureden skup sa uobi¢ajenim poretkom. Slede definici-

je 1 osobine simetri¢nih pseudo-operacija, a koje su prikazane u [54, 56].
Definicija 1.15. [54] Simetri¢no pseudo-sabiranje je funkcija
©:[-F F)?— [-FF
koja zadovoljava slede¢e osobine:
(i) x@y=yPxzasve x,y € [—F, F],
(i) (x@y)Dz=ax® (y D z) zasve x,y,z € [0, F],
(7ii) ako je x <y, tadax @z <ydz zasve z € [—F, F|,
(iv) ©®0 =z zasve x € [—F, F],
(v) —(z@y) = (-2) & (—y) zasve (v,y) € [-F, FP\{(=F,F), (F,-F)}.
Definicija 1.16. [54] Simetri¢no pseudo-mnozenje je funkcija
®:[-F,F)* = [-F,F)
koja zadovoljava slede¢e osobine:
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(i) xt®y=y©xzasvex,y € [—F, F|,
(ii) (xOY)©z=206(y©®=2) zasve z,y,z € [—F, F|,
(1ii) akojex <yiz>0,tadax®z<yo z,
(iv) postoji e € (0, F] takvo da je x ©@ e = x za sve x € [—F, F],
(v) Oy =(—2)®(—y) zasve x,y € [—F, F].

Zahteva se da odgovarajuce simetricno pseudo-mnozenje bude distribu-
tivno u odnosu na simetri¢no pseudo-sabiranje na [0, ], odnosno da za sve

z,y,z € [0, F| vazi:
rO(yo2)=(0y) OO 2),
uz uslov 00z = 0, za sve z € [—F, F|, kao i distributivnost ® nad @ na [0, F].

Pseudo-operacije, simetricni maksimum @& = @ i simetri¢éni minimum
O=0, @,0 :[-F,F* = [-F, F], definisane su sa

rQy = sgn(z+y)(|zVIy), (1.15)

rOy = sgu(z-y)(jz[ Alyl), (1.16)

uz konvenciju sign(—F + F') = 0 i sign(F# - 0) = 0, za F' = oo.

Simetriéni maksimum @ zadovoljava svojstvo definicije [L.I5[v) za sve
(r,y) € [-F, F]*ivazidajez @ (—x) = (—z) @z =0, za sve x € [—F, F].
Oc¢igledno na [0, F]sledi @ =V i ®=A.

Usvaja se sledece pravilo. Za proizvoljan skup I elemenata iz [—F, F],
simetri¢ni maksimum je:

Q 2z, =sup z; QD info Z;. (1.17)

x;€l ;>0 Z;<
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Dalja proucavanja ¢e se usmeriti na sledec¢a tri slucaja, za viSe detalja
videti [54].
Slucaj I

D=d,, 0=0, (1.18)

Neka je funkcija g : [—F, F] — [—00, 00|, g(F) = 0o, neparna, strogo rastu-
¢a i neprekidna. Simetri¢ne pseudo-operacije @, ® : [=F, F]* — [-F, F] su

definisane sa

zdy = g '(9(x)+9v)), (1.19)

uz konvenciju oo — 0o = o0 i

rOy =g "(9(x)g(y)), (1.20)

uz uslov 0 - co = 0. U ovom sluc¢aju, struktura (| — F, F[,®,®) je polje, gde

neutralni elemenat za @ je e = g~ 1(1). Posto su g i ¢!

neparne funkcije
i g(0) =0, za svako x € [—F,F] vazi x @ (6x) = (&x) @z = 0, gde je
oz € [-F,F|ior =g !(—g(r)) = —z. Funkcija g se naziva generatorska
funkcija, ili generator za @ i @ (aditivni generator za @ i multiplikativni

generator za ©).

Sluéaj II
P=0,0=0, (1.21)

Operacije @, © : [ F, F|*> — [ F, F] su definisane na slede¢i nacin: pseudo-
sabiranje je simetricni maksimum @ = @ definisan sa (1.15)), a pseudo-
mnozenje ©, je isto kao i u slucaju (1.20]), gde je g neparna, strogo rastuca

i neprekidna funkcija. @ je distributivno u odnosu na @ (vidi [37]).
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Slucaj ITI
O=0,0=0 (1.22)
Pseudo-sabiranje je simetri¢ni maksimum @ = @ definisan sa (1.15)), a

pseudo-mnozenje ® je simetri¢ni minimum ® = @® definisan sa (|1.16)).

U slucaju I i sluc¢aju II distributivnost pseudo-mnozenja ® nad pseudo-
sabiranjem @ vazi na intervalu | — F, F[ (u sluc¢aju II, ako je F' = e tada vazi
na intervalu [—F, F']), dok u slu¢aju III vazi jedino na [0, F] (ili [-F0]). Za
vise detalja videti [14] [16], 37, [56].

Primetimo da je interval [0, F'] sa pseudo-mnoZenjem © i pseudo-sabiranjem
@ poluprsten koji se oznacava sa ([0, F|,®, ®) (videti |26, [42]).

U slede¢em primeru bice ilustrovan par simetri¢nih pseudo-operacija za
slu¢aj I (simetri¢no g-sabiranje i simetri¢no g-mnozenje).

Primer 1.4. (i) Simetri¢no pseudo-sabiranje & i odgovarajuce simetri¢no

pseudo-mnozenje ® su definisani sa generatorskom funkcijom g(z) = x%,

zr € (—00,00), g(co) = —g(—00) = 00, za neparan ceo broj p. Imamo

da je za sve z,y € [—00, 00
1 1\P
@Y= (w+y1’) :
TOYy =Y,

uz konvenciju co — oo = 00, 0 - 0o = 0. Neutralni elemenat za © je

e=1.

(ii) Neka su dati simetri¢no pseudo-sabiranje @ i odgovarajuée simetri¢no
pseudo-mnozenje ©, generisani sa g¢(z) = sgn(z)Iln(l + |z]),
r € (—o0,00), uz konvenciju g(oo) = —g(—o0) = oo. Za sve

x,y € [—o0,00] imamo da je:
r+y+sgn(x) -x-y, sgn(z-y) >0,
rTDy= oty
(IR sg(z - y) <0,
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z®y =sgn(z - y) (exp(In(L+ 2} (1 + Jy))) — 1),

uz konvenciju 0o — 0o = 00, 0-00 =0, In(1 + 00) = o0 i exp(o0) = .
Ovako definisano pseudo-sabiranje je prikazano na slici a pseudo-
mnoZenje na slici [1.2] Neutralni elemenat za ® je e = exp(1) — 1.

\\\\\\\\\\\\

N
IS
3
N

Slika 1.1 Slika 1.2

Simetri¢no pseudo-mnozenje koje je distributivno nad simetri¢nim mak-

simumom (slu¢aj II) je ilustrovano u narednom primeru.

Primer 1.5. (i) Simetritno pseudo-sabiranje je simetri¢ni maksimum
@ = @ na intervalu [—1,1] i odgovarajuce pseudo-mnoZenje ©® = -
je klasi¢no mnoZenje, definisano na intervalu [—1,1] sa (L.20)), gde je
generatorska funkcija data sa g(z) = z. Neutralni elemenat za © je
e=F=1

(ii) Simetri¢no pseudo-sabiranje je simetri¢ni-maksimum @ = @ (slika[L.3)
definisan na intervalu [—o0, 0o]. Odgovarajuce pseudo-mnozenje © (sli-

ka[l.4), za sve z,y € [—00, 00| je definisan sa (1.20)), gde je g multipli-
kativni generator dat sa:

g(x) = Z2arctgw,
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g(00) = —g(—o0) = 1. Neutralni elemenat za © je e = F' = 00. Za sve

_

T,y € [—00,00], gde je tg(5) = oo i arctg(oo) = 7, vazi:

S

Slika 1.3 Slika 1.4

Slede¢a lema razmatra posebne slucajeve pseudo-operacija na intervalu

[—F, F], a prikazana je kao originalan rezultat u [62].

Lema 1.6. (i) Neka je @ simetricno pseudo-sabirange. Tada za sve x; €
[—F, F| (u slucaju I za sve z; € [—F, F]) vaZi

n

@(—xl) =— @ ;.

i=1

(ii) Neka je © simetriéno pseudo-mnoZenje. Tada za sve x,y € [—F, F],
vaZix @ (—y) = —(x @ y).
Dokaz. (i) Neka je @ = @,. Posto je ® asocijativno, a g 1 g~' su neparne, za
sve z; € [—F, F] imamo
@(—xz’) =g (Z 9(—%‘)) =g (Z 9(%‘)) =- @xz
i=1 i=1 i=1 i=1
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Neka je @ = @. Koristeéi (1.17) i svojstvo (v) od @, za sve x; € [—F, F]|
imamo

@(—xz) = sup (—;) Q@ inf (—x;) = (— inf z;) Q(—sup z;) = — @ ;.

i=1 —2;>0 —x;<0 ;<0 ;>0

(ii) Neka je ® simetri¢no pseudo-mnozenje i z,y € [—F, F]. Na osnovu svoj-

stava (i7), (iv) 1 (v) od ©® vazi sledece

—(z0y) = (-(z0y)Oe=(z0y) O (—e)
= 10@yo(-e)=20((-y)0e) =20 (~y).

1.6.1 @&-mera

Neka je X = {1, s,...,2,} neprazan konacan skup, A je o—algebra

podskupova od X i & je dato pseudo-sabiranje.

Definicija 1.17. [54] Skupovna funkcija m : A — [0, F] ([=F, F] resp.) se

zove @-mera (realna G-mera), ako ima sledeca svojstva:
e m(@)=0

e m (Ui, Ai) = P, m(A;) za svaki skup Ay, Ao, ..., A, iz A, gde vazi
AZﬂAJ = J, za sve AZ',AJ‘ S A7 1 7éj,

Definicija 1.18. [54]
(i) Za fazi bi-meru m kazemo da je ®-dekompozabilna ako je
m(A, B) = m(El, Fl) EB m(EQ, FQ),

za sve (A,B) € Q(X) i (Ey, Fy), (Fy, Fy) € Q(X) takve da vazi
E1UE2:A, ElmEQZQ,iFlLJFQ:B, FlmFQZQ
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(ii) Za fazi bi-meru m kazemo da je &-CPT tipa ako postoje dve fazi mere

mq 1 Mg sa svojstvom:
m(A, B) = mi(A) @ (—my(B)) za sve (A, B) € 9(X).
Sledec¢e tvrdenje razmatra kada fazi bi-mera m je ®-CPT tipa.

Tvrdenje 1.7. [5])] Ako je fazi bi-mera m : Q(X) — [—F, F| &-dekompozabilna,

tada fazi bi-mera m je ®-CPT tipa sa &-merama mq 1 my definisanim sa:
mi(E)=m(E, &) i myo(F)=-m(2,FE), (1.23)
za sve E C X.

Suprotan smer za tvrdenje vazi u slucaju I, medutim u slucajevima
IT i III ne vazi, odnosno ako je fazi bi-mera m ©@-CPT tipa, dok my i mg su
V-mere, m ne mora da bude @-dekompozabilna (videti, primer 10 u [54]). Ako
je m @-CPT tipa, gde sum; i my, V-mere, takve da my ({z;}) # mo({2,}), za
svako i # 7, tada m je @-dekompozabilno. Medutim, to nije dovoljan uslov
za ©-dekompozabilnost od m. Odredivanje potrebnog i dovoljnog uslova da

fazi bi-mera bude @-dekompozabilna u oostavljeno je kao otvoren problem
(videti [53]).
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Glava 2
Bipolarni integrali

U ovoj glavi, kao $to i sam naslov ukazuje, prikazane su definicije i najzna-
¢ajnija svojstva bipolarnih integrala, kao Sto su diskretni bipolarni pseudo-
integral, bipolarni Sokeov7 bipolarni Silkretov i bipolarni Sugenov integral,
a koji su uvedeni i detaljno izuc¢avani u [14] 15, 20, 21, [42] 54, 56, £8]. U
radu [22] Greco i Rindone su predstavili fazi bi-mere i dali su karakterizaciju

bipolarnih fazi integrala.

Takode, u okviru ove glave je predstavljen nov bipolarni pan integral, a
Sto predstavlja originalne rezultate prikazane u [59)]. Pored toga ilustrovane
su neke od njegovih osobina. Pozabavié¢emo se i poredenjem tog integrala sa

drugim bipolarnim integralima.

2.1 Diskretni bipolarni pseudo-integral

Neka je dat poluprsten ([0, F], @, ®). Posmatrajmo pseudo-integral (1.14)
nad skupom X = {zi,...,z,}. Diskretni bipolarni pseudo-integral funkcije
f: X — [=F, F] je definisan kao razlika dva pseudo-integrala sa vrednostima

u intervalu [0, F.
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Posmatrajmo funkciju f : X — [—F, F] i fazi bi-meru m : Q(X) — [—F, F/.
U nastavku rada klasu koja sadrzi sve funkcije f : X — [—F, F'] oznadena je
sa S, pretpostavljajuéi da u sluc¢aju I Ran(f) C]—F, F[, dok je sa B oznaena

klasa svih pseudo-karakteristi¢nih funkcija iz S i njihovih simetri¢nih parova:
B = BtuB UB’
= {u€S|BFFACXIU{—xa€S|9#ACX}U{xa}

Klasa svih @-dekompozabilnih fazi bi-mera m : Q(X) — [—F, F] ¢e biti
oznac¢ena sa M, pretpostavljaju¢i da Ran(m) C|] — F, F.

Za funkciju f € §, koristice se sledeée oznake
X0 ={z; € X|f(x;) =0}, supp(f)=XTUX =X\X"

Dalje,
X =XxtuX®iXxX%=Xx" uUx’

Neka je m fazi bi-mera. Za f € S, skupovne funkcije
P+, fip+ : P(X) — [—F, F| date su sa:

pi+(A) = mANX™ ANnX"). (2.1)
fip+(A) = mANXT, AnX?). (2.2)

Sledece tvrdenje je dokazano u [54].

Tvrdenje 2.1. [54] Ako m € M, tada ps+ : P(X) — [—F, F] definisana sa
je realna ®-mera, za svako f € S.

Funkcija f € S moze da se prikaze na sledeé¢i nacin:

[ = (@ firo X{xi}ﬂX“J) ® ( -Pro X{:pi}ﬂX*>
=1 =1
= @ |fz| © <X{xi}mX+0 S (_X{xi}mX—)>7
=1
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gdeje fir = fivOoifi =(=f)V0,i=1,....n

Pojam diskretnog bipolarnog pseudo-integrala je uveden u [54].

Definicija 2.1. [54] Neka je dato m € M, a neka su m; i my date ®-mere
definisane sa (1.23)). Bipolarni pseudo-integral funkcije f € S baziran na fazi

bi-meri m je definisan sa

/f@dm /f+®dm1 /f @dm2 (2.3)

Sa druge strane, diskretni bipolarni pseudo-integral moze biti predstavljen

pomocu realne @-mere fiy+. Naime, vaZze sledeca tvrdenja koja su dokazana
u [54].

Tvrdenje 2.2. [5]] Bipolarni pseudo-integral funkcije f € S baziran na fazi

bi-meri m € M moZe biti zapisan u sledecoj formi

[ o dm=@Blsi o ().

Napomena 2.1. Ocigledno, ako imamo da je psp+(A) = fip+(A) za sve
A C supp(f), tada jednakost iz prethodne teoreme vazi.

Pokazano je u [54] da diskretni bipolarni pseudo-integral poseduje sledec¢a

svojstva.

Tvrdenje 2.3. [5)|] Bipolarni pseudo-integral funkcije f € S u odnosu na

fazi bi-meru m € M ima sledece osobine:

(1) monotonost: za sve m € M i za sve f, h € S, vazi

@
/ /h@dm
X



(i) monotonost u odnosu na fazi bi-meru m: za sve m,m € M i za sve

D D
~@/f@dms/fcadﬁa;
X X

(iii) osnovna vrednost: za sve m € M i za sve pseudo-karakteristicne funk-

fes, imamo da je

cije xa € S, gde je A C X, kao i za svako ¢ € [—F, F|, vaZi

’ cOmi(A), ¢>0
JEEErT
X

c® m2<A), c < 0.

(iv) pozitivna ®-homogenost: u slucaju I i u sluéaju II, za sve m € M, kao

i za sve f €S, gde za svako c € (0, F|, vaZi da je
®
/c@f @dm-c@/f@dm
X

(v) asimetricnost: za sve m € M i za sve f € S, imamo da je

(&) (S5] )
X/(—f)@drn:—x/f@dm,

gde je m(A, B) = —m(B, A), za sve (A, B) € Q(X) im € M.
Sledeca lema predstavlja originalni nau¢ni rezultat publikovan u [62].

Lema 2.4. Neka je data funkcijo f € S, m € M. Neka su pip+ i fip+ skupov-
ne funkcije definisisane sa 7 na P(X). Ako je
m(A, B) = —m(B, A), za sve (A, B) € Q(X), tada vazi:

(i) m € M;
(it) za sve E € P(X), takve da E C supp([), vaZi ps+(E) = —fi_p+(E).
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(iit) za sve E € P(X), vazi ps+ (E) = —ﬁ(_f)+(E) i fipr (E) = —fi—p+ (E).
Dokaz. (i) Neka m € M i m : Q(X) — [—F,F]. Definisimo sa
m(A, B) = —m(B, A), za sve (A, B) € Q(X). Na osnovu tvrdenja 72
fazi @-mere my, my : P(X) — [0, F| date sa (1.23) vazi:
m(A,B) = —-m(B,A)

= —(mi(B) ® (=m2(A))

= my(A) ® (=mu(B)).
Posto je my (@) = mo(2) = 0, a my i mg su monotono neopadajuce skupovne
funkcije, po definiciji [1.5 sledi da je m fazi bi-mera.

Treba pokazati da m je @-dekompozabilna. Neka je (A, B) € Q(X). Za
sve <E17F1)7 (EQ,FQ) € Q(X), takve da je E1 U E2 = A, El N EQ =i
FyUF, =B, FiNF, =3, obzirom da je m &-dekompozabilna vazi:

m(A,B) = —m(B,A)
= —(l’l’l(Fl, El) D m(FQ, Eg))
= m(Ey, F1) @ m(Ey, Fy).

Iz toga sledi da je m @®-dekompozabilna, kao i da m € M.

(ii) Za funkciju f € Siza E € P(X), gde je E C supp(f), vazi sledece
EnX;® = En{z; e X|f(x;) >0}
= En(X\{z e X| - f(z;) > 0})
— EnX-,
Neka je ENX; = EN Xf]?. Oznadimo sa X;[O = X*° Sada na osnovu
(2.1) za E C supp(f) vazi sledece

pp(B)=m(ENXT ENX")=-m(ENX",ENX") = —j_;+(E).
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(iii) Zaklju¢ak sledi na osnovu definicija skupovnih funkcija datih sa (2.1
i (£9). .

Koznacne funkcije (eng. co-signed) se uvode u cilju dokazivanja karakte-

rizacije teoreme za bipolarni pseudo-integral koja je prikazana u [54].

Definicija 2.2. [54] Funkcije f, h € S se nazivaju kozna¢nim funkcijama
ako je f(x)-h(zx) >0zasve z € X.

Oznacimo sa
supp(BPS) = {f €S| /f ©® dm # 0} i BPS° =S8\ supp(BPS).

Tvrdenje 2.5. [5/] Neka su @ = @ i © = O (ili © = ®) par simetricnih
pseudo-operacija. Za svako m, kao i za sve koznacne funkcije f, h € S, gde
vazi f @® h € supp(BPS) ili f, h € BPS°, bipolarni pseudo-integral funkcije

f €8 uodnosu na fazi bi-meru m € M ima sledece svojstvo:

@ @
/f@h@dm /f@dm@/h@dm
X X

Predstavi¢éemo kroz slede¢u definiciju funkcionelu I, koja je neophodna

za dokazivanje naredne teoreme prikazane u [54].
Definicija 2.3. [54] Neka je I: S — [—F, F']. Funkcionela I je

(i) monotona na B: ako za sve x4, xg € S, takvi daje A C B C X, vazi

sledeée
I(xa) <I(xp) i I(—xa)>I(—xsB);

(ii) pozitivho ®-homogeno na B: ako za sve x4 € S, A C X, kao i za sve
c € [0, F), vazi da je

[lcoOxa)=cOI(xa) i I(cO(-xa))=cOIl(-xa);
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(iii) kozna¢no @-aditivna: ako za sve kozna¢ne funkcije f, h € S, sledi da
je
L(foh)=1(f)®eL(h); (2.4)

(iv) @-deljivana B: ako za sve x4, —xB € S, takve da je ANB = &, kaoiza
SVe Xy, —XF, XE.» —Xk € Stakvedaje FyUE, =A EiNEy, =0
iF1UF2:B, FlﬂFQZQ, vazi

I(xa® (=x8)) =0 = I(xg @ (—xr)) = —1xe, & (=xr))-
Naredna teorema se odnosi na diskretni bipolarni pseudo-integral za slu-

éaj 1 (L19).

Teorema 2.6. [54] Neka su @ = @, i © = ©, par simetricnih pseudo-
operacija. Neka je dato I : S — [—F, F|. Funkcionela I je monotona na B,
pozitivno ®O-homogena na B i koznacno @-aditivna ako 1 samo ako postoji
m € M takvo da je

®
I(f)=[ f®dm, feS.
/

Za slucajeve II (1.21)) i IIT (1.22)), vazi sli¢na teorema. Ozna¢imo sa
supp(I) ={ f € S |I(f) #0} 1 I"=S8\ supp(I).

Teorema 2.7. [5/|] Neka su @ = @ i © = ©, (ili © = ®) par simetricnih
pseudo-operacija. Neka je1: S — [—F, F|. Funkcionela I je monotona na B,
pozitivno ®-homogena na B, ©-deljiva na B , koznacno ®-aditivna 20
sve koznacne funkcije f, h € S takve da je f ® h € supp(1) ili f, h € 1I° ako

i samo ako postoji m € M, takvo da za sve f € S, vaZi sledece

I(f)=/@f@ dm.

39



U slede¢em tvrdenju, dokazana je asimetri¢nost bipolarnog pseudo-integrala,

Sto predstavlja originalne rezultate publikovane u [62].

Tvrdenje 2.8. Ako jem € M i m(A, B) = —m(B, A), za (A, B) € Q(X),

tada za sve f € S imamo

® =
/(—f)@dm:—/dem.
X X
Dokaz. Neka je m € M. Defini§imo m(A,B) = —m(B,A), za sve

(A, B) € Q(X). Po lemi 2.4]i) imamo m € M. Asimetri¢nost bipolarnog

pseudo-integrala sledi iz tvrdenja leme [2.4](ii)) 1 leme posto za sve
f € S imamo

(&)
/f®dm= D 1 one ()

i: z;Esupp(f)

= D |-fleaep ()

iz €supp(—f)

= - P I-floicn {a})

i:z;Esupp(—f)
D

_ —/(—f)@ i,
i L]

Sledi definicija pseudo-razlike &, koja je neophodna za dokazivanje na-

rednog tvrdenja.
Definicija 2.4. Za sve (z,y) € [—F, F *\{(F, F), (—F, —F)} pseudo-razlika
o je:
r0y=2®(-y) =g '(9(z) - 9(y))-
U slede¢em tvrdenju bi¢e prezentovan bipolarni pseudo-integral u slucaju

I (1.18), uz koris¢enje pseudo-razlike, a $to predstavlja originalne rezultate
publikovane u [62].
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Tvrdenje 2.9. Bipolarni pseudo-integral funkcije f : X —] — F, F[ bazirani
na ®-dekompozabilnoj fazi bi-meri m : Q(X) —| — F, F[ u slucaju T

moZe biti prikazan na sledeéi nacin:

@ n
[rodm = @ (ool © foonl) @ (4)
4 i=1
= EB | foiy| © <Nf+(Az‘) @/if+(Ai+1)>7
i=1
gde 0 = (0(1),...,0(n)) oznacava permutaciju skupa indeksa, A; su skupovi

Ai = {mo(i), ce ,l’o(n)}, 201 2 2, Al = X, An+1 :® ) fg(g) =0.

Dokaz. Posto je m @-dekompozabilna fazi bi-mera, prema tvrdenju [2.1] ima-
mo da je py+ realna @-mera, pa je g o puy+ klasiCna mera. Za permutaciju

skupa indeksa o, posto je @ asocijativno, po tvrdenju [2.2] imamo

/f@dm = @Il o up G

= @ | fotn] © mp ({20 })
= g (Z g(|fo(i)‘) (g(pp+ (Ai)) — g(pp+ (Ai+1)))>

= 9_1 (Z(Q (}fa(i)’) ) (|f0(i—1)‘)) 'Q(Mf+ (Az>)>

=1
n

- @ (‘fo(l)‘ © |fa(i—1)’) © Mg+ (Az)
=1
- @ o] © (Mﬁ(Ai) o /.Lf+(Ai+1)>’
=1
gde je A; = {xg(i), e ,:Ija(n)}, zai>2, A =X, A1 =D i fr0 =0. u

Za proizvoljne tri permutacije indeksa, prethodni rezultati ¢e biti prika-

zani kroz naredni primer.

41



Primer 2.1. Neka je dato X = {z1, x5, 23} i funkcija f koja je definisana na
sledec¢i nacin f (z1) = 0.1, f (22) = —0.3, f(23) = 0.5. Funkcija g (v) = 3,
za © € [—00,00| je generator za @ = P,, O = O, Definisimo operacije

r®y=x+y, x0y =% zax,y € [-00,00]. Neka m; i my su mere date sa

{z1} | {22} | {23}

mp| 1.2 | 1.5 | 14
me | 1.7 | 0.7 | 1.8

im (A, B) =m (A)—my(B), za (A, B) € Q(X). Tada m € M. Po definiciji

bipolarnog pseudo-integrala funkcije f baziranog na fazi bi-meri m, dolazimo

do sledeceg proracuna.

@
/f@dm = ((01012)® (0560 14))& (-0.3©0.7)

01-1.2 05-14 —03-0.7
+ +

= 0.305.
2 2 2

Uvedimo slede¢u oznaku:
3
R = @ (|f0(2)| © |fa(i—1)|) © Hg+ (Az);
=1

gde su A; = X, Ay = {T6(2), To3)}, A3 = {Zo(3)} 1 for0) = 0. Imamo

{1} | {22} [ {zs} | {2} [ {z1, 35} | {oo 28} | X
pre | 12 | =07 14 | 05 2.6 0.7 |19/

(1) la o = (1,2,3) i A1 = X, A2 = {1’2,[['3}, A3 = {Ig}, imamo

R = ((01-0)©1.9) @ ((0.3—-0.1)©0.7) & ((0.5—0.3) ® 1.4)
01-1.9 02-07 02-14
2 * 2 i 2
(i) Ako je 0 = (2,3,1) 1 A = X, Ay = {z1,23}, A3 = {21}, imamo

= 0.305.

R = ((03-0)®1.9)® ((0.5—0.3)®2.6)@® ((0.1 —0.5) ® 1.2)

03-19 02-26 —-04-1.2
o 5 + 5 + 5 = 0.305.
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(111) Za o= (3, 1, 2) Al = )(7 AQ = {$1,$2}, Ag = {.’172} vazi

R = ((05-0)©1.9)a ((0.1 —0.5)®0.5) @ ((0.3—0.1) ® (—0.7))

05-19 —04-05 02-(—=0.7)
- S = 0305

U slede¢em primeru ilustrovano je kako se bipolarni pseudo-integral moze
koristiti kao integralni model za reprezentaciju relacije preferencije. Za vise
detalja videti [56].

Primer 2.2. Osoba donosi odluku o izboru jedne od tri opcije, sudeéi na

osnovu sledeceg skupa kriterijuma X = {Svojstvol, Svojstvo2, Svojstvo3}.

Swvojstvol Svojstvo2 Svojstvod
Opcijal 0.5 —0.5 0.3
Opcija2 —-0.3 0.5 —0.5
Opcija3 0 -0.3 0.3

Neka je I(f) = & \fil - pp+({i}), gde je & = @, ® = - i odgovarajuca
dekompozabilna Zfe_xéi bi-mera m (njene vrednosti odreduju vaznost (tezi-
nu) svakog para disjunktnih podskupova skupa kriterijuma) definisana sa
m(A, B) = (mi1(A)) @ (—my(B)), za (A, B) € Q(X), gde su m; i my G-mere
(V-mere) date sa

{1} {23 | {3}
my | 0.2 104 | 0.3
mo | 0.1 | 0.1 | 0.5

Kako je
I(f°Y) = (05-0.2) @ (0.3-0.3) @ (—0.5-0.1)
= 0.1©0.09@ (-0.05) =0.1,
I(f*?) = (-0.3-0.1)© (0.5-0.4) @ (—0.5-0.5)
= (—0.03) © 0.2 @ (—0.25) = —0.25,
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I(f®) = (-0.3-0.1)®(0.3-0.3)
= (—0.03) @ 0.09 = 0.09,

zakljucujemo da ¢e donosilac odluke preferirati Opcijul.

2.2 Bipolarni Sokeov integral

Posmatra se skup X = {z1, ..., z,}. Neka je funkcija m : Q(X) — [—1,1]
normalizovana fazi bi-mera. Za funkciju f : X — [—1,1] neka vazi
fi =
sa §S.

Klasa svih normalizovanih fazi bi-mera na intervalu [—1, 1], odnosno pre-
slikavanja m : Q(X) — [—1, 1], takva da vazi m(X, @) =1 = —m(9, X) je
oznacena sa M.

Za svako (A,B) € Q(X) na intervalu [—1,1], karakteristi¢na funkcija

X(4,8) € S moZe da se prikaZe na sledeci nacin

f(z;),i = 1,...,n. Klasa svih funkcija f : X — [—1,1] je oznafena

1, €A,
X@,p)(r) =149 —1, z€ B,
0, ¢ AUB.

Ocigledno, za sve (A, B) € Q(X), vazi sledece x(4,5) = X4 — XB

Za t €]0,1], par skupova ({z € X |f(z) > t},{z € X|f(x) < —t}),
skraceno oznacenih sa ({f > t},{f < —t}), pripada Q(X). Za sluc¢aj kada
je t = 0, umesto para skupova ({f > 0},{f < 0}), koristi¢emo sledeéi par
({f =0} {f <0}).

Oznacimo sa X,, konacan skup kardinalnosti n, za sve n € N. Uvedimo
oznaku S, za klasu svih funkcija koje preslikavaju X, u interval [—1, 1], dok

je M,, klasa svih normalizovanih fazi bi-mera na Q(X,,).

Definicija 2.5. [22] Bipolarni Sokeov integral funkcije f € S u odnosu na
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fazi bi-meru m € M\je definisan sa,
+oo
0

Za vise detalja videti [15], 23].
Bipolarni Sokeov integral za diskretni slu¢aj u odnosu na fazi bi-meru m

za svako f: X — [—1,1] moze biti predstavljen na sledeé¢i nacin

BCh(f, m) =

n

> (fewl = fo-phm{z; € X« f5 > |fo } {z; € X 2 f; < ~[fo]})

i=1
gde o oznaCava permutaciju elemenata skupa takvu da vazi
0= |fU(0)| < |f0(1)’ <. < |fa(n)|

Na osnovu rezultata prikazanih u [23] i osobina bipolarnog Sokeovog in-

tegrala datih u [21], 22] imamo slede¢a svojstva ovog integrala:
(Chl) BCh(c- x(a,p),m) = c-m(A,B), za sve c € [0,1] i za sve m € M,,
(A,B) € Q(X,,), n € N;

(Ch2) Za sve parove (f,m;) € S, X My, 1 (g,mz) € Spy X My, ny,no € N
koji zadovoljavaju

my ({f =t} {f < —t}) =2 mo({g = t},{g < —t}), (2.6)
za svako t €]0, 1], vazi da je
BCh(f,my) > BSh(g,m5).
U sledecoj teoremi je dat potreban i dovoljan uslov da je funkcija agre-
gacije bipolarni Sokeov integral.

Teorema 2.10. [22] Funkcija agregacije A : [—1,1]" — [—1,1] je idempoten-
ta i bipolarno komonotono aditivna akko postoji fazi bi-mera m € M takva

da za svaku funkciju f € gvaniA(f) = BCh(f,m), gde je f = (f1, fa, .., [n)-
Za vise detalja videti [14], 15, 22| 23] 58|, 59].
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2.3 Bipolarni Silkretov integral

Definicija 2.6. |22] Bipolarni Silkretov integral funkcije f € S u odnosu na

fazi bi-meru m € M je dat sa

BSh(f, m) =

@ | fi | ~m<{xj eX:fi>filb{z; e X f; <—|fi |}> (2.7)

Sledeé¢i primer ilustruje prethodno navedenu definiciju

Primer 2.3. Neka je X = {x, 25, 23} 1 m normalizovana fazi bi-mera takva
da vazi m({zy, 2}, {x3}) = 0.6, m({z2}, {x3}) = 0.4 1 m(0, {z3}) = —0.5.
Vrednosti funkcije odredujemo na sledeéi nacéin f(z,) = 0, f(z2) = 0.6,

f(z3) = —0.8. Iz definicije bipolarnog éilkretovog integrala imamo:

BSh(f,m) = (0-m({z1, 22}, {23}))@ (0.6 - m({22}, {z3}))
@ (0.8 - m(0, {z3}))
— (0-0.6)@(0.6-0.4)@ (0.8 - (—0.5))
— 0@0.24@ (—0.4) = —0.4.

Na osnovu rezultata uvedenih u [23] i osobina bipolarnog Silkretovog in-

tegrala datih u [22] imamo sledeéa svojstva ovog integrala:
(Shl) Zasvem eM, ce€ [0,1]i (A, B) € Q(X) vazi

BSh(c- Xx,B),m) =c-m(A, B).

(Sh2) Za sve parove (f,m;) € S, Xx My, i (g,my) € S, X M,,,, ny,ng € N

koji zadovoljavaju

mi({f >0 {f < 1) >ma{g >t} {g< 1)) (28)

za svako t €]0, 1], vazi da je
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(Sh3) Bipolarni Silkretov integral je bipolarno komonotono maksitivan, odno-
sno za vrealne brojeve [;, j = 1,..,k takve da vazi
O0<lh <lb<..<ly<liza(A4;B;) € QX),j=12 ..k ta
kve da A;1; € A; i Bjyy € Bjzasve j = 1,2,....,k — 1 imamo da
je

B

k
BSHQD 1, - x(u, ), m) = @1 BSh(l; - X(4,.5,), m).
j:

j=1

Pre nego sto bude navedena teorema, koja daje potreban i dovoljan uslov
da je funkcija agregacije jednaka bipolarnom Silkretovom integralu, uveséemo
odredene oznake i pojmove. Sa 14 p) se obelezava n-torka (y1,yo, ..., yn) gde

je

1, T; € A,
Yi = _17 z; € B7
O, Z; ¢ AU B,
za svako i = 1,2, ..., n. Ako pretpostavimo da su x', x2, ..., x* elementi skupa
k
[-1,1]" i K = {1,2,...,k}, tada n-torka ) x* ima i-tu koordinatu &) 3.

JjEK s=1
Neka su [;, j = 1, ..., k realni brojevi takvida vazi 0 <[} <l < ... <[, <1

i(A;,B;) € Q(X),j =1,2,...k dok je A;1; € A,; i Bj;; C Bj za sve
j =1,2,..,k — 1. Kazemo da je funkcija agregacije A : [-1,1|" — [—1,1]
bipolarno komonotono maksitivna ako vazi
A(@ lj - La,.B;) ) = @ Al - 1(Aijj))-
JEK JEK
U sledec¢oj teoremi je dat potreban i dovoljan uslov da je funkcija agre-

gacije bipolarni Silkretov integral.

Teorema 2.11. [22] Funkcija agregacije A : [—1,1]" — [—1,1] je idempo-
tenta, homogena i bipolarno komonotono maksitivna akko postoji fazi bi-mera
m € M takva da za svaku funkciju f € S wvazi A(f) = BSh(f,m), gde je
f=(f1, f2ys [n)-

Za vise detalja videti [14] 15, 22} 23], 59].
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2.4 Bipolarni Sugenov integral

Definicija 2.7. [22] Bipolarni Sugenov integral funkcije f € S u odnosu na

fazi bi-meru m € M\je dat sa

BSu(f,m) =

Dintom(fsex:nzfihinexf<-161). 29
Sledeéi primer ilustruje izracunavanje bipolarnog Sugenovog integrala.
Primer 2.4. Posmatrajmo funkciju f i fazi bi-meru m date u primeru 2.3} Iz
definicije bipolarnog Sugenovog integrala imamo da vrednost ovog integrala

iznosi:
BSu(f,m) = (00m({z1, 22}, {73}))@ (0.60m ({5}, {xs}))
© (0.80m(0, {xs}))
= (000.6)@(0.600.4)@ (0.8D(-0.5))
= 0©0.4@(-0.5) = —0.5.

Na osnovu rezultata uvedenih u 23] i osobina bipolarnog Sugenovog in-

tegrala datih u [21], 22] imamo sledeca svojstva ovog integrala:
(Sul) Zasvem eM, ce [0,1]i (A, B) € Q(X) vazi

BSu(c- x(a,p),m) = cOm(A, B).

(Su2) Za sve parove (f,m;) € S,,; Xx My, i (g, m3) € S;, X M,,,, nq,ng € N,
za koje je zadovoljena nejednakost (2.8), za svako t €]0, 1], vazi da je

BSu(f,m;) > BSu(g, my).

(Su3) Bipolarni Sugenov integral je bipolarno komonotono maksitivan, odno-

sno vazi

=

k
BSU(@ lj . X(Aij), m) = @ BSU(ZJ . X(Aj,Bj)? m)
]:

j=1
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za sve realne brojeve [;, j = 1, ..., k i parove skupova (4;, B;) € Q(X),
=1,2, ... k.

(Sud) Bipolarni Sugenov integral je bipolarno stabilan u odnosu na znak,
odnosno za svako a,b €0, 1] i za svako (A, B) € Q(X) vazi

BSu(a - x(a,p),m) - BSu(b- x,p),m) >0
ili
BSu(a - xa,),m) = BSu(b- x,p),m) = 0.

(Sub) Bipolarni Sugenov integral je bipolarno stabilan u odnosu na minimum,
odnosno za svako a, b €]0, 1] takvo da je a > bizasvako (A, B) € Q(X)

vazi

|BSu(a - x(a,5), m)| > |BSu(b- x(a,5), m)|
i ako je

|BSu(a- x(a,5),m)| > |BSu(b- x(a,5),m)|
tada je

’BSu(b . X(AB),H’I)} =b.

Naredni primer ilustruje tri prethodno definisana bipolarna integrala u

odnosu na fazi bi-meru koja je CPT-tipa.

Primer 2.5. Neka je m fazi bi-mera CPT-tipa definisana sa
m(A,B) = mi(A) — mao(B), za (A,B) € Q(X), X = {z1,29,23}, my i

me su aditivne fazi mere date sa

{1} | {2} | {3
mi | 02 0.7 [ 0.1
my | 05 | 0.2 | 0.3
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Neka je f(x1) = 0, f (z2) = 0.6, f (z3) = —0.8. Iz definicije bipolarnog
Sokeovog integrala sledi
BCh(f,m) = 0-m({1,2},{3}) + 0.6 - m({2},{3}) + 0.2- m(0), {3})
= 0-(09-0.3)+06-(0.7—0.3) +0.2-(—0.3) = 0.18.

Bipolarni Silkretov integral se moze izracunati na slede¢i nacin:
BSh(f,m) = (0-m({1,2},{3}))@ (0.6 - m({2}, {3}))@ (0.8 - m(0, {3}))
= (0.6-(0.7—0.3))@(0.8-(—0.3)) = 0.
Bipolarni Sugenov integral se moze izra¢unati na slede¢i nacin:
BSu (f,m) = (000.6) @ (0.600.4) @ (0.8D (—0.3)) = 0.4.

U slede¢oj teoremi je dat potreban i dovoljan uslov da je funkcija agre-

gacije bipolarni Sugenov integral.

Teorema 2.12. [22] Funkcija agregacije A : [—1,1]" — [=1,1] je idem-
potenta, bipolarno komonotono maksitivna, bipolarno stabilna u odnosu na

znak 1w odnosu na minimum akko postoji fazi bi-mera m takva da za svaku
funkciju f € S vazi A(f) = BSu(f,m), gde je £ = (f1, fa, -y fn)-

2.5 Diskretni bipolarni pan integral

Neki autori [4, 30} B3], 66] su proucavali pan-operacije. Pan-operacije za-
dovoljavaju sve osobine pseudo-sabiranja & i pseudo-mnozenja ®, a pomocu
kojih se definige pan-integral (za vise detalja videti [66, 67]). U ovom po-
glavlju su pan integrali bazirani na klasi¢nim operacijama sabiranja (+) i

mnozenja (-).

U okviru ovog poglavlja predstavljeni su originalni rezultati prikazani u

[59], koji se odnose na definisanje novog diskretnog bipolarnog pan integrala,
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proucavanje njegovih osobina uz primere, kao i poredenje ovog integrala sa

prethodno navedenim bipolarnim integralima.

Neka je funkcija f : X — [0,00[, (Ai)ier € R, 'UIAi =X,ia; >0, za
1€
sve 1 € Z, gde R je klasa svih kona¢nih particija od P(X). Za svako i € Z,
definisimo z; : X — [0, 0o gde je

Zi = ay; - 1,41,, (210)

odnosno

a;, ako x € A;,
zi(w) =
0, ako x ¢ A;.

Oznacimo sa Z klasu svih funkcija z;.

Definicija 2.8. [66] Neka je m : P(X) — [0, oo] data fazi mera. Pan integral

funkcije f: X — [0, 00[ u odnosu na fazi meru m je dat sa

PanlI(f,m) = sup {Z a;-m(A;): z € Z, Z’Zi < f} : (2.11)

ieT ieT
Iz definicije imamo slede¢i prikaz pan integrala funkcije f : X — [0, 00|,

u odnosu na meru m:

PanlI(f,m) = sup {Z ( inf f(:v)) -m(A;) : (Ai)iez € R} : (2.12)

- TEA;
1€

Bipolarni pan integral funkcije f : X — R na kona¢nom skupu X ¢e biti

definisan u odnosu na fazi bi-meru CPT-tipa na sledeé¢i nacin.

Definicija 2.9. Neka je m : Q(X) — R data fazi bi-mera CPT-tipa. Bipo-

larni pan integral funkcije f : X — R u odnosu na fazi bi-meru m je

BPanI(f,m) = PanI(f*,my) — PanI(f~,ma). (2.13)
gde su my i my date sa (1.23)), dok su fT,f~ date sa (1.8).
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llustracija ovog integrala je prikazana u narednom primeru.

Primer 2.6. Neka je X ={1,2,3} i f: X — R definisano sa

—-0.2, z=1,
f(m) = _067 T = 27
0.8, =3

Neka je m fazi bi-mera definisana na Q(X) takva da vazi
m(A, B) =mi(A) —ma(B), za sve (A, B) € Q(X),

gde su my i my date sa

E my(E) | ma(E)
| 05 | 05
2y | 02 | 04
By | 02 | 04

1,2y | 05 | 06
{23} | 03 | 04
1,3y | 05 | 08
1,2,3}| 1 1

Na osnovu (2.12)), ra¢unamo Panl(f*,m;) = 0.8-m;({3}) = 0.8-0.2 = 0.16,
i PanI(f~,my) uzimajuéi supremum (maksimum) slede¢ih brojeva:
ni = 0.2-my({1}) +0.6 - ma({2})
= 02-05+0.6-04=0.34;
ne = 0.2-ms({1})=02-05=0.1;
ny = 0.6-my({2})=0.6-0.4=0.24;
ng = 0.2-my({1,2})=0.2-0.6 =0.12.

Imamo da je, Panl(f~, my) = sup{ny, ne,n3,ny} = 0.34 i kona¢no dobijamo

BPanI(f,m) =0.16 — 0.34 = —0.18.
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Po definiciji se lako moze videti da je bipolarni pan integral pozitivno

homogen i monoton.

2.5.1 Poredenje bipolarnih integrala

U okviru ovog poglavlja proucene su veze izmedu bipolarnog pan integra-

la, bipolarnog Sokeovog integrala i bipolarnog pseudo-integrala.

U [15] je dokazano da ako je m fazi bi-mera CPT-tipa, tada se bipolarni
Sokeov integral 1) moZe izraziti kao razlika dva Sokeova integrala na sledeci

nacin:
BCh(f,m) = CRI(f*,my)— ChI(f,ms). (2.14)
Teorema 2.13. Neka je data fazi bi-mera m CPT-tipa.

(i) Ako je my superaditivna i mo je subaditivna, tada za sve f : X — R
vazi:

BPanI(f,m) < BCh(f, m).

(ii) Ako je my subaditivna i mo je superaditivna, tada za sve f : X — R
vazi:

BPanl(f,m) > BCh(f, m).

Dokaz. Na osnovu [67], [69], ako je fazi mera m : P(X) — [0, oo[ superadi-

tivna, tada za sve f: X — [0, 00| vazi sledece:
PanI(f,m) < Ch(f,m).

Ako je m subaditivna, tada za sve f, vazi obrnuta nejednakost. Sledi da na
osnovu definicije 2.9] tvrdenje vazi. O

Kroz naredni primer bi¢e data ilustracija prethodne teoreme.
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Primer 2.7. Neka su funkcija f : X — R i fazi bi-mera m : Q(X) — R
definisane kao u primeru . Izracunajmo bipolarni Sokeov integral funkcije

f u odnosu na fazi bi-meru m koriste¢i definiciju Imamo

Ch(f*,m1)=0.8-mi({3}) =0.8-0.2=0.16

Ch(f~,ms) = 0.2-ma({1,2}) + (0.6 — 0.2) - ma({2})
= 02-06+04-04
= 0.28.

Sledi da je

BCh(f,m) = Ch(f*,m)— ChI(f,m,)
— 0.16 —0.28
= —0.12.

Iz primera 2.6] imamo

BPanI(f,m) = Panl(f*,mi)— PanI(f~,ms)
— 0.16—0.34 = —0.18,

1 takode vaZi
—0.18 = BPanI(f,m) < BCh(f,m) = —0.12.

Medutim, m; nije superaditivna i ms je subaditivna fazi mera, pa ova ne-
jednakost ne mora da vazi za sve funkcije, npr. za f~ imamo
BPanI(f~,m) > BCh(f~,m), posto je

BPanI(f~,m) = PanI(f~,m;) = 0.22,
BCh(f~,m) = Ch(f~,m;) = 0.18.
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Jedan specijalan sluc¢aj bipolarnog diskretnog integrala je diskretni bipo-
larni pseudo-integral (2.1 koji je definisan u [53], baziran na operacijama
@ =+ 1® = - u odnosu na aditivnu fazi bi-meru m.

Za svako f: X — R, imamo
k
f=fr—f= Z |fil - (Lagnx+ — Lasnx-),
i=1

gde je |fi| = |f(x)|, zasve x € A; i gde su A; disjuktni skupovi, a U A; = X.

Ako je m aditivna fazi bi- mera tada je pg+ aditivna skupovna funkcua

bipolarni pseudo-integral, tj. f f ® dm moze biti izrazen kao:
X

[ £ dm=3" 151 e ().

Teorema 2.14. Neka je m aditivna fazi bi-mera. Tada za sve f: X — R
vazi:
BPanI(f,m) = BCh(f,m /f@ dm.
Dokaz. Neka je m aditivna fazi bi-mera. Tada vazi:
m(A, B) = my(A) — ma(B),

gde su mere m;, ms, date sa (1.23), pa na osnovu definicija i

tvrdenje sledi.
Neka je m fazi bi-mera. DefiniSimo fazi bi-meru m sa:
m(A, B) = —m(B,A),
za sve (@A, B) € Q(X). Neka BDI oznacava bilo koji od tri integrala: BPanl,

BCh, [ f ® dm, dok je u poslednjem slu¢aju m aditivna.
X
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Teorema 2.15. Neka je m fazi bi-mera CPT-tipa i neka je dato preslikavanje
f: X —R. Tada vaZi:

BDI(f,m) = BDI(f*,m) — BDI(f~, ).

Dokaz. Neka je fazi bi-mera m CPT-tipa. Za date fazi mere my i ms, koje
su date sa (|1.23)), vazi da za sve (A, B) € Q(X), sledi da je:

m(A, B) = my(A) — ma(B).
Takode vazi da je:
m(A, B) = —m(B, A) = my(A) — my(B).

Posto je m fazi bi-mera CPT-tipa, tada po definiciji 2.9 tvrdenje vazi za
BPanI(f,m), dok na osnovu jednakosti (2.14) tvrdenje vazi za BCh(f, m).
@

U slu¢aju bipolarnog pseudo-integrala, [ f ® dm, tvrdenje sledi na osnovu
X
definicije [2.1 O]
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Glava 3

Jensenova nejednakost za

bipolarni pseudo-integral

Jensenova nejednakost dobila je ime po danskom matemati¢aru Johan
Ludwig Jensenu (1859 — 1925). Znacaj Jensenove nejednakosti se ogleda u
tome da su iz nje izvedene mnoge druge nejednakosti. Medu njima su Ce-
bisevljeva nejednakost, zatim nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske

sredine, kao i druge.

Jedna od najcesSce proucavanih i koriséenih nejednakosti koju zadovolja-
va Lebegov integral je Jensenova nejednakost. Ova nejednakost ima primenu
u mnogim disciplinama, posebno u teoriji verovatnoce, informacionim na-
ukama, teoriji optimizacije, matematickoj ekonomiji itd. U okviru primene
teorije odlucivanja u privredi postoji potreba za razvojem integrala kod kojih
su skale bipolarne. Upravo iz tog razloga cilj ove disertacije jeste da se ispi-
ta specijalan tip Jensen-Stefensenove nejednakosti [51], koji predstavlja tip
Jensenove nejednakosti za uredene ponderisane sredine sa realnim tezinskim
koeficijentima. Prema tome, glavni zadatak ove disertacije jeste da ispita ovu
nejednakost u okviru teorije neaditivnih mera i integrala, a koja ima uticaj

na razvoj nauke i istrazivanja, kao i mnogobrojne primene.
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U okviru ove glave prikazane su nove teoreme, odnosno originalni rezul-
tati Jensen-Stefensenove nejednakosti za bipolarni pseudo-integral, a koji su
publikovani u [61], [62]. Posebno ¢e biti razmatrana tri slu¢aja u odnosu na

tri tipa simetri¢nih pseudo-operacija sabiranja & i mnozenja ©.

3.1 Jensenova nejednakost za bipolarni pseudo-

integral

Neka je data funkcija f € S, fazi bi-mera m € M ie = g'(1), a koje su
definisane u poglavlju U slucaju I (1.18)), vazi da je Ran(f) C]— F,F |
i Ran(m) C | — F,F [ . Oznaka SBPIy(f) oznatava signum bipolarnog

pseudo-integrala funkcije f u odnosu na fazi bi-meru m.

Par neparnih funkcija ¢ : [—00,00] — [—00, 0] i g : [-F, F| = [—00, ],
se naziva konveksno-konkavni par funkcija ako su sledeca svojstva zadovolje-

na:

e ¢ je konveksna, strogo rastuca i neprekidna na [0, oo],
e ¢ je konkavna, strogo rastuca i neprekidna na [0, F],

e o(F) < Figop je konveksna funkcija na [0, F].

Primetimo da zbog neparnosti funkcija g i ¢ i prethodnih osobina vazi

sledece:
e ¢ je konkavna, strogo rastuca i neprekidna na [—oo, 0],

e g je konveksna, strogo rastuca i neprekidna na [—F, 0],
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e o(—F)>—F1igop je konkavna funkcija na [—F,0].

Definicija 3.1. Neka su date funkcije ¢ : [-F,F| — |[-F, F],
g : [-F,F] — [—-o00,¢], gde je g strogo rastuéa i kompozicija
gopog:[=N,M] = [—00,00] je dobro definisana. Pored toga vazi da

je M = g(F)i N = —g(—F). Funkcija ¢ je g-konveksno-konkavna (ili ¢ je
g-konkavno-konveksna) ako je kompozicija g o po g~! konveksna funkcija (ili
konkavna funkcija) na [g(0), M| i vazi da je go p o g~! je konkavna funkcija
(konveksna funkcija) na [—N, g(0)].

Moze se primetiti da ako su funkcije ¢ i g iz prethodne definicije neparne
funkcije, tada je gopog™' : [~ M, M| — [—o0, 00| isto neparna funkcija, gde
je M = g(F).

Vazi sledeca lema.
Lema 3.1. Neka su date p : [—00,00] = [—00,00] i g : [—F, F] = [—00, o0].

(i) Ako su ¢ i g neparne i rastuce funkcije, tada za svako x € [—00, 00| i

za sve t € [—F, F| vaZi
p(lz]) = le@)l,  g(lt]) = lg(2)].

(i1) Ako je ¢ rastuéa funkcija, tada za svako x; € [0,00|, i =1,...,n vaZi

® (/\ sz) = /\@(«’Ez‘)a ¥ (\/ %) = \/80(3%)-

i=1 =1

(15i) Ako je funkcija ¢ g-konveksno-konkavna i p(0) = g(0) = 0, tada za sve
rz€[0,F]i0<\<ewvadi

pAO ) <AO (),
a za svako x € [—F,0] 1 0 < X\ < e, vaZi
Ao x) > AO p(x).
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Dokaz. Stavke (i) i (ii) se dokazuju direktno. Dokazimo tvrdenje leme [3.1f(ii).
Posto je ¢ (0) = g (0) = 0, g o p o g~! konveksna funkcija na [0, M], gde je
M = g(F) i g je strogo rastuca, za x € [0, F] 10 < A < e, onda vazi sledece
0<g(A)-g(x) <M. Imamo da je

g(p(Aox) =

g
g
< g
9

Sledi da za sve x € [0, F] 10 < A < e, vazi sledece

p(AOz) < g (g(\) g (p(@) =A@ p(2).

Posto je g o p o g~! konkavna funkcija na [—N,0], obrnuta nejednakost se

pokazuje analogno. O

Lema 3.2. Neka su: [—F,F| = [-F,F| ig:[—F,F] — [—00, 00| neparne
funkcije.

1

(i) Ako je ¢ strogo rastuéa i g-konkavno-konveksna, tada je o= strogo

rastuca v g-konveksno-konkavna.

(i1) Ako je ¢ strogo opadajuca i g-konkavno-konveksna, tada je —p strogo

rastuca i g-konveksno-konkavna.

(111) Ako je o strogo opadajuca i g-konveksno-konkavna, tada je —p~' strogo

rastuca i g-konveksno-konkavna.

U cilju dokazivanja Jensenove nejednakosti za bipolarne pseudo-integrale

uvodi se pojam |f|-lan¢ane pozitivnosti(negativnosti) fazi bi-mere m za

fes.

Definicija 3.2. Neka je f € S. Ozna¢imo sa a = (a(1),...,a(n)) permuta-
ciju skupa indeksa tako da vazi 0 < |fa(1)‘ < }fa(g)’ <

< }fa(n)|. Skupovi
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A; su takvi da je A; = {Zag), - Tam ), 1 =1,...,n, A1 = X 1 Ay = 0.
Fazi bi-mera m : Q(X) — [—F, F] je:

(i) |f|-lan¢ano pozitivna ako postoji o takvo da vazi 0 < pp+(A;) < e, za
sve i =2,....,nipum(X)=e€ii0< fig+(4;) <ezasvei=2,...,ni
fip+(X) =e.

(ii) |f|-lan¢ano negativna ako postoji a takvo da vazi —e < pgp+(A4;) <0,
za sve © = 2,...,n i pup(X) = —e, ili —e < fip+(A4;) < 0, za sve
i=2,...,ni i+ (X) = —e.

Primer 3.1. Neka su X = {1, 29,23} i funkcija f dati kao u primeru

(i) Neka su generator g za @ i ® i fazi bi-mera m definisani na isti na¢in

kao u primeru Razmotrimo —f. Za o = (1,2,3), imamo
|—fAl<|=FfI<|-fi] i AL = X, Ay = {x9,23}, A3 = {23}, kao i
p—p+{xs}) = =18, pep+({r2,23}) = 15 — 18 = 0.3,

p—p+(X) = =17+ 1.5 - 18 = =2 = —e. Iz toga se zakljucuje da je fazi

bi-mera m | — f|-lan¢ano negativna.

(ii) Neka su g (x) = \/z za x € [0,00], i g(x) = —v/—2x za © € [—00,0]
generatorske funkcije za pseudo-operacije sabiranja © = @, kao i mnozenja

® = ©g4. Neka su @-mere m; i my definisane na sledec¢i nacin:
{z1} | {z2} | {25}

my| 0.64 | 0.1 | 0.36

mo| O 0.16 | 0.3
i neka vazi m (A, B) = my (A) ® (—ms (B)), za (A, B) € Q(X). Za indekse
a = (1,2,3), imamo |fi] < |fol < |fs] 1 pp+({xs}) = 0.36,
pp+({x2,23}) = (v0.36 — v0.16)* = 0.04, pp+(X) = (v/0.64 — /0.16 +

V0.36)% = 1 = e. Iz toga se zakljutuje da je fazi bi-mera m je |f|-lanc¢ano

pozitivna.
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Lema 3.3. Neka je m fazi bi-mera @ f € S. Neka su skupovne funkcije

L+ 4 fip+ date sa i na P(X) i m(A,B) = —m(B,A), za sve
(A,B) € Q(X). Neka je ¢ : [-F,F] — [—F,F| neparna strogo rastuca

funkcija. Tada vazi:
(i) za sve E € P(X), imamo pip+(E) = ppy+(E) i fig+(E) = fyp+ (B);
(ii) m je | f|-lancano pozitivna akko m je |@(f)|-lancano pozitivna;
(15i) m je |f|-lancano negativna akko m je |— f|-lanéano pozitivna.
Dokaz. Kako vazi da je
X+ = {m € X[ f(5) > 0} = {m € X | o(f()) > 0},
X ={z; € X[ f(x;) =0} ={z; € X|o(f(x;)) =0},
tvrdenje (i) sledi. Dokazimo (ii). Za permutaciju skupa indeksa o neka vazi
0 < [faw| £ fa@| € - < [fam] 10 pp(A) <e (0< g+ (4) <e)

zasve i =2,...,n1pup(X) = e (fij+(X) = e). Posto je ¢ neparna strogo
rastuca funkcija, lema (i) obezbeduje

< <@ Pt

Sada, na osnovu tvrdenja (i) moze da se zaklju¢i da fazi bi-mera m je
| f|-lan¢ano pozitivna akko m je |p(f)|-lan¢ano pozitivna.
Tvrdenje (iii) sledi iz definicije [3.2]1 leme [2.4] O

3.1.1 Sluéaj & = 3,0 = 0O,

Posmatrajmo slucaj I (1.18)) iz poglavlja U ovom slucaju ¢emo koristi
rezultate publikovane u [7], a koji prikazuju da Jensenov tip nejednakosti ne
mora da sadrzi samo pozitivne tezinske koeficijente, a Sto ¢e biti prikazano

kroz narednu teoremu.
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Teorema 3.4. [7] Neka je ¢ : I — R konveksna funkcija na intervalu I C R

126 svako a; € 1,1 <1< n,vazi a; < .. <ay, itlia; > ... > a,. Tada sledi:
n n
" (me) <> piplai),
i=1 i=1

k
za svep; € Ry 1 <i<mn, zakojevazi 0 < > p; <1, 1 <k<n-—1i
i=1
Na osnovu prethodne teoreme sledi naredna lema.

Lema 3.5. Neka je funkcija ¢ : [—F, F| — [—F, F]|, g-konveksno-konkavna,
gde je g generatorska funkcija za simetricne pseudo-operacije & 1 @. Neka
zaa; € [0,F[,1<i<mn,vazi a; < ... < ay, iliay > ... > a,. Tada sledi:

® <@pi®ai> < @M@QO(C%), (3.1)

n k
za p; €] — F F[, 1 <1 < n, koji zadovoljavaju @p; = e, 0 < Ppi < e,

i=1 i=1
1<k<n-1.

Dokaz. Na osnovu zadatih uslova za ¢, p; i a;, © = 1,...,n, sledi da vazi
0< Zg (pi) g (a;) < M, gde je M = g(F) ig(0) = 0. Kompozicija gopog™!
i=1

je konveksna na [0, M[, pa na osnovu teoreme vazi
9 (@ <9_1 <Z 9(pi)g (%’)) )) < ZQ (pi) 9 (¢ (as)) -
i=1 i=1

Time je nejednakost (3.1)) dokazana. O

U narednoj teoremi prikazana je Jensenova nejednakost za bipolarni pseudo-

integral.
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Teorema 3.6. Neka je ¢ neparna, strogo rastuca funkcija i g-konveksno-
konkavna, gde je g generalor za simetricne pseudo-operacije & 1 ©. Ne-
ka je fazi bi-mera m : Q(X) —] — F, F[ &-dekompozabilna. Za funkciju
f:X —|—F F [ wvaZi da ako je:

® ®
(i) m | f|-lancéano pozitivna, tada vaZi ¢ /f Odm | < /go (f) © dm.
X X
® @
(1) m |f|-lancano negativna, tada vazi ¢ /f ©dm | > /90 (f) © dm.
X X

Dokaz. (i) Neka je data funkcija f : X —] — F, F[ i neka je fazi bi-mera m
| f|-lan¢ano pozitivna.

Na osnovu definicije postoji permutacija indeksa « takva da vazi

0< fay| £ o] € - < | fam] »

gde je 0 < pp+ (A;) <eipp+(X) =¢€,ii 0 < fip+ (Ai) <e,1fip+(X) = e, gde
je Ai = {xagy, - s Tam ) za 1 =2,...,n, Ay = X. Oznacimo sa fu) = 0 i
Apir = 0.

Sada, na osnovu tvrdenja i kao i napomene 2.1, vazi da je
SBPIy(f) > 0. Dalje, na osnovu leme [3.3] sledi da je m je |¢(f)|-lan¢ano
pozitivna i analogno moze da se zaklju¢i da je SBPIL,(¢(f)) > 0.

U slucaju da vazi SBPI,(f) = 0, tada sledi da je ¢(0) = 0 i
SBPIn(o(f)) > 0, pa nejednakost vazi.

U slu¢aju SBPIn(f) > 0, ako je 0 < pp+(A;) < e, zai=2,...,ni
pr+(X) =e, tadazai=1,...,n definiSemo p; = ps+(A4;) © pp+ (Aiq). Posto

je py+ realna @-mera, imamo:
o pi=pp+ ({Ta@}) zasvei=1,...,n,
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k
e 0 < @pl = Mf*(Al) @:uf+(Ak+1) < €, Za sve k= 17"‘»n_ 17
=1

« Opi=ppld) =e.

Na osnovu tvrdenja , leme , leme (i) i leme , moze da se zakljuci

da je

@ n
ol [rom) < @elro)onr ({ran))
= @ | (fa)| © eyt ({Za})

= @ o (fi)l © Ho(m)t ({z:})
- [ethodm

Sledi da nejednakost vazi u ovom slucaju. Ako je 0 < fip+(A;) < e, za
i =2,...,n,1 fiy+(X) = e, tada se gornja nejednakost moze dokazati na

isti nacin definisuéi p; = fip+(A;) © fip+ (Aipq) zai=1,...,n.

(ii) Neka je data funkcija f : X —] — F, F[ i fazi bi-mera m |f|-lan¢ano
negativna.

Analogno prethodnom slu¢aju (i), moZe da se zaklju¢i da je SBPI,(f) <0
i SBPIn(p(f)) <0.

U slucaju da vazi SBPIL,(f) = 0, nejednakost tada sledi, posto je
SBPIn(p(f)) <01i¢(0)=0.

Kada je SBPI,(f) < 0, tada na osnovu asimetri¢nosti bipolarnog
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pseudo-integrala (tvrdenje , posto je ¢ neparna, imamo da je
o @
’ /f@dm - /(—f)@drh , (3.2)
X X
o

®
[etoim = - [¢-pom (33)
X X

gde je m € M. Na osnovu leme (iii) sledi da je fazi bi-mera m
| — f|-lan¢ano pozitivna, poSto je m |f|-lan¢ano negativna. Kako imamo
da je SBPLu(—f) > 01 SBPLu(p(—f)) > 0, na osnovu prethodnog slu-
¢aja (i) sledi da vazi nejednakost, a na osnovu jednacina i vazi i
obrnuta nejednakost, pa je tvrdenje validno. O

Moze se uociti da za sve 0 < ¢ < a, ako c ®© m € M je |f|-lan¢ano

pozitivna (|f|-lan¢ano negativna), tada vazi

® ®

olco [ fodm ]| <co [ ¢(f) ®dm
/ /
® ®

olco [ fodm ]| >co | ¢(f)®dnm.
/ /

Koristec¢i lemu [3.2] (i) i lemu [3.3] (ii), dobijamo narednu posledicu teoreme
5.6l

Posledica 3.7. Neka je ¢ neparna i strogo rastuéa funkcija v g-konkavno-
konveksna funkcija, gde je g generator za simetricne pseudo-operacije @ 1 ©.
Neka je m : Q(X) —|—F, F| ®&-dekompozabilna fazi bi-mera. Ako je funkcija
f: X =] = F, F| takva da je

® @
(i) m |f|-lanéano pozitivna, tada vazi ¢ /f ®dm | > /go(f) ® dm.
X X
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® @

(i) m | f|-lanc¢ano negativna, tada vazi ¢ /f ®dm | < /go(f) ©® dm.
X X

Sli¢no, na osnovu leme (i) i (iii), leme (ii) i asimetri¢nosti bipo-

larnog pseudo-integrala, imamo narednu posledicu teoreme (3.6

Posledica 3.8. Neka je ¢ neparna, strogo opadajucéa funkcija i g-konkavno-
konveksna funkcija, gde je g generator za simetricne pseudo-operacije @ i
©®. Neka je fazi bi-mera m : Q(X) —| — F, F| @-dekompozabilna fazi bi-
mera. Ako je funkcija f: X —] — F, F[ takva da m je | f|-lanéano pozitivna

(| f|-lancano negativna), tada vaZi

2] D

o [roam)| = [o o

X X

a &
© /f@dm §/<p(f)®drh.
X b's
Posledica 3.9. Neka je o neparna, strogo opadajuca funkcija © g-konkavno-
konveksna funkcija, gde je g generator za simetricne pseudo-operacije @ 1
©®. Neka je m : Q(X) —] — F, F[ ®&-dekompozabilna fazi bi-mera. Ako je
funkcija [+ X —| — F, F| takva da je m |f|-lanéano pozitivna (| f|-lancano
negativna), tada vazi

D (5]
o X/f®dm s!w)@dm,

5]

@ /f®dm Ziw(f)Gdrh-

X

Napomena 3.1. Uocava se da za nenegativnu funkciju f i g-konveksno-

konkavnu, kao i za nenegativhu funkciju ¢ na intervalu [0,00] vazi
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o)~
me [3.5] za funkcije ¢ i f, kao i fazi bi-meru m € M datu sa

m(A, B) = mi(A) © mae(B), za sve (A, B) € Q(X), gde su my i my date

@-mere iz P(X), m1(X) = e, moze da se zakljuci da je

X}LO =X =Xi Xy = X_ ;) = 0. Zbog toga, na osnovu tvrdenjai le-

® a
¥ /f@dm1 < /w(f)@dml.
X X
Prethodni rezultat je pokazan u okviru teoreme 4 u [44]. Tvrdenje teoreme 4 u
[44] je validno pod slabijim uslovima koji zahtevaju konveksnost kompozicije
g oo g t. Medutim, rezultat iz [44] se odnosi na klasi¢an pseudo-integral
baziran na @-meri, dok se u ovoj disertaciji razmatra iskljuc¢ivo diskretni
bipolarni slucaj.
U narednom primeru je ilustrovan rezultat teoreme |3.6

Primer 3.2. Razmotrimo funkciju f datu u primeru [3.1] kao i funkciju g i
fazi bi-meru m datu u primeru (ii).

(i) Po definiciji bipolarnog pseudo-integrala funkcije f u odnosu na fazi

bi-meru m, za linearnu funkciju ¢ () = 3z, x € [—00, o], sledi da je

© /f@dm = ©(((0.150.64) ® (0.5 0.36)) & (—0.3 ® 0.16))

2
— 3 <\/0.1 7064 +v05-0.36— 0.3 0.16)
— 0.62972

o(f)odm = ((¢(0.1)©0.64) ® (¢ (0.5) ®0.36)) ® (¢ (—0.3) © 0.16)

k\@ ’

2
— <\/3 01-0.64+v3-05-036—3-03- 0.16)
— 0.62072.
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U ovom slucaju vazi nejednakost.

(ii) Ako je ¢ (x) = 23, x € [—00, 00], sledi da je

5]
6
@ /f Odm| = (\/0.1 -0.64 +0.5-0.36 — /0.3 - 0.16) = 0.00925,

X

i

()
2
/cp (f) ®dm = <V0.13 70.64 4 v0.5% - 0.36 — v/0.33 - 0.16> — 0.02948.
X

® ®
Dakle, ¢ (){f ©) dm) < [ (f) ® dm, pa nejednakost sledi.
X

3.1.2 Sluéaj & =@, © =0,
Posmatrajmo slucaj II (1.21) iz poglavlja[L.6]

Teorema 3.10. Neka je ¢ neparna, strogo rastuca funkcija i g-konveksno-

konkavna, gde je g generator za simetricno pseudo-mnoZenje ©. Neka je

m € M fazi bi-mera.
Za funkciju f € S u odnosu na fazi bi-meru | m(X ™ X7) | = e vazi:

® @

(i) ako je SBPIm(o(f)) > 0, tada sledi ¢ /f ©dm | < /cp (f)©dm,
X X
@ :

(i1) ako je SBPIm(¢(f)) <0, tada sledi ¢ /f ©dm | > /90 (f)©dm.
e b

Dokaz. Bipolarni pseudo-integral se moze izraziti na slede¢i nacin:

[ 1o am=Q 5l s (faid) = (SBPILH) -\ 5] © g ({w:))].
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(i) Neka je SBPILn(p(f)) > 0.
Stroga nejednakost trivijalno vazi za f kada je SBPI,(f) <O0.
Za SBPIn(f) >0, po lemi[3.1fii), vazi da je

[roam) = & <<SBme<f>> VA <{:c@-}>|>

= V‘P(|fz’|®|ﬂf+ {z:H)]) -

Prema tvrdenju 2.1} sledi da je ps+ realna ©-mera i onda vazi

@w ({2:}) = pps (X)),

kao idaje |m(XT% X7)| = |us+ (X)| = e. Dakle, moze da se izvede zaklju-
ak da je |+ ({2:})| < e, zasvei=1,...,n. Naosnovu leme [3.1](i), [3.1iii),
leme [3.3[(i) i definicije simetri¢nih pseudo-operacija, vazi sledece

n

V e (Ifil ©lup {z ) < e ()l © s {2}l

=1
n

= Qe (1)@ ney )

=1

&)

= /w(f)de'

X

(ii) Analogno prethodnom slu¢aju, ako se pretpostavi SBPIy(p(f)) <0,
dobija se obrnuta nejednakost, a time je teorema dokazana.
[

Neka je [/m(X ™ X7)| =c,gdeje 0 <c<e.

Koristeéi lemu [3.2] analogno posledici posledici 1 posledici [3.9]
dokazuje se Jensenov tip nejednakosti za bipolarne pseudo-integrale u slucaju
II1.
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U sluc¢aju SBPIn,(¢(f)) = 0, nejednakost u teoremi ne mora biti

zadovoljena, a $to je ilustrovano u narednom primeru.

Primer 3.3. Za X = {21, 1y, 23} i f : X — [—1, 1], definiSe se f (z,) = V0.4,
f(z2) = —/0.8, fx3) = V0.1. Neka su @ = @, ® = - i ®-mere my i ms
definisane sa

{1} | {22} | {ws}
my| 0.6 | 0.1 1
mo| 0.2 | 0.3 | 04

Fazi bi-mera m : Q(X) — [—1, 1] je definisana na slede¢i nadin:
m(A4, B) = mi(A) & (—ma(B)),

za sve (A, B) € Q(X).
Posto je my({z;}) # ma({x;}), za i # j, vazi da je m € M.

Za neparnu funkciju ¢ : R — R, ¢(z) = 22, na intervalu x € [0, oc], sledi

da je
® @f © dm) = ¢ ((v0.4-0.6) @(—v0.8 - 0.3)@(+0.1- 1)) =

— (V0.4-06)" =0.144 >

> fgo (f) ©dm = (0.4-0.6)@ (—0.8-0.3) @(0.1- 1) = 0.

Sa druge strane, na osnovu jednacina [3.2]1[3.3] vazi slede¢a nejednakost

5]

2]
© (—f)@dm | =—0.144 < [ p(—f) ®dm = 0.
/ /

X

71



3.1.3 Slucaj ®=@, © =0

Posmatrajmo slucaj 11T (|1.22)) iz poglavlja

Teorema 3.11. Neka jem € M i ¢ : [—F, F|] — [—F, F] neparna i rastuca,
neprekidna funkcija i ¢ (x) < x na [0, F|. Za funkciju f € S vaZi:

@ O

(i) Ako je SBPIn(p(f)) > 0, tada je ¢ /f@dm < /(p(f) ® dm.
X X
® &

(i) Ako je SBPIn(¢(f)) <0, tada je ¢ /f@dm > /go(f) ® dm.
X X

Dokaz. Bipolarni pseudo-integral u ovom sluc¢aju se moze izraziti na sledeci

[+ dm=Q £y ({a:)) = (SBPIn) - V1] A by (i)

(i) Neka je SBPIn(p(f)) > 0.
Stroga nejednakost trivijalno vazi ako je SBPIy(f) < 0.
U slucaju da je SBPIy(f) > 0, tada po lemi [3.1f(ii), imamo

@ /f ©dm| = ¢ ((SBP]m(f)) : \/ | fil A g+ ({Iz})|>

= \/w(\fil/\\uﬁ {z:})]) -

Na osnovu leme [3.1f1) i (ii), uslova ¢ (z) < x na [0, F], kao i leme [3.3[i),
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moze da se zakljuci da je

n

\/90 (fil Mugs 2D =\ o (A Ae (g i)

i=1

n

Vo (i) Alugs ({z:})]

=1

IN

= W10 (1)1 Oy )

2
= /s@(f)Qdm

(ii) Analogno (i). O

Napomena 3.2. (i) Zamenjujuéi pretpostavku u teoremi da je
¢ () < x na [0, F] sa nejednakoséu ¢ () > = na [0, F], dobijaju se

suprotne nejednakosti.

(ii) Ako se pretpostavka u teoremi da je funkcija ¢ strogo rastuca i
¢ () <z na [0, F], zameni da je funkcija ¢ strogo opadajuca i da vazi
o (z) < —z (ili p(x) > —x) na [0, F], tada se analogno posledici
(ili posledici , moze dokazati Jensenov tip nejednakosti bipolarnog
pseudo-integrala funkcije f u slucaju III.
Primer 3.4. Neka su X = {zy,29,23}, f(z1) = —1, f(z2) = —4,
f (x3) = 2. Simetri¢ne pseudo-operacije ® = @, © = @, na intervalu [—4, 4]?
1 @-mere my i my su definisane na sledeéi nacin:
{1} | {22} | {ws}
mq 1 0.5 | 2.5
Mo 1 3.5 3
Fazi bi-meram : Q(X) — [—4, 4] je definisana kao m(A, B) = m(A) & (—mz(B)),
za sve (A, B) € Q(X). Sledi da m € M.
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Neka je data funkcija ¢ (v) = 35, © € [0,4].

(i) Za bipolarni pseudo-integral funkcije f, vazi sledece

@ /f@dm) = (10 (-1)) @ (4D (—3.5)) @ (202.5))

= o ((-1) @(~35)@2) = ¢ (~3.5) = —0.77778

/ S(f)odm = (050 (=1)@ (080 (—3.5)) @ (0.6666702.5)
) = (~0.5) @ (—0.8) @0.66667 = —0.8.

Sledi da obrnuta Jensenova nejednakost vazi.
(ii) Ako se uzme da je mo({z2}) = 4, umesto ms({x2}) = 3.5, tada sledi

@ o
da je ¢ (){f ® dm) =—0.81 [ (f) ®dm = —0.8, pa nejednakost vazi.
X
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Glava 4

Jensenova nejednakost za

bipolarne fazi integrale

U okviru teorije neaditivne mere, Jensenovu nejednakost za Sugenov in-
tegral, Sokeov integral, pseudo-integral i ostale integrale zasnovane na fazi
merama procavali su mnogi autori [1, [7, 44l 45, 46, 47, 57, 61, 62]. Jensen-
Stefensenova nejednakost [51] je tip Jensenove nejednakosti za uredene pon-
derisane sredine sa realnim tezinskim koeficijentima. U ovoj glavi je prikazana

Jensen-Stefensenova nejednakost za bipolarne fazi integrale.

U ovoj glavi definisan je nov bipolarni Sokeov g-integral i ispitane su
njegove osobine koje su ilustravane uz odgovarajuce primere. Fokus inte-
resovanja u okviru datog poglavlja je prikaz originalnih rezultata Jensen-
Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni Sokeov g-integral, a koji su pu-
blikovani u |38, 39)].

U okviru ove glave prikazani su originalni naucni rezultati,
Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni Sugenov integral i bi-

polarni Silkretov integral, a koji su publikovani u [39, [60].
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4.1 Diskretni bipolarni Sokeov g-integral

Specijalna klasa bipolarnog univerzalnog integrala je bipolarni Sokeov
integral . U okviru ovog poglavlja, a na osnovu definicije , definisan
je nov bipolarni Sokeov g-integral i proucene su neke od njegovih osobina uz
odgovarajuce primere, a koje su publikovane u [38, [39].

Neka su @ = ©4 1 © = @, par simetri¢nih pseudo-operacija definisanih
na [—F, F]?, gde je F = .

Neka je neutralni element za simetri¢no g-mnoZenje g~*(1) = 1.

Semikopula je monotona funkcija ® : [0,1]* — [0, 1], gde je 1 neutralni
element. Za svako z,y,t 1 z € [0, 1] slede¢e aksiome su zadovoljene:
)rzy<t®zkadajexr <tiy<z;

i) l®@r=2r®1=ur.
Ocigledno, ako je g~'(1) = 1, onda je restrikcija ®, na [0, 1]*> semikopula.

Na osnovu poglavlja klasa svih nenegativnih funkcija iz S ¢e biti

oznacena sa ST, ST =8\ S".

Definicija 4.1. Neka je data funkcija f € Sim e M. Neka je funkcija ¢
generator za simetri¢ne operacije. Bipolarni Sokeov g-integral funkcije f u

odnosu na fazi bi-meru m je definisan sa:
BCh(f,m) = g~ (BCh(go f,gom)), (4.1)

gde je BCh(go f, gom) bipolarni Sokeov g-integral kompozicije go f u odnosu

na g o m.

Na osnovu jednakosti (4.1)) i ¢injenice da su g i g~* strogo rastuce funkcije,
lako moze biti dokazano da BChY : U,enS, X M,, — [—1,1], za sve n € N,
jeste u stvari bipolarni univerzalni integral koji je definisan u [23]. Potreban

i dovoljan uslov teoreme 2 prezentovane u [23] je zadovoljen, jer vazi:

(1) BChg(C'(XA_XB)v m) = Sgn(m(Aa B))(C®|m("47 B)D’ za sve ¢ € [07 1]
izasveme M,, (A B)e€ Q(X,), n €N, gde je ® semikopula;
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(2) BCh9(f,m;) > BCh9(h,ms,), za sve parove (f,m;) € S,, X M,, i
(h,my) € S, X My, n1,ne € N, takve da za sve t €0, 1] vazi

my({f >}, {f < =t}) 2 my({h >}, {h < —1}).

Oc¢igledno, ako je g = id, tada je BCh'® = BCh.
Neka je m(A, B) = —m(B, A), za sve (A, B) € Q(X). Na osnovu de-

finicije 1) moze biti pokazano da vazi m € M. Neka su date skupovne
funkcije Hr+ (A) i ,[Lf+ (A) "

Za funkciju f € Si odgovarajuci par simetri¢nih operacija, vazi sledeca
reprezentacija:

n

f o= BUfai) © lfai-1]) © (anxo — Xanx-)
=1

= @(’fo{(i)’ o ‘fa(ifl)l) O] (XAmX+ - XAiﬁX_O)a

i=1
gde je a permutacija indeksa takva da vazi 0 < | foq)| < [fa)] < < | fam)ls
fa) =01 A; = {Ta@),- -, Taw)} za sve i. Bipolarni Sokeov g-integral moze

da se prikaze na sledec¢i nacin.

Tvrdenje 4.1. Neka su © = @, 1 © = Oy simetricne pseudo-operacije.
Bipolarni Sokeov g-integral funkcije f € S u odnosu na fazi bi-meru m € M

moZe se izraziti kao:

n

BCK(f,m) = P <|fa(i)\ S |fa(i71)|> © pp+ (Ag) (4.2)

=1
n

= @ <|fa(i)| © |f0¢(i71)|> © fig+ (Ai) (4.3)

i=1

= @ [fa| © (uf+ (Ai) © pg+ (AZ-H)). (4.4)

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f € S'i fazi bi-meram € M. Za proizvolj-

nu permutaciju indeksa o, takvu da vazi 0 < |fa)| < |[fa)] <0 < | fam)ls
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fa(O) = 0 i AZ = {$a(i), Ce ,ma(n)}, oznaéimo K = {] ’ |fa(j)| 75 ’fa(j71)|}- Za
sve ¢ € K imamo:

m({f > |fa@ |} {f < —[faw|}) = ppe (A1) = i+ (4).

Posto je g neparna i strogo rastu¢a imamo g(0) = 0, g(|z|) = |g(z)| za
sve x € [—1,1] i vazi da je pup+ = pgop)+. Dalje, @ je asocijativno i ® je

distributivno u odnosu na &, pa imamo:
BCh(f,m) = g~'(BCh(go f,gom))

= g (Z(Ig(fau))l - Ig(fa(i1))|)9(u(gof>+(Ai))>

= g (Z(g(\fam\) —g(lfau—l)\))g(uﬁ(flz’)))

- @(|f04(1)| © |fa(i—1)|) ®© o+ (Az)
€K

= @(‘fa(i)‘ S ‘fa(i—l)‘) © pp+ (A;)

=1
= | fan] © (Nf+ (Ai) © pg+ (Ai+1)>,
i=1

gde je Ai = {Za), - Tam}, 281 > 2, Ay = X, Api1 = @i fa) = 0. Na
osnovu toga, (4.2)) i (4.4) vaze, dok (4.3)) je zadovoljena, jer je pp+(A) = fip+(A)
za sve A C supp(f). 0

Primer 4.1. Neka je X = {x, 22, x3,24}. Vrednosti funkcije f su zadate
na sledeéi naéin f(z1) = 0.2, f(x2) = —0.2, f(z3) = 0, f(z4) = —0.4.
Sledi da je X1 = {x1,23}, X~ = {2, 74}. Funkcija g(x) = 2%, 2 € R,
za neparno k € N je generatorska funkcija za simetri¢ne pseudo-operacije
® = @, ©®=0, Neka je m normalizovana fazi bi-mera na Q(X),
card(Q(X)) = 3* = 81.

Za ay = (3,1,2,4), imamo da je 0 = |f35] < |fi] < |f2] < |fs]- Na osnovu
tvrdenja bipolarni Sokeov g-integral funkcije f u odnosu na fazi bi-meru
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m iznosi:
BOR(f,m) = ((10]&10]) © g ({a, 21,22, 24)))
0.2/ 10) © i+ ({1, 22,24}))
[ —02/©102) © i+ ({a2,24}) )
|—04|e\—02\>@uf+<{x4}>)

|O st {I17x27'r4})

(
(
(
(

(
o |
o |
° |

=

=

(1= 04/ = | = 0.21") - e ({aa})") "

Takode za g = (3,2,1,4)7 (05} 7é o, vazi 0 = |f3| S |f2| S |f1| S ’f4| 1

dobije se isti rezultat:

BCR(f,m) = ((|—0.2]&]0]) ®Mf+({$2>$1,$4})>

(
o ((1-041010.2) @ pyr (fa})
-

’ —0. 2| /’Lf+ {x27x1’x4})

1

(| = 041" = [0.21%) - iy (fa)*)

posto je fpip+({m2,21,24}) = ppe({@n,20,24}) = m{zi} {@2, 24}) i
ppr({za}) = m(0, {za}).

Moze da se primeti da je bipolarni Sokeov g-integral funkcije f € St u
odnosu na fazi bi-meru m € M jednak specijalnom tipu opSteg éokeovog
integrala prikazanog u [31]. Naime, za date simetri¢ne operacije generisane
sa generatorskom funkcijom g, vazi BChI(f, m) = Ch9(f, m), odnosno bipo-
larni Sokeov g-integral funkcije f € S* 1 odnosu na fazi bi-meru m € M\je
jednak specijalnom tipu opsteg Sokeovog integrala funkcije f € S* u odnosu
na m = fip+ € M

n

Ch(f,m) = @(fa(i) O fa(i-1)) ©m (4;), (4.5)

i=1
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gde je @« = (a(1),...a(n)) permutacija skupa indeksa takva da vazi

0< fa(l) < fa(2) <. < fa(n): fa(O) =01 Az = {xa(i); s 737a(n)} z7a, Sve 1.
Drugi prikaz bipolarnog éokeovog g-integrala je u odnosu na fazi bi-meru

m € M koja je ®-CPT tipa, takva da vazi m (A, B) =my (A) ©my (B), za

sve (A, B) € Q(X), gde sumy, ms € M se razmatra u narednom tvrdenju.

Tvrdenje 4.2. Neka je fazi bi-mera m € M @®-CPT tipa, takva da vazi
m(A,B) = my (A) ©my(B), za sve (A,B) € Q(X), gde su my i my dve
normalizovane fazi mere. Bipolarni Sokeov g-integral funkcije f € S u odnosu

na fazi bi-meru m € M ima sledeéu formu:
BChg(f? m) = Chg(f+7ml) GChg(fiam2)' (46)

Primer 4.2. Ako se posmatra fazi bi-mera m koja je data u primeru 4.1
takva da je m (A, B) = my (A) © my(B), za sve (A, B) € Q(X), gde su
mi, ms € M, sledi da je fazi bi-mera m &-CPT tipa. Tada za f* = f V0
ifm=(=f)vo, ffr,f~ € S* na osnovu jednacine , vazi da je

Cho(f+,my) = (o.zk : ml({xl})k)E i
ChI(f~,ma) = (0.2 - my({a, 24} + (0.4% = 0.2) - ma({rs )
Posto je pp+ ({22, 21, 24}) = pp+ ({21, 20, 24}) = m({x1}, {22, 24}) =

mi({z1}) © ma({ze, 7a}) 1 pp+({24}) = m(0, {z4}) = mu(0) © ma({z4}),

vazi slede¢a jednakost:

BOR(f,m) = ChI(f+,m1) © ChI(f~,ms).

4.2 Nejednakost Jensena za bipolarni Sokeov
g-integral

U okviru ovog poglavlja dokazani su originalni rezultati Jensen-Stefensenove
nejednakosti za bipolarni Sokeov g-integral (4.1)) publikovani u [38, 39].
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U narednom tvrdenju osobina asimetri¢nosti bipolarnog Sokeovog g-integrala
je dokazana na osnovu leme (2.4) iz [62].

Tvrdenje 4.3. Akom € M i m(A, B) = —m(B, A), za sve (A, B) € Q(X),

tada za svaku funkciju f € S vazi
BCKW(—f,m)=—BCh(f,m).

Dokaz. Nekajem € M inekaje m(A4, B) = —m(B, A), zasve (4, B) € Q(X).
Koristeéi lemu (i), sledi da je th € M. Na osnovu tvrdenja vazi

BCR(f, m) = @ | fai| © (pp+(Ai) © prp+ (Aigr))
i=1

gde su dati @i A; i gde je A, 11 = 0. Na osnovu leme 2.4 stavke (ii), posto je

g neparna funkcija, za sve f € §, moze da se zakljuci da je:

BOW(~fm) = EB | fa| @ (- p+(Ai) © ppy (Aigr))

it o) Esupp(—f)

= — @ |fa(i)| © ([Lf+ (4;) e fug+ (Aig1))

i: z;Esupp(f)

— —BCH(f,1h).
0

U narednoj teoremi Jensen-Stefensenov tip nejednakosti za bipolarni So-
keov integral je dokazan na osnovu teoreme [3.4]iz odeljka i tvrdenja [4.1
(gde je g(z) =z, za sve x € [—1,1]).

Teorema 4.4. Neka je funkcija ¢ : [—1,1] — [—1,1], (1) = 1 neparna
i strogo rastuca, takva da je konveksna na [0,1] i ¢ > 0. Neka je f € S i
m € M. Ako postoji permutacija skupa indeksa o, takva da je | fau)| < | fails
za sve i < jizasvei,j=1,...,n, je pp+(Ai)pp+(45) >0, |pp+(A)] < ci
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g+ (Ar)| = ¢, ili fug+ (A i+ (Ay) = 0, g+ (Ag)| < e, i fiy+(Ar)] = ¢, gde je
A ={Ta@), -, Tam) }, tada vaZi naredna nejednakost:

o (S 1Bentrm) ) < 1| BOn(e(p).m) . (17)

Dokaz. Neka je f € Sime M\, gde je a odgovarajuca permutacija. Tada

postoje dva moguca slucaja.

Slucaj I~ Zasve ,i=1,...,n vaze sledeée nejednakosti 0 < pp+(A4;) < ¢
1 ,uf+(A1) =c>0 ,ii0< ﬂf+(Ai) <ci ﬂf+(A1) =c>0.
Na osnovu tvrdenja u oba podsluc¢aja, vazi da je BCh(¢(f),m) > 0 i
BCh(f,m) > 0. Ako pretpostavimo da je BCh (¢(f),m) = 0, tada sledi
BCh(f,m) = 0.
Neka vazi sledec¢a pretpostavka: BCh (p(f),m) > 0izasve i = 1,...,n.
Sledi da je 0 < pp+(A;) < cipup+(Ar) = ¢ > 0. Na osnovu tvrdenja (4.1| moze

da se zakljuci da je:

oz 1BREm 1) = w5 BOMm))

n

(
= @(C Z|faz (pp+(Ai) — Mf+(Az'+1))>
(:

< 3 ellfea) (’“‘f*iA” ”ﬁ(f“l))

= 5 (et (4 = (i)
_ %Bowm,m)

= | BOR(e(f)m) |

gde nejednakost vazi na osnovu teoreme tj. na dobro poznatom Jense-

novom tipu nejednakosti za uredene tezinske sredine sa realnim tezinama p;,
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takvim da je 0 < Zlepi <l,zasvek=1,...,n—11> " p; = 1. Analog-
no se dokazuje tvrdnja drugog podslucaja, odnosno za sve ¢ = 1,...,n vazi
0< ﬂf+(Ai) <ci [Lf+<A1) =c>0.

Sluéaj I  Za sve i = 1,....,n vazi —c < pp(4) < 0 i
pr+(Ar) = —c <0, ilivazi —c < fig+(A4;) <0ifip+ (A1) = —c < 0. U oba pod-
slucaja, na osnovu tvrdenja[t.1} moze da se zakljuci da je BCh (¢(f), m) <0
i BCh(f,m) < 0. Na osnovu toga sledi

| BCh (¢(f), m) |= =BCh((f),m), i [BCh(f,m)|=—-BCh(f,m).

Ako vazi pretpostavka da je BCh (p(f),m) = 0, tada sledi BCh (f,m) = 0.

U nastavku, ako pretpostavimo da je BCh(p(f),m) < 0 i da za sve

i=1,...,nvazi —c < pp+(4;) <0, kao i py+ (A1) = —c¢ < 0. Na osnovu
jednakosti (2.2)), sledi da su za sve i = 1,...,n, zadovoljene sledeée nejedna-

kosti: 0 < ﬁ(_f)+(Ai) <ci ﬁ(_f)Jr(Al) = ¢ > 0. Bazirano na slucaju I, vazi
da je
1 . 1 .
o (= 1 BOh(=fa) | ) < = | BCh(p(~), 1) |.

Konac¢no, na osnovu tvrdenja [4.3]i prethodne nejednakosti, dobija se

oz 18O ) = o BO-f.m))

1 .
= ¢(5 | BCh(=f.m)|)
1 .
<~ | BCh(p(~f).m)|
1
=~ | BCh(p(f),m)|.
Analagno vazi i za drugi podslucaj, odnosno kada za sve i = 1,...,n, vazi
daje —CS[LJH(A@') SOiﬁf+(A1):—C<O. (]

Vazi sledeé¢a posledica prethodne teoreme.
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Posledica 4.5. Neka je funkcija ¢ : [-1,1] — [—1,1], (1) = 1 neparna
i strogo rastuca, takva da je konkavna na [0,1] i ¢ > 0. Neka je f € S
m € M. Ako postoji permutacija skupa indeksa o, takva da je | faw)| < | fai)l,
za sve i < jizasvei,j=1,...,n, je pp+(A)pr+(A;) >0, |pp+(A)] < c i
g (Ar)| = ¢, ili fug+ (Aq) i+ (Aj) 2 0, g+ (A9 < ¢, i [jig+ (A1) = ¢, gde je
A ={Ta@), -, Tawm) }, tada vaZi naredna nejednakost:

o(S1Benim 1) = LiBCGm. (@)

Dokaz. Dokaz sledi iz ¢injenice da je p~! neparno i strogo rastuce na [—1, 1]

i konveksno na [0, 1]. O

Teorema 4.6. Neka je funkcija ¢ neparna, strogo rastuca i g-konveksno-
konkavna, gde je g generatorska funkcija za simetricne pseudo-operacije @ i
®. Neka su date fazi bi-mera m € M i funkcija f € S. Ako je
Im(XT, X7)| = gc), ¢ >0, c = g ' () i postoji permutacija skupa
indeksa o takva da je 0 < |fomy| < [fa)| < < | fam)| onda sledi:

(i) pp+(A;) > 0, za sve i, ili pp(A) > 0, za sve i,

gde je A; = {Zagi), - - -, Tam)}, tada je
¢(c®BOR (f,m) ) < c© BCA (o(f), m).

(i) pe+(4;) < 0, za sve i, ili fp+(4;) < 0, za sve i,

gde je A; = {Zagi), - - -, Tam)}, tada je

¢<c@Boh9 (f, m)) > ¢ ® BCR (p(f), m) .

Na osnovu leme (i), pod pretpostavkom da je neparna funkcija ¢ strogo
rastuca i g-konkavno konveksna, uz ostale pretpostavke teoreme dobija-
mo da vaZze obrnute nejednakosti navedene u teoremi [4.6]

Na osnovu leme [3.2[(ii), pod pretpostavkom da je neparna funkcija ¢ stro-

go opadajuca i g-konkavno-konveksna, uz ostale uslove teoreme [4.6]dobijamo:
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i) ako je pp+(A;) >0, za sve 1, ili fip+(A;) > 0, za sve i, tada je
f f

go(c © BCK (f, m)) > ¢ ® BOh (o(f), )

(ii) ako je ps+(A;) <0, za sve 4, ili fig+(A4;) <0, za sve 4, tada je

go(c © BCK (f, m)) < c® BOW (o(f), ).

Na osnovu leme (iii), pod pretpostavkom da je neparna funkcija ¢ strogo
opadajuca i g-konveksno-konkavna, uz ostale uslove teoreme [4.6] dobijamo

obrnute nejednakosti u odnosu na poslednje navedene.

Primer 4.3. Neka su dati X = {xy, 29, 23,24} i funkcija f definisane sa

(i) Fazi bi-mera m je definisana sa m (A, B) = my (A) — my (B), za sve
(A, B) € Q(X), gde su my i my mere (stoga m je + dekompozabilna) defini-
sane sa
{1} | {wo} | {ws} | {24}
my| 0.1 | 04 | 0.1 | 04
me | 0 0.5 ] 02 | 03

Neka je dato g(z) =z, € Ri¢(z) = sgn(z) (1 — e "), 2 € R. Otigled-
no, ¢ je neparna funkcija, konkavna mna [0,00] i konveksna na
| = 00,0]. Na dalje sledi da je, [f1] < |fo| < [f3] < [ful, za a = (1,2,3,4) i
Ay =X, Ay ={x9, 23,24}, Ag = {3, 24}, Ay = {24}, kao i pp+ ({24}) = 0.4,
pr+({zs, 24}) = —0.24 0.4 = 0.2, pryp+ ({22, 23, 24}) = 0.4 — 0.2+ 0.4 = 0.6,
Jipe (X)) =0+ 04— 0.2+ 0.4 = 0.6 #0.

Koriste¢i tvrdenje dobija se:
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o BON(Sm))

o BCh(p(f),m) =

Q

Imamo da je

- go(% : ((0.2 —0)-0.6+ (0.4—0.2)-0.6+
£ (0.6—0.4)-0.2+ (0.8 — 0.6) o.4>)

= 1—¢ 06

~ 0.451;

: ((1 — 702 0.6 + (6702 — e7%4). 0.6 +

e 0t —e700). 024 (790 — 7). O.4>

oo - BOR(Fm)) > - BO(o(f, m)),

0.6

posto je ¢ strogo rastuca i g-konkavno-konveksna, gde je g(x) = z, x € R.

Ova ¢injenica takode sledi na osnovu prve navedene posledice teoreme [4.6
(i) Neka g (x) = /z, za x € [0,00] 1 g(x) = —/—x, za x € [—00,0]
generatorska funkcija za @ = @4, ® = ©4. Neka su @-mere v; i v, definisane

na sledeci nacin

—1 —1
Vi=g omy, V=g  ©My,

gde su my i mg date u stavki (i) ovog primera. Fazi bi-mera v je definisana
za sve (A, B) € Q(X), kao

v(A,B) =1 (A) o (B).

Za funkciju f u okviru (i) ovog primera i v (v je @-dekompozabilna), za

a = (1,2,3,4),1 |fi] <

ol < 1l < 1Sl Tmamo da je sy ({as}) = 0.16,
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pp+({z3, 24}) = (=v0.04 + v0.16)* = 0.04, pp+ ({2, 23,24}) = (v/0.16 —
V004 + V0.16)? = 0.36 1 i+ (X) = (v0.16 — v/0.04 + v/0.16)% = 0.36 # 0.
Neka je o(z) = sgn(z) (1 — e71*!), z € R. Funkcija ¢ je neparna i g konkavno-

konveksno, jer je funkcija
gopog (z)=sgu(x)V1—e

konkavna na intervalu [0, 00[ i konveksna na | — oo, 0]. Na osnovu tvrdenja

gdeJec— (036) vazi da je
e(c@BOW(f,1)) =4 (97 (54 - BChlgo f.90v)))
_ (( (\/_M+¢_ v0.2)v0.36 +
n (M—@)M+(W—M>JO_16))Q>

~ 0.4385.

T\

Sli¢no, moze se izracunati

c® BCh(p(f),v) = 9‘1(9(0%3&-BCh(gow(f%gw))

0.4272.

Q

Konacno, vazi sledece

o(c® BCh(f,v)) > c® BCh (o(f),v).

4.3 Nejednakost Jensena za bipolarni Silkre-

tov 1 Sugenov integral

U okviru ovog odeljka dokazani su originalni rezultati Jensenove nejed-
nakosti za bipolarni Silkretov 1) i bipolarni Sugenov integral 1} koji su
publikovani u 39} 60].
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Da bi se uprostile oznake, koristi¢e se notacije SBShm(f) 1 SBSum(f)
za signum bipolarnog gilkretovog integrala 1 signum bipolarnog Sugenovog in-

tegrala funkcije f u odnosu na fazi bi-meru m, redom.
Lema 4.7. Neka je data funkcija ¢ : [—1,1] — [-1,1] i f € S.
(i) Ako je p strogo rastuca i neparna funkcija, tada za svako f € S vazi

{z; e X[ f; 2] i I} = {; € XTo(f;) 2] (fi) [}

{z; e X[ i< —|fil} ={z; € X|o(fy) < —|w(fi) [}

(i1) Ako je ¢ konveksna funkcija na [0, 1] i konkavna na [—1,0], takva da
je p(0) =0, tada vazi

p(A-x) <A o(),
za sve x € [0,1] i ako je X € [0,1], tada vazi
p(A-x) = A o),
za sve x € [—1,0] 7 A € [0, 1].
Dokaz. Moze se primetiti da je (iz) specijalan slu¢aj leme [3.1](iii). O

Sledeca teorema razmatra uslove pod kojima vazi Jensenova nejednakost

za bipolarni Silkretov integral.

Teorema 4.8. Neka je m € M i neka je ¢ : [—1,1] — [—1,1] neparna,
strogo rastuca funkcija, koja je konveksna na intervalu [0,1]. Tada za f € S

Vazi:
(i) Ako je SBShm(p(f)) >0, tada vaZi
p (BSh(f,m)) < BSh(¢ (f),m).
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(ii) Ako je SBShm(o(f)) <0, tada vazi

¢ (BSh(f,m)) > BSh(¢ (f),m).
Dokaz. Na osnovu definicije bipolarni Silkretov integral moze biti zapisan kao
BSh(f,m) =

= (8BShu(D) V| fil -l ({a; € X[ £ 2| £ [} {ay € X 11 < = | £ D]
. (4.9)

(i) Neka vazi sledeca pretpostavka SBShm(¢(f)) > 0.

Ocigledno, ako je SBShy,(f) < 0, tada je stroga nejednakost validna.
Neka je SBShm(f) > 0. Na osnovu i leme [3.1fii), moZze da se zakljuci
da je
¢ (BSh(f,m)) =
290(\/?:1 | fil - im({z; e X[f; = fil} Az e X|f; <= | fi |})|>
=Vie(1fil-m ey € X121 £ Az € XI5 <= £ ).

Dalje, na osnovu leme [4.7] sledi
@ (BSh(f,m)) <
<Vio( 11 ) dm (s € X [o(h) 21 o(5) 1} {oy € X o(5) < — [ () D)
= @l lm (e € XIo() 2| o) 1} s € X 0(5) < — |95 )

= BSh(¢(f),m).
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(i) Dokazuje se analogno (i). O

Lako se uocava da pod uslovima teoreme , zasve f € §7 m € M\, ako
je BSh(f,m) =0, vazi o (| BSh (f,m) |) <| BSh (¢(f),m) | .

Posledica 4.9. Neka je ¢ : [—1,1] — [—1,1], ¢(1) = 1, neparna i strogo
rastuca funkcija koja je konkavna na [0,1]. Za sve f € Sime M\, ako je
BSh(f,m) # 0, tada vaZi

¢ (] BSh(f,m) |) =| BSh(¢(f),m)|.

Dokaz. Koristeéi ¢injenicu da je ¢! neparno i strogo rastuée na [—1,1] i

konkavno na [0, 1], moze da se zakljuci da je

o~ (I BSh(e(f),m) |) <| BSh(¢™ (¢(f)), m) |=| BSh(f,m) |,

pa sledi da ovo tvrdenje vazi. O]

Moze da se uoc¢i da navedena nejednakost vazi, ¢ak i ako je navedeni uslov

(1) = 1 izostavljen.

Primer 4.4. Neka je X = {xy, 25, 23}. Neka su funkcija f i fazi bi-mera
m definisani, kao u primeru Na osnovu definicije bipolarnog éilkretovog
integrala dobija se: BSh(f, m) = —0.4

(i) Neka je funkcija ¢ je definisana na sledeéi nacin ¢ (x) =
x € [—1,1]. Koristedi rezultat iz primera [2.3] imamo

—-0.4
= = —0.25.
2-04

2—|z|’

@ (BSh(f, m))
Za bipolarni Silkretov integral funkcije (f), imamo da je:

BSh(p(f),m) = (¢(0) m({z1, 22}, {z3}))@ (#(0.6) - m({z2}, {z5}))
@ (¢ (0.8) - m(0, {z5}))
= (2(0.6) - 0.4)@ (¢ (0.8) - (—0.5))
0.17143@(—0.33333) = —0.33333.

Q
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Na osnovu toga, nejednakost data u teoremi (ii) je validna.

(ii) Neka je funkcija ¢ je definisana na slede¢i naéin ¢ (z) = ax, x € [—-1,1],

gde je 0 < a < 1. Imamo da je
¢ (BSh(f,m)) = —0.4a.

Za bipolarni Silkretov integral funkcije o(f), sledi

BSh(p (), m) (0-0.6)@(0.6a - 0.4)@ (0.8a - (—0.5))
= 0.24a@ (—0.4a)

= —04a.

U ovom slucaju vazi jednakost.

2x [

(iii) Neka je data funkcija ¢ (z) = T T

€ [—1,1]. Ocigledno, ¢ je kon-

kavna na [0, 1]. Dobijamo da je

C2-(-04) 4
¢ (BSh(f,m)) = — Toa] — 7~ 08T

Izracunajmo bipolarni Silkretov integral funkcije o(f):

BSh(¢ (f),m) = (p(0)  m{zy, 22}, {x5}))@ (£(0.6) - m({z2}, {5}))
@ (¢ (0.8) - m(0, {5}))

= (¢(0.6) - 0.4)@ (¢ (0.8) - (=0.5))

0.3@(—0.44444) = —0.44444.

Q

Sledi da je ¢ (| BSh(f,m)|) = 2 > 2 =| BSh(¢(f),m) |, odnosno

nejednakost data u posledici [4.9] je zadovoljena.

Ako vazi SBShm(¢(f)) = 0, tada nejednakosti date u teoremi (4.8 (i),
kao i u teoremi [4.8] (ii) ne moraju biti zadovoljene, §to je ilustrovano narednim

primerima.
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Primer 4.5. Neka je dat skup X = {x;, 29,23} i funkcija f definisana sa

fla) = V04, f(x2) = V08, f(w3) = V01, i (2) =2% 2 € [-1,1].

(i) Neka je fazi bi-mera m normalizovana, takva da vazi m(&, {z2}) = —0.3,
m({xy,z3},{z2}) = 11im({x}, {z2}) = 0.6. Imamo:

BSh(f,m) = (V0.4 -m({z1},{2:}))@ (V0.8 - m(2, {x,}))
@ (VO.1- m({z, 235}, {2}))
= (V01:06) @(V03 - (~03)@ (V01 1)
~ 0.44208Q(—0.27850)@0.46416
— 046416,

pored toga je ¢(BSh(f,m))=0.1, kao i

BSh(p(f),m) = (0.4 -m({z1},{22}))@ (0.8 - m(0, {2}}))
@ (0.1 - m({xy, x5}, {z2}))
= (0.4-0.6)@(0.8-(—0.3))@(0.1-1)
= 0.24@(-0.24)@0.1
= 0.

Dakle, vazi da je @(BSh(f,m)) > BSh(¢(f), m).

(ii) Neka je data normalizovana fazi bi-mera m sa slede¢im vrednostima

m({z:},2) = 03, m({m}, fm,75}) = —1 i m({ws}, 1)) = 0.6,
kao i ¢ = —f. Na osnovu toga sledi:

BSh(g,m) = (V0.4-m({x2},{2:}))@ (V0.8- m({z,},0))
@ (V0.1 - m({x2}, {z1,73}))
_ ( /0.4 - (—0.6)) Q(V0.8-0.3)@(V01- (~1))
~ (—0.44208) @0.27850@ (—0.46416) = —0.46416,
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pa sledi da je o(BSh(g,m)) = —0.1, kao i

BSh(p(g),m) = (0.4 m({z2}, {2:}))@ (0.8 - m({z2}, 2))
@ (0.1 m({w2}, {21, 23}))
= (0.4-(—0.6)) @(0.8-0.3))@(0.1- (—1))
= (—0.24) @0.24@ (—0.1) = 0.

Dakle, ¢(BSh(g,m)) < BSh(¢(g), m).

(iii) Ako se uzme da je ¢ (z) = z, x € [—1,1] i ista fazi bi-mera m data
pod (i), tada za funkciju h koja zadovoljava h(x1) = 0.4, h(zy) = —0.8,
h(z3) = 0.1, dobijamo @(BSh(h,m)) = BSh(p(h),m) = 0.

Primer 4.6. Neka je X = {x1,29,23}. Funkcija f neka je definisana sa
flx) = V0.3, f(ze) = —v0.6, f(z3) = V0.1, a funkcija ¢ (z) = a7,
x e [—1,1].

(i) Ako m € M, gde je m({z1,z3},{z2}) = 1, m({z1},{x2}) = 0.8 i
m(J, {z2}) = —0.4, dobijamo:
BSh(f,m) = (V0.3 -m({z1},{2}))@ (V0.6 - m(2, {22}))
@ (V0.1- m({zy, z3}, {z2}))
= (V03:08) @(V06 - (-0.4)@ (V01 1)
~ 0.62880Q(—0.36115)@0.63096
— 0.63096,

dok je p(BSh(f,m)) = 0.1, a vazi i

BSh(e(f),m) = (0.3 -m({z1},{z2}))@ (0.6 - m(0), {x2}}))
© (0.1 - m({z1, 23}, {z2}))
— (0.3-0.8) @(0.6- (—0.4))@(0.1- 1)
— 0.24@(-0.24)@0.1
= 0.
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Dakle, o(| BSh(f,m) |) >| BSh(¢(f),m) |= 0.

(ii) Ako m € M je takvo da vazi m({x2},{z1,23}) = -1,
m({z2},{z1}) = 0.8, m({z2}, @) = 0.41 g = —f. Tada sledi:

BSh(g,m) = (V0.3-m({zs},{21}))@ (V0.6 - m({x2},0))
@ (VO.1- m({zs}, {z1, 25}))
- ( /0.3 - (—0.8)) Q(V0.6 - 0.4)@(V01 - (—1))
(—0.62880) @0.36115@ (—0.63096) = —0.63096,

Q

pa imamo da je p(BSh(g,m)) = —0.1, kao i

BSh(¢(g),m) = (0.3 -m({z2},{21}))@ (0.6 - m({22}, &))
© (0.1 m({xo}, {z1, 23}))
= (0.3-(—0.8)) @(0.6-0.4))@(0.1- (—1))
= (—0.24) @0.24@ (—0.1) = 0.

Dakle, (| BSh(g,m) |) >| BSh(¢(g), m) [= 0.

(i) Ako se uzme da je ¢ (z) =z, = € [—1,1], zatim m € M koje je dato
pod (i) i h € M, a koje je definisano sa h(z;) = 0.3, h(zy) = —0.6,
h(z3) = 0.1, tada se dobija ¢(| BSh(h,m) |) = | BSh(¢(h),m) |= 0.

U narednoj teoremi je dokazana Jensenova nejednakost za diskretni bi-

polarni Sugenov integral.

Teorema 4.10. Neka je data fazi bi-meru m € M i rastuca, neparna funk-
cija ¢ : [—1,1] — [—1,1], koja zadovoljava ¢ (x) < x na intervalu [0,1]. Za

funkciju f € §, vazi sledece:
(i) ako je SBSum(¢(f)) >0, tada sledi
¢ (BSu(f,m)) < BSu(p(f), m),

94



(ii) ako je SBSum(p(f)) <0, tada sledi

@ (BSu(f,m)) > BSu(¢(f), m).

Dokaz. Koristice se sledec¢a formula za bipolarni Sugenov integral:
BSu(f,m) =

= (8BShu(D) V| eI Am({ay € X £ 2] o} (s € XS < = | D)
- (4.10)

(i) Neka je SBSum(p(f)) > 0.

Ocigledno, ako se pretpostavi da je SBSum(f) < 0, stroga nejednakost
vazi.

Ako je SBSum(f) > 0, na osnovu (4.10) i leme [3.1f(ii) zakljut¢ujemo:
¢ (BSu(f,m)) =
:SO(\/L | fil ANm({z; e X | f; =] fi |} {z; e X[ ;<= [ [ \})|>
Vi o(1 A (G € X1 21 1Y € X<~ D))
=Vioiel(l fiDne(m{z; € X1 f; 2| fi |}, {z; € XI5 < =1 fi [DD.

Na osnovu uslova ¢ (z) < z na [0,1] i leme [3.1f1), vazi da je:
¢ (BSu(f, m))

<Vime( fi DA Im{z; € XN fi 2 fil} {z; € X f; <= [ fi D)

= Vil fi DAm ({z; € X[ o(f;) 2| o(fi) 1} {z; € XTo(fi) < = e(fi) D]
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BSu(p(f), m).

(ii) Analogno dokazu (i). O
Sledi posledica teoreme [4.10]

Posledica 4.11. Neka je ¢ : [—1,1] — [—1,1], ¢(1) = 1, neparna i strogo
rastuca funkcija, takva da je ¢ (x) > x na [0,1], koja je konkavna na [0, 1].
Za sve [ € Sime M\, ako je BSu(f,m) # 0, tada vaZi

¢ (| BSu(f,m) |) =[ BSu(¢(f),m) | .

Dokaz je slican dokazu posledice [4.9]
Kao kod bipolarnog éilkretovog integrala, moze se uociti da navedena nejed-

nakost vazi ¢ak i ako je navedeni uslov ¢(1) = 1 izostavljen.

Primer 4.7. Neka su funkcija f i fazi bi-mera m date kao u primeru 4.4}

(i) Funkcija ¢ je zadata na sledeé¢i nacin ¢ (z) = sign(x)In(1+ |z|),
x € [—1,1]. Na osnovu primera sledi da je vrednost bipolarnog
Sugenovog integrala funkkcije f jednaka: BSu(f,m) = —0.5. Sledi da
jer

¢ (BSu(f,m)) = —In(1+0.5) =~ —0.40547.

Zatim vazi da je:

BSu(p(f).m) = (2(0)00.6) @ (¢(0.6)/30.4) @ (1 (0.8) O (~0.5))
— (0.4700.4) @ (0.587790 (—0.5))
= 0.4@ (-0.5) = —0.5.

Posto je
o(|BSu(f,m)]) = 0.40547 < 0.5 = | BSu(p(f), m)],
dobija se da je nejednakost u teoremi zadovoljena.
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(ii) Neka je ¢ (z) = %TI‘, z € [—1,1]. O¢igledno, vazi ¢(x) > z, za svako
z € [0,1].

Sledi da je ¢ (BSu(f,m)) = #50 = =2

BSu(e(f),m) = (2(0)®0.6) @ (£(0.6)00.4) @ (¢ (0.8) D (—0.5))
(0.7500.4) @ (0.88889( (—0.5))

= 0.4 (-0.5) = —0.5.

Q

Dakle, nejednakost data u posledici je zadovoljena, jer vazi da je

> 5 = |BSu(e(f), m)].

[GCRIN)
N | —

p(|BSu(f, m)|) =

U slede¢em primeru bic¢e ilustrovano da ako je SBSu,(¢(f)) =0, tada
postoje tri moguénosti:
1) o(BSu(f,m)) = BSu(p(f), m),

2) p(BSu(f,m)) > BSu(p(f), m),
3) @(BSu(f,m)) < BSu(p(f), m).

Primer 4.8. Neka su X i funkcija f dati kao u primeru 2.3 a funkcija
o (z) = sign(z) 2%, v € [-1,1].

(i) Neka je m normalizovana fazi bi-mera, takva da je m({x1, z2}, {z3}) = 0.6,
m({xo}, {z3}) = 0.36 i m(0, {x3}) = —0.36. Sledi da je:

e(BSu(f,m)) = ¢((000.6) @(0.600.36)(0.8D(—0.36))
— £(0.36@(—0.36)) = (0) = 0,

kao i

BSu(p(f),m) = (000.6) @(0.3600.36)@(0.640(—0.36))
= 0.36Q(—0.36) = 0.

Dakle, ¢(BSu(f,m)) = BSu(e(f), m).
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(ii) Neka je m normalizovana fazi bi-mera, takva da je m({x, 22}, {z3}) = 0.6,
m({z}, {z3}) = 0.4 i m((, {z3}) = —0.36. Dobijamo:

o(BSu(f,m)) = ¢((000.6) @(0.600.4)@&(0.8D(—0.36))
= ¢(0.4Q(—0.36)) = ©(0.4) = 0.16,

kao 1

BSu(p(f),m) = (000.6) @(0.3600.4)@(0.640(—0.36))
— 0.36@(—0.36) = 0.

Dakle, p(BSu(f,m)) > BSu(p(f), m).

(iii) Neka je m normalizovana fazi bi-mera, takva da je m({z1, 23}, {z2}) = —0.3,
m({zs},{z2}) = =04 i m({z3},0) = 0.36, kao i ¢ = —f. Tada imamo
da je:

e(BSu(g,m)) = ¢((0D(—0.3)) @(0.60(—0.4))D(0.8D0.36)
— o((~0.4)@0.36) = p(—0.4) = —0.16

kao i

BSu(¢(g),m) = (00(—0.3)) @(0.360(—0.4))@(0.6400.36)
— (—0.36)@0.36 = 0.

U ovom slucaju vazi: o(BSu(g,m)) < BSu(¢(g), m).
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Glava b

Zakljucak

5.1 Zakljucak sprovedenog istrazivanja

U poslednjim godinama, paznja naucnika je usmerena na razvoj novih
fazi integrala gde su skale bipolarne [21], 22, 23]. U okviru ove disertacije su
uvedeni novi tipovi bipolarnih integrala. Jensenov tip nejednakosti ima pri-
menu u mnogim oblastima kao Sto su matematicka ekonomija, verovatnoca,
teorija optimizacije itd. Jensen-Stefensenova nejednakost za integrale sa bi-

polarnim skalama je analizirana u okviru ove disertacije.

Originalni rezultati ove disertacije mogu biti znac¢ajni za razvoj teorije
odlucivanja koja ve¢ ima Siroku primenu ne samo u ekonomiji, ve¢ i u razli-
¢itim inZenjerskim granama i u procesima gde je potrebno doneti odredene

odluke na osnovu ulaznih parametara.

U prvom delu su predstavljene definicija i osobine funkcija agregacija. Po-
red toga, prikazan je pregled osnovnih pojmova, definicija, teorema, primera
i metoda vezanih za fazi mere, fazi bi-mere i fazi integrale. Zatim su poka-
zane pseudo-operacije i simetricne pseudo-operacije, uz navodenje njihovih

osobina.
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Potom, u drugoj glavi su definisani, kao i dati primeri za bipolarne inte-
grale u odnosu na fazi bi-mere. Prikazan je diskretni bipolarni pseudo-integral
[53, B4, 56]. U okviru ovog poglavlja dokazane su dve nove teoreme, koje su
publikovane u [62]. Zatim su prezentovane definicije i data karakterizacija,
bipolarnog éokeovog, bipolarnog éilkretovog i bipolarnog Sugenovog integra-
la, a koji su predstavljeni u [22] 23]. Ovaj tip integrala je proucavan i od

drugih autora [58].

Bazirano na definiciji pan integrala [67], gde je koris¢eno klasi¢no sabira-
nje i mnozenje (+,-), prikazani su originalni rezultati za novi tip diskretnog
bipolarnog pan integrala u odnosu na fazi bi-meru, a koji je publikovan u [59].
Pored toga je i ispitana medusobna veza razlic¢itih tipova bipolarnih dekom-
pozabilnih integrala. U tvrdenju [2.14] ukazano je kada su jednaki bipolarni

integrali.

Nakon toga, u trecoj glavi, dokazane su nove teoreme Jensen-Stefensenovog
tipa za nejednakosti za diskretni bipolarni pseudo-integral u odnosu na
@-dekompozabilnu fazi bi-meru. Ovi rezultati su publikovani u [61 [62]. Po-
sebno su bila razmatrana tri slucaja, u odnosu na tri tipa simetri¢nih pseudo-

operacija.

Na osnovu uslova iz tvrdenja[3.6] tvrdenja[3.10]i tvrdenja[3.11]iz poglavlja

3.1l opSti rezultat za bipolarni pseudo-integral moze se izraziti sa:

0<g0(

Dobijeni rezultati Jensen-Stefensenovog tipa nejednakosti za bipolarni

jff@dm ’ ) < jftp(f)@dm ‘

pseudo-integral nenegativne funkcije su u korelaciji sa odgovaraju¢om ne-
jednakoséu za Sugenov integral koji je prikazan u [47] i za Sokeov integral

koji je prikazan u [33].
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Pored primene novih teorijskih reSenja u okviru naucnih istrazivanja veza-
nih za diskretni bipolarni integral, gledajudi iz pravca primene istih, predlo-
zena nejednakost za bipolarni pseudo-integral moze biti korisna za probleme
odlucivanja gde je primenjena skala sa bipolarnim vrednostima. Ovi rezultati
mogu takode biti primenjeni na aktuarskim modelima za predstavljanje mera

rizika.

U okviru ¢etvrte glave, prikazani su originalni rezultati, koji su definisali
novi bipolarni Sokeov g integral. To je publikovano u [38, 89|, uz navodenje
osnovnih pojmova, definicija, teorema, kao i primera vezanih za ovaj integral.
On moze biti koris¢éen u primeni integrala zasnovanim na fazi bi-merama, a
u cilju reprezentacije modela odluc¢ivanja, ili inZenjerskim problemima. Bi-
polarni Sokeov g integral baziran na odgovarajucoj @-dekompozabilnoj fa-
zi bi-meri se podudara sa specijalnim tipom diskretnog bipolarnog pseudo-
integrala koji je prikazan u [54]. Takode je ispitana Jensen-Stefensenova ne-

jednakost za ovaj integral, a $to je publikovano u [38] 39).

Zatim su predstavljeni originalni rezultati u vidu novih teorema Jensen-
Stefensenovog tipa za bipolarni Silkretov i bipolarni Sugenov integral u od-
nosu na fazi bi-mere, a koji su publikovani u [39, [60]. Pored toga su prikazani

i primeri, koji ilustruju primenu datih rezultata.

5.2 Buduéi rad

Savremeni izazovi modernog sveta, zahtevaju smanjenje i optimizaciju
troskova, povecanje produktivnosti, kao i donoSenje investicionih odluka na
osnovu preciznih matematickih algoritama. Bas iz tog razloga, dolazi do ubr-
zanog razvoja vestacke inteligencije, machine learning algoritama, modela

baziranih na vremenskim serijama, kao i drugih, a koji su zasnovani na prak-
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ti¢noj primeni modela odlucivanja.

Polje primene integrala sa bipolarnim skalama je veoma Siroko. Sledeci
pravac daljeg istrazivanja, odnosno buduceg rada, jeste u smeru razvoja novih
integrala sa skalama koje su bipolarne, a koji bi mogli da nadu primenu u

privredi.
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Osaj Obpaszay uunu cacmasHu 0eo OO0KMoOpcKe oucepmayuje, O0OHOCHO
OOKMOPCKO2 YMEeMHUUKO2 npojekma Koju ce opanu Ha Ynusepzumemy y Hogom
Caoy. Ilonywen Obpazay ykopuuumu uza mexcma OOKmMoOpcKe oucepmayuje,
O0OHOCHO OOKMOPCKO2 YMEMHUYKO2 NPOjeKmd.

[Inan TpeTmaHna nojaraka

Ha3zuB npojexra/ucrpakuBama

Jencen-CredeHCEHOB THIT HEjeJTHAKOCTH 3a HHTerpasie 6a3upane Ha ¢a3u Ou-mMmepama

Ha3uB MHCTHUTYLHje/MHCTUTYIHja Yy OKBHPY KOjHX Ce CIIPOBOIH HCTPAKMBAHH€

a)Yuusepsuter y HoBom Cany, @axkynreT TEXHUUKHAX HayKa

6)

Ha3ue nporpamMa y 0KBHpY KO Ce peajin3yje HCTPAKUBAHE

1. Onuc nmogaraka

1.1 Bpcra cryaumje

Yxpamxo onucamu mun cmyouje y okeupy xoje ce nooayu npuxkynsajy

Y 060j cmyouju nucy npukynwsanu nooayu

1.2 Bpcre nogaTaka
a) KBAHTUTATUBHH

0) KBaIUTaTUBHU

1.3. Hauun npuKyIJbama nojgaTaxka
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a) AHKCTE, YIIUTHUIIN, TECCTOBHU
6) KIIMHUYKE MMPONCHE, MEAUTTMHCKU 3alIMCHU, CIICKTPOHCKHU 3IPABCTBCHHA 3aIIUCH

B) FT€HOTHUIIOBH: HABECTU BPCTY

T') aAMUHUCTPATHBHH MOJIAIN: HABECTH BPCTY

1) y30pLIM TKUBA: HAaBECTU BPCTY

) caumim, ororpacduje: HaBeCTH BPCTY

€) TEeKCT, HaBECTH BPCTY

K) Mara, HAaBeCTH BPCTY

3) OCTaJIO: OIIKMCATH

1.3 ®opmar nopartaka, ynorpedbeHe ckaje, KOJIMUMHa [0JaTaKka

1.3.1 YnorpebsbeHu copTBep U popMaT TaTOTEKE:

a) Excel ¢ajn, narorexa

b) SPSS ¢aji, narorexa

c) PDF ¢ajn, natoreka

d) Tekcrdajn, qarorexa

e) JPG ¢ajn, narorexa

) Ocrano, narorexa

1.3.2. bpoj 3anmca (Ko KBaHTHUTATHBHUX TOJATaKa)

a) Opoj BapujabIu

0) Opoj Mepema (MCITUTaHuKa, IPOIIeHa, CHUMAaKa H CI1.)

1.3.3. TloHoBspeHA MEpEHa
a) na

0) He

YKOIHMKO je 0ATOBOp J1a, OATOBOPUTH Ha cieacha muTama:

a) BPEMEHCKH pa3MaK M3MeJIjy OHOBJLCHUX Mepa je
0) Bapujabie Koje ce BHIIE MTyTa Mepe OJHOCE Ce Ha
B) HOBe Bep3uje (ajioBa KOju caapiKe OHOBJLEHA MEPEha Cy HIMEHOBAHE Kao
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Hanomene:

Ha nu popmamu u cogpmeep omozyhasajy oemerve u dyeopouny 6anuoHOCm nooamaxa?
a) Ma
6) He

Axo je 002060p He, 0Opaznoxcumu

2. [Ipukymbame nogaTaka

2.1 Metoponoruja 3a NpUKyIJbamke/TeHepUCamke MoJaTaKa

2.1.1. Y okBHpY KOT HCTPaKUBAYKOT HALIPTA Cy MOAALM MPUKYIIJBEHH?

a) eKCTIIEpUMEHT, HABECTH THII

0) KOpenaIoHO UCTPAKUBAE, HABECTH TUIT

I_I) aHaJIn3a TCKCTa, HABECCTHU THUII

) OCTaJI0, HABECTH IITa

2.1.2 Hasecmu epcme MepHUX UHCMPYMEHAma iy Cmanoapoe nodamaxa cneyuuunux 3a oopeherny
HAyUHy OUCYUNIUHY (aKo nocmoje).

2.2 KBanurer nojaraka v CTaHapau

2.2.1. TpermaH HenocTajyhux mogaraka

a) [la nmu matpuna cagpxu Henoctajyhe nogarke? Jla He

AKo je 0roBOp Ja, OATOBOPHUTH Ha cieacha nurama:

a) Komnukwu je 6poj Hemoctajyhux momaraka?

0) Jla i ce KOPHUCHUKY MaTpHIle Mpernopydyje 3aMeHa HeaocTajyhux nogaraka? /la He

HanuonanHu noprain oTBOpeHe Hayke — OPen.ac.rs



B) AKO je 0IroBOp J1a, HABECTH CyrecTHje 3a TpeTMaH 3aMeHe HellocTajyhux mogaraka

2.2.2. Ha Koju Ha4YMH je KOHTPOJIMCAH KBaJUTET mojaaTaka? Onucatu

2.2.3. Ha xoju Ha4MH je u3BpIleHa KOHTPOJIa YHOCA Mo/laTaKa y MaTpHIly?

3. TpermMaH mojgaTaka u npareha 1okymMeHTanuja

3.1.TpermaH u 4yBame MOAATaKa

3.1.1. llooayu he bumu oenonosanu y PENO3UMOPUJyM.

3.1.2. URL aodpeca

3.1.3. DOI

3.1.4. Jla nu he nooayu bumu y omeopenom npucmyny?

a) Ja
0) Jla, anu nocre embapea xoju he mpajamu 0o
8) He

Axo je 0020680p He, Hagecmu paznoe

3.1.5. [looayu nehe bumu denonosaru y penozumopujym, anu he oumu uysamu.

Obpasnodcerve
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3.2 Meranoany u JOKyMeHTaIlMja rojaTaKa

3.2.1. Koju crannapx 3a meranoaarke he Outu npumermeH?

3.2.1. HaBectn MeTamomaTke Ha OCHOBY KOjUX Cy MOJAIH ACOHOBAHU Y PETIO3UTOPH]yM.

Ako je nompebHo, Hasecmu memooe Koje ce KOpucme 3a npey3uMdarse noOamaxd, AHaIumuiKe u
npoyedypanue ungopmayuje, LUXo80 Koouparse, demasHe onuce sapujadiu, 3anuca umo.

3.3 Crparerdja u CTaHIap/y 3a YyBambe MMoJIaTaKa

3.3.1. lo kor nepuoja he mojganu OWTH YyBaHH y PEIIO3ZHTOPH]yMY?

3.3.2. la nu he momanu 6utu nenonosanu nox mudpom? Jla He

3.3.3. la 1 he mudpa Out goctymnHa oapeleHoM kpyry uctpaxusada? /la He

3.3.4. la v ce mojany MoOpajy yKIIOHUTH U3 OTBOPEHOT MPUCTYIIA MOCIIEe N3BECHOT BpeMeHa?
Jla He

O0pa3noxuTH

4. Be30eqHOCT MOAATAKA M 3AIITUTA MOBeP/bUBUX MHOpManuja

Ogaj ogesbak MOPA Outy nonymeH ako Bally HOAAIM YKJbYUY]y JUYHE OJATKe KOjU e OJHOCE Ha
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YUECHHKE y UCTpaKUBamy. 3a Apyra HCTpakuBama Tpeba Takole pasMOTPUTH 3aLUTUTY U CUTYPHOCT
1oJlaTaKa.

4.1 ®opmanHu CTaHIAP/U 32 CUTYPHOCT HH(OpMaIHja/moaaTaka

HcrpaxnBauu KOju CIIPOBOAE NCIUTHBAA C JbYIFMA MOPajy Jia ce MPUIpKaBajy 3aKoHa O 3aIITHTH
nonaraka o yanHocTu(https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) u
oarosapajyher HHCTUTYIIHOHATHOT KOAEKCA O aKaJeMCKOM HHTETPHUTETY.

4.1.2. [1a 1u je ucTpaxkuBame 0100peHo o1 cTpane eTnuke komucuje? a He

Ako je oarosop [la, HaBeCTH JaTyM U Ha3UB €TUYKE KOMHCH]€ KOja je 0100puiIa UCTPaKUBAE

4.1.2. la mu nojauy ykJbyuyjy JIMUHE [MOJAaTKe yUEeCHUKa y UcTpakuBamwy? la He

AKO je 0JITOBOD J1a, HABEUTE HA KOjU HAYWH CTE OCHTYPAaJIH MOBEPJHHBOCT U CUTYPHOCT HH(pOpMaIyja
BE3aHUX 3 UCIIUTAHUKE:

a) Tomaiu HUCY Y OTBOPEHOM MPHCTYITY
0) [onmanu cy aHOHUMU3HUPAHU
1) Ocralo, HaBeCTH ITa

5. locTynHoCT moAaTaka

5.1. llooayu he bumu
a) jasno docmynuu
6) OOCMYNHU CAMO YCKOM Kpy2y UCmpaxicusaya y oopehenoj Hayunoj obnacmu

y) 3ameopenu

AKo cy nooayu 00cmynuu camo YCKOM Kpy2y UCHpaircuéaya, Hagecmu noo KojuM ycioeuma mMozy 0d ux
Kopucme:

AKo ¢y nooayu 0ocmynuu camo YCKoOM Kpy2y UCmpaxrcueayd, Hagecmu Ha KOju Ha4uH Mo2y
NPUCIYRUMU NOOAYUMA:
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5.4. Hasecmu nuyenyy noo xojom he npukynmsenu nooayu Gumu apxusupani.

6. Yiore u o1roBopHOCT

6.1. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy 61acHuUKa (aymopa) nooamaxa

6.2. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe Koja 00picasa mampuyy ¢ nooayuma

6.3. Hasecmu ume u npesume u mejnr aopecy ocobe koja omozyhyje npucmyn nooayuma opyeum
UCMPAdICUBAUUMA
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