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Odavde je pomeranje klina

+— OB = Lsm(a—G)

sin «v
pa se diferenciranjem po vremenu dobija brzina klina

cos(aw —0)

r = —1L 0 b
. sinae (5)
Kineticka energija sistema je
2 M. 2 11 2 M _,co8*(a—90) .2
= —J 0 + mL*0 + —L*~——— ¢ .
v Tt T a3 T3 sin® o

Pocetna kineticka energija sistema jednaka je nuli a kad stap dodirne pod
ona iznosi

1 2 M .2
Ey(0=0)= émLQHO + 7L260 cot? o

Zakon o promeni kineticke energije glasi
Ek(e e 0) — By = Amg7

odnosno ) f ., ) I
EmLQQO % ?L290 cot? a = mgo sin 0.

Konaé¢no se odavde dobija

2 3mg sin 6
~ L(m+3Mcot?a)’

a iz (b) brzina klina

3mgL sin 6y

(0 =0) = .
x( O) mtan? o + 3M

3.6 Obrtanje tela oko nepokretne tacke

3.6.1 Osnovni pojmovi

Ako je kretanje krutog tela ograni¢eno samo jednim nepokretnim sfernim
zglobom, za koji je telo vezano, onda se radi o obrtanju krutog tela oko
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nepomicne tacke. Pri ovom kretanju telo se u svakom trenutku vremena
obrée oko pokretne ose koja prolazi kroz sferan zglob.

Najjednostavniji, a mozda i najocigledniji, primer ovakvog kretanja
je kretanje ¢igre dok joj vrh ostaje nepokretan na ravni po kojoj se ¢igra
vrti. Ova Cigra ima vaznu osobinu da ako se udari po vrhu, a dok se
vrti dovoljno brzo oko svoje ose simetrije, vrh ¢igre ne skrece u praveu
udarca veé¢ u pravcu normale na pravac udarca. Sta vise, posle nekoliko
oscilacija, vrh ose ¢igre se vrata u polozaj koji je imao pre udarca.

Ova osobina ¢igre odavno je privlacila paznju
z ne samo naucnika nego i mnegih drugih ljudi.
1852. godine francuski fizicar Leon Fuko® je
dokazao obrtanje zemlje pomocu pribora ¢iji je
glavni deo bila uravnotezena cigra. Fuko je svoj
pribor nazvao giroskop. Od tada svako telo koje
se obrée oko ose koja moze da menja pravac
u prostoru ali uvek prolazi kroz jednu tacku
naziva se giroskop. Zbog svojih neuobicajenih,
ali ¢oveku potrebnih, osobina giroskop se koristi
u mnogim oblastima tehnike.

B(xp.yp2p)

Slika 3.46:

Broj stepeni slobode kretanja

Polozaj tela u prostoru odreden je sa polozajem tri tacke tela koje ne
leze na istom praveuw. U nepokretnoj tacki O usvoji se koordinatni poce-
tak nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz. Posto je nepokretna tacka
O kruto vezana za telo, polozaj tela u prostoru je potpuno odreden sa
polozajem jo§ dve njegove tacke A i B (slika 3.46). Zbog krutosti tela
Sest Dekartovih koordinata tacaka A i B, odnosno x4, ya, 24, B, yYg 1
2, zadovoljavaju uslove konstantnosti rastojanja izmedu sve tri tacke O,
A1 B

AB = \/(zp—14)2+ (yg —ya)? + (25 — 24)% = const.,

OB = \/xp*+yp?+ 2p2 = const.,

OA = 22+ ya?+ 242 = const. (3.80)

Iz ovih jednacina mogu se bilo koje tri koordinate, na primer x4, xp,
i yp, izraziti kao funkcije preostale tri nezavisne koordinate, na primer

3 Jean Bernard Léon Foucault, 18. 09.1819 - 11. 02. 1868
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YA, 24, 1 2B, Pa je broj stepeni slobode sfernog kretanja tri. Jednacine
(3.80) predstavljaju tri jednacine veza izmedu koordinata. Broj stepeni
slobode je ukupan broj parametara potrebnih za odredivanje polozaja
tela umanjen za broj veza, zna¢i Sest manje tri je tri.

Dalamber-Ojlerova teorema

Pri obrtanju tela oko nepomicne tacke O svaka
tacka tela se kre¢e po povrsini sfere sa centrom
u tacki O (slika 3.47).

Neka su tacke A i B odabrane tako da im je
rastojanje od tacke O jednako, odnosno OA =
OB. Opise se sfera kroz te dve tacke sa centrom
u tacki O (Slika 3.47). Neka je u trenutku ¢
polozaj tela odreden polozajem tacaka A i B
koje formiraju luk velikog kruga na sferi, a u
trenutku ¢ + At lukom A;B;. Veliki krug na

Slika 3.47: sferi je krug koji je presek sfere sa bilo kojom

ravni koja prolazi kroz centar sfere. Spoje se

tacke A 1 Ay, B i B; lukovima velikih krugova. Iz sredine lukova AA;

i BB; povuku se sferne normale, koje su takode lukovi velikih krugova.

Te sferne normale se seku w tacki P na povrsini sfere. Sferni trouglovi

ABP i A B, P su podudarni, jer su im sferne stranice, odnosno lukovi,
jednaki

AB —A,B;, AP — AP, BP = B,P.

Spoje se tacke O i P. Ako se tacka P sfernog trougla kruto veze za sferu,
onda se sferni trougao ABP dovodi do poklapanja sa trouglom A, B, P
obrtanjem za neki ugao Ay oko pravca OP. Pravac OP se naziva osa
kona¢nog obrtanja. Osa kona¢nog obrtanja je uopstenje pojma centra
konaénog obrtanja ravanskog kretanja.

Ove ¢injenice predstavljaju sadrzaj Dalamber*-Ojlerove teoreme: Sva-
ko pomeranje tela, pri sfernom kretanju oko nepokretne tacke O, iz jednog
u drugi polozaj, moze se ostvariti jednim obrtanjem oko ose O P koja pro-
lazi kroz tacku O.

4J.D’Alembert 1717 — 1783
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Ako je Ay konacan ugao obrtanja tela oko ose OP za vreme At,
onda je srednja ugaona brzina tog obrtanja w, = Ap/At. Vektor srednje
ugaone brzine konac¢nog obrtanja ', pada u pravac ose OP, a smer
mu je u skladu sa smerom obrtanja. Kada se pomeranje tela obavi za
infinitezimalno malo vreme dt, iz jednog u drugi infinitezimalno bliski
polozaj, onda je i ugao obrtanja dy infinitezimalno mali. Pri infinite-
zimalnom pomeranju srednja ugaona brzina tezi ka trenutnoj ugaonoj
brzini w = ].imAt_)O% = Ccll—f, a odgovarajuéi vektor W' je u pravcu
odgovarajuceg trenutnog polozaja pravca OP. Sferno kretanje u kona-
¢nom vremenskom intervalu odvija se beskona¢nim nizoem obrtanja oko
trenutne ose obrtanja, koja stalno menja svoj polozaj u prostoru prolazeci
pri tom kroz nepokretnu tacku O. Trenutna osa obrtanja tokom kretanja
opisuje povrsinu u prostoru sa temenom u mepokretnoj tacki O. Zbog
promenljivosti pravca ugaone brzine tokom kretanja ugaono ubrzanje =,

koje je izvod po vremenu ugaone brzine, odnosno €=w, ne pada u
pravac ugaone brzine, ali takode prolazi kroz tacku O. I ovaj vektor
tokom vremena svojim kretanjem opisuje drugu povrsinu u prostoru sa
temenom u tacki O.

Ako je @ trenutna ugaona brzina krutog tela pri njegovom obrtanju
oko nepokretne tacke onda tacka M u telu, ¢iji je polozaj u odnosu na
nepokretnu tacku O odreden vektorom polozaja 7, ima brzinu

Ty=wXxT. (3.81)

Napomenimo da su brzine svih tacaka tela na trenutnoj osi obrtanja
jednake nuli.

Ojlerovi uglovi

Posto telo koje se obrce oko nepokretne tacke ima tri stepena slobode
kretanja, njegov polozaj u prostoru odreden je sa tri nezavisna parametra.
Skoro uvek, tri parametra koja odreduju polozaj tela pri sfernom kretanju
su tri ugla. U raznim oblastima mehanike i tehnike ovi uglovi se biraju
na razne nacine. Od svih tih nac¢ina najstariji je onaj koji se pripisuje
Ojleru i koji se ovde koristi.

Neka se u nepokretnu tacku O postavi nepokretni koordinatni sistem
Ozxyz (Slika 3.48). Za telo se veze koordinatni sistem O&ns. Ovaj koor-
dinatni sistem se krete zajedno sa telom i jednoznacno odreduje polozaj
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tela u odnosu na nepokretni koordinatni sistem. Polozaj pokretnog ko-
ordinatnog sistema u odnosu na nepokretni odreden je sa tri nezavisna
ugla koji se nazivaju Ojlerovim uglovima. Iz polaznog polozaja tela, kada
se koordinatne ose &, n i ¢ poklapaju sa osama z, y i z, telo se dovodi u
proizvoljan polozaj posle tri obrtanja. Ta obrtanja su za kona¢ne uglove
pa, zbog poznate zavisnosti krajnjeg polozaja tela od redosleda izvrsenih
obrtanja, odnosno zbog nekomutativnosti pri sabiranju obrtanja, mora
se slediti sledeci red ta tri obrtanja:
1. Prvo obrtanje. Zaokrene
se pokretni koordinatni sistem za
2,661 ugao 1 oko ose z u pozitivnom
matematickom smeru. Ovaj ugao
n se naziva ugao precesije. Polozaj
koordinatnih osa O&;n,(;, posle
0 ﬂ nm tog obrtanja, prikazan je na slici
0 3.48. " Pravac ose &;, odnosno
vy pravac ON, naziva se ¢vorna osa.
2. Drugo obrtanje. Zaokrene
se telo oko ¢vorne ose &; za ugao
0 u pozitivnom matematickom
Nee & smeru. Ugao 6 se naziva ugao
Slika 3.48: nutficije. Posle ovog olv)rt.anja, ko-
ordinatne ose su u polozaju £,7,(5.
Ravan O¢&,n, zaklapa ugao 0 sa nepokretnom horizontalnom ravni Oxy.
3. Trece obrtanje. Telo se obrne za ugao ¢ oko ose ¢, u pozitivhom
matematickom smeru. Ovaj ugao se naziva ugao sopstvenog obrtanja.
Posle ova tri obrtanja, telo dolazi u krajnji polozaj, odnosno koordi-
natne ose dolaze u krajnji polozaj O&nc.
Poznate zavisnosti uglova precesije, nutacije i sopstvenog obrtanja u
funkeiji od vremena

Y= ¢(t)a 0= 9(t>’ ¥ = Qp(t)v (382)

su zakoni sfernog kretanja tela.

56

x, &

Vektor trenutne ugaone brzine

Obrtanje tela oko nepomicne tacke je slozeno kretanje od tri obrtanja oko
tri ose koje se seku u nepokretnoj tacki. Odgovarajuci vektori ugaonih
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brzina su: ugaona brzina precesionog obrtanja (Slika 3.49)

=0k =w, k, (3.83)
ugaona brzina nutacije
Wp=07 =w,7, (3.84)

i ugaona brzina sopstvenog obrtanja

W=V =w V. (3.85)
— = =
gde su ¢, j i k jedini¢ni vektori nepokretnog koordinatnog sistema
Oxyz, N\, I i 7 jedini¢ni vektori pokretnog koordinatnog sistema O&ng,
a 7 je jedini¢ni vektor u pravcu évorne ose.
Ukupna ugaona brzina @ obrtanja tela oko nepokretne tacke O iznosi

— =

W=wgt W+ W, (3.86)

Ojlerove kinematicke jednacine

U prethodnom izlaganju, vektor
ugaone brzine ima tri komponente,
koje nisu medusobno normalne. Ako
se ova tri vektora projektuju na ose
nepokretnog Ozyz ili pokretnog O&ng
koordinatnog sistema, onda se dobi-
jaju projekcije ugaone brzine na tri
medusobno normalne ose.

Vektor ugaone brzine nutacije o,
pada u pravac ¢vorne ose, a vek-
tor ugaone brzine sopstvenog obr-
tanja w, u pravac ose ¢, pa su nji-
hove projekcije na ose pokretnog ko-
ordinatnog sistema O&ng ocigledne.
Vektor ugaone brzine precesije ?p
Slika 3.49: pada u pravac ose z, a nalazi se u

vertikalnoj ravni On,z¢, i zbog toga
projekcija tog vektora na ravan O&n
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iznosi ¢ sin @ i pada u pravac ose 7,.

Konacne projekcije vektora ugaone brzine w (3.86) na ose pokretnog
koordinatnog sistema O&ns glase (Slika 3.49)

we = Y sinfsin ¢ + 0 cos @,

Wy = Ysinf cos o — Osin g,

we = tcosh+ . (3.87)
Ove jednacine se zovu Ojlerove kinematicke jednacine za pokretni koor-

dinatni sistem.
Vektor ugaone brzine u pokretnom koordinatnom sistemu ima oblik

W= (JJ&'T +w, l Fwe . (3.88)

Intenzitet ugaone brzine obrtanja je

w = \[W§ + Wk + Wi, (3.89)

. — .
a pravac vektora ugaone brzine «w u ednosu na ose pokretnog koordi-

natnog sistema O&ng odreden je sa
cos (W, T) =Y o (W, ;W)= “n cos (W, V) = v (3.90)
w w w

Pri projektovanju ugaone brzine W na ose nepokretnog koordinatnog
sistema Ozyz dobija se

w, = 0costp+ psinfsini,

Wy = O siny — psinf cos 1,

w, = 1+ @cosh. (3.91)
Ove jednacine se zovu Ojlerove kinematicke jednac¢ine za nepokretan ko-

ordinatni sistem.
Vektor ugaone brzine u nepokretnom koordinatnom sistemu ima oblik

— - - -
W=we it ftwyJ tw k.

Intenzitet ugaone brzine obrtanja je

— w2 2 2
W= 4/wz twy+ws,
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. — .

a pravac vektora ugaone brzine «w u odnosu na ose nepokretnog koordi-
natnog sistema Ozyz odreden je sa

— Wy — w — 77 Wy

cos<(W, i)=—", cos<(W, j)=-2, cos<t(w,k)=—,

w w w

- L . .
gdesu 7, 5 i k jedini¢ni vektori osa x, y i z.
3.6.2 Glavni moment koli¢ine kretanja

Posmatramo tacku M mase dm koje pripada telu koje vrsi sferno kretanje
oko tacke O. Ako je 7 vektor polozaja tacke M u odnosu na tacku O,
a brzina tacke 7', elementarni moment koli¢ine kretanja mase dm iznosi

dL, =7 x vdm. (3.92)

Iz Kinematike je poznato da je brzina kretanja ta¢ke pri sfernom kretanju
tela vektorski proizvod ugaone brzine obrtanja tela W oko nepokretne
tacke O i vektora polozaja tacke 7, odnosno

T=WwxT. (3.93)

Zamenom (3.93) u (3.92) elementarni moment koli¢ine kretanja dobija
oblik N
dLo =7 x (& x 7 )dm, (3.94)

odnosno posle transformacije dvostrukog vektorskog proizvoda
Lo =0 (T7)dm— 7 (T7)dm, (3.95)

gde su izrazi u zagradi skalarni proizvodi dva vektora. Polozaj tacke M
u koordinatnom sistemu £{n¢ odreden je vektorom polozaja

T =N+ (T (3.96)
Koristeci (3.88) i (3.96) skalarni proizvodi u (3.95) postaju

(
(

T = =84+
T) = we& + wyn + weC. (3.97)

Sl |
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Zamenom (3.97) u (3.95) sledi

NH + (V) (§we + nwy + Cwe)dm, — (3.98)
odnosno nakon sredivanja i integraljenja

— — 9 9 —
Lo = weh | P+ dm—X [ (Enwy+ EClog)dm

(M (M)

)
—I—wnﬁ> (52 + CQ) dm — 1 /(fnwg + nCwe)dm
M)

( (M)
tw v / (&€ +n*)dm -V / (ECwe + nCwy)dm. (3.99)
(M) (M)

Koriste¢i oznake za aksijalne (3.13) i centrifugalne (3.14) momente in-
ercije, dobija se ukupna vrednost momenta koli¢ine kretanja krutog tela
pri njegovom obrtanju oko nepomicne tacke O

Lo=LeX+ L+ L7, (3.100)

gde su L¢, L, i Le momenti koli¢ine kretanja krutog tela za koordinatne
ose pokretnog koordinatnog sistema &, 1 i ¢

Le = Jewe — (Jeggwn + Jecwe) s
L, = Jyw,— (Jnﬁwﬁ + Jncwc),
LC = J<w< — (J@Ldg + Jcnwn). (3101)

Ako su ose £, 111  glavne centralne ose inercije, moment koli¢ine kretanja
tela (3.100) ima oblik

Lo=Jewe A + Jywy i + Jew V| (3.102)

jer su za glavne centralne ose inercije centrifugalni momenti inercije jed-
naki nuli.
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3.6.3 Kineticka energija tela

Posmatrajmo materijalnu tacku mase dm koja pripada telu koje se obrce
oko nepokretne tacke O. Ako je brzina tacke ¥ onda njena kineticka
energija iznosi
1 1

dE), = 5(7 -0 )dm = §v2dm. (3.103)
Koristeti relaciju za brzinu tacke tela koje vrsi sferno kretanje (3.93), kao
i vektore polozaja (3.96) i ugaone brzine (3.88), odreduju se projekcije
brzine tacke na ose pokretnog koordinatnog sistema &, n i ¢

ve = Cuy = we, Uy = Ewe — (e, v = 1w — EWn: (3.104)

Kako je kvadrat intenziteta vektora brzine zbir kvadrata projekcija brzine
(3.104) na pojedine ose

v? = vf 4 vl + 0§, (3.105)
elementarna kineticka energija prema (3.103) glasi
1
dE, = édm [(Cwn — nw<)2 + (fwe —= ng)z + (nwe — fwn)ﬂ . (3.106)

Nakon sredivanja izraza (3.106) i integracije po ukupnoj masi tela, sledi
da je ukupna kineti¢ka energija tela

B = i / (G2 i+~ / (€ + C)dm + L2 / (€ + )dm

2 2" 2
(M) (M) (M)
— Wy, / Endm — wewe / £Cdm — wywe / nCdm. (3.107)
(M) (M) (M)

Uvodeci oznake za aksijalne (3.13) i centrifugalne (3.14) momente iner-
cije, kineticka energija (3.107) postaje

1
Ei = 5 (Jewe + Jywy + Jewg) = Jenwewn — Jecwewe = Tyconwc. (3.108)

Ako su ose &, 11 ¢ glavne ose inercije, kineticka energija tela koje se obrée
oko nepokretne tacke O iznosi

1
Ep = 5 (Jewe + Jywy + Jewe) - (3.109)
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Direktnim rac¢unom moze se proveriti da je tacna i sledeca vrlo korisna
veza

9F, =W - Lo. (3.110)

3.6.4 Modifikovane QOjlerove jednacine obrtanja tela
oko nepokretne tacke

Neka na telo koje se obrée oko nepomicne tacke O deluju spoljasnje sile
ﬁ

_>
F'; i spreg momenta 9. Za ovo kretanje krutog tela tela promena mo-
menta koli¢ine kretanja tela za nepokretnu tacku O jednaka je zbiru
momenata za tacku O svih spoljasnjih sila i sprega koji deluju na dato

telo, odnosno
ﬁ

dLo - - —TF.
=M Mg 3.111

— —
gde je M 5 ‘moment sile F'; za ta¢ku O. Neka se telo okrece ugaonom brzi-
—_ . . . . e o .

nom «, a pokretni koordmat_ng sistem, koji je postavljen u nepokretnu
tacku O, ima ugaonu brzinu €2 koja se razlikuje od ugaone brzine tela.
Ovaj pokretan koordinatni sistem se zove Rezalov koordinatni sistem.
Projektujmo (3.111) na ese Rezalovog koordinatnog sistema.

U prethodnom poglavlju jeizrazom (3.100) prikazan moment koli¢ine
kretanja tela za tacku O u obliku

Lo=LeX + L, + L7, (3.112)
gde je

Le = Jewe — (Jegwn + Jecwe)
Ly, = Jywy = (Jpewe + Jpewe),
LC = JCWC — (JQQJ& + Jgnwn). (3.113)

Brzina promene vektora momenta koli¢ine kretanja ima dve komponente.

dL dL dL
0] 0] O
_ . 114
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Prva komponenta je usled promene intenziteta vektora momenta koli¢ine

kretanja
ﬁ
dL o) dLg - dL — dLC —
= A U A1
(dt) a " Ta e (8:115)
a druga usled promene pravca vektora momenta koli¢ine kretanja
dL
- =
( O) =Qx Lo. (3.116)
dt )

Za vektore ugaone brzine
Q=0 + Q7 + 7, (3.117)

i momenta koli¢ine kretanja (3.112) brzina promene pravca vektora mo-
menta koli¢ine kretanja (3.116) iznosi

.

dLO -

( = ) = M (LeQy — LyQe)+ H(LeQ¢ — L) + V(L Qe — LeQy).
2

(3.118)
Zamenom (3.115) i (3.118) u (3.114) dobija se
dLO ~~ dLg
a M (L — LnQC))
< + (Lefde — Lcﬁg))
dL
+7<ELMMQ—Qm0. (3.119)

Projektovanjem (3.111) uz (3.119) na ose pokretnog koordinatnog sis-
tema dobijaju se modifikovane Ojlerove jednacine kretanja

dLe =
dt(Lm L) = M+ M,
dL, =
- — (LeQe — LeQe) = M+,
dLC -

- — (L — L) = M+ M. (3.120)
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3.6.5 Ojlerove jednacine obrtanja tela oko
nepokretne tacke
U slucaju da se pokretni koordinatni sistem krece istom ugaonom brzi-

nom kao i telo, odnosno ako je Q= W, jednacine (3.120) se transformigu
u obi¢ne Ojlerove jednacine

dL =
d—f — (Lywe — Lewy) = Mg "+ Mg,
dL =
W — (Lewe — Lewe) = M, 4 My
dL¢ 7,
dt (ngn anﬁ) = MC + mC. (3121)

Ako su ose &, n i ( glavne ose inercije, a projekcije momenta koli¢ine
kretanja date u obliku (3.102), Ojlerove diferencijalne jednacine kretanja
(3.121) glase

d —
Jﬁ—;f — (Jy —ddwwe = M+ D,
dwy,
J,,E —(T: = Twew, = MWF + M,
d —
JC% e — Jwewy, = MEi 4+, (3.122)

Ove jednacine je izveo 1765 g. Ojler. Vidi se da one predstavljaju
sistem od tri spregnute nelinearne diferencijalne jednacine po nepoznatim
projekcijama ugaone brzine we,w, 1 w¢ tela na pokretne ose &, 1 i ¢
koje se krectu zajedno sa telom Zmaci, ovde je zadatak da se za zadate

momente spoljasnjih sila M, F , M, i M, Fi ' i sprega M i za zadate pocetne
uslove kretanja sistem OJler0v1h Jednacma integrali. Napomenimo, da
ovaj problem nije ni malo jednostavan jer su te jednacCine spregnute i
nelinearne. Odnosno, sve nepoznate we,w, i we ulaze istovremeno u
sve jednacine sistema (3.122) na nelinearan nacin $to problem njihove
integracije jako usloznjava. Medutim, ¢ak i ako se nadu ugaone brzine
we, wy 1 we u funkeiji vremena zadatak o kretanju jo$ nije resen. Naime,
ako smo iz Ojlerovih jednacina uspeli da nademo projekcije ugaone brzine
na glavne ose inercije &, n i ¢ u funkciji vremena

we = we(t),  wy =wy(t),  we=we(t), (3.123)
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moraju se jos§ integraliti Ojlerove kinematicke jednacine (3.87)

we = &sin@sing@ + 0 cos ©,
Wy = Y sinf cos p — 9Sin90,
we = Pcosh+ @, (3.124)

uz zadate pocetne uslove za Ojlerove uglove, da bi se nagli Ojlerovi uglovi
u funkciji vremena

v=9(t), 0=001), ¢=e) (3.125)

Medutim ove jednacine nisu jednostavne za integraciju. I danas, u
literaturi postoji samo nekoliko specijalnih problema obrtanja tela oko
nepokretne tacke koji su reseni do kraja. Ojlerove jednacine (3.124) su
jednostavne za primenu ako je zadato kretanje a traze se momenti koji
ostvaruju to kretanje.

Primer 49 Tanka kvadratna ploca strane a © mase M vezana je temenom
O za sferan zglob i postavljena w miru u ravan tako da je ugao izmedu
normale na plocu i ose z ugao Op. Ploca pocinje da pada usled sopstvene
tezine, tako da joj iwvica OB stalno klizi po glatkoj horizontalnoj ravm
Ozy. Pri ovom kretanju ploce njen poloZaj u prostoru Oxzy je odreden
polozajem ivice ploce OB u odnosu prema osi Ox,odnosno uglom prece-
sije ¥, 1 polozajem normale na plocu, odnosno uglom nutacije 0 izmedu
normale na plocu i ose Oz. Znaci ovo kretanje ploce ima dva stepena slo-
bode kretanja. Koliki su ovi uglovi v i 0 kada ploca dodirne horizontalnu
ravan (Slika 3.50). U pocetnom poloZaju stranica plote OB poklapa se sa
pravcem ose Ox.

Posto su veze idealne a tezina ploce je potencijalna sila, za vreme
ovog kretanja vazi zakon o promeni kineticke energije

Ey — Eyo = Ao (a)

Osim toga sve spoljagnje sile, a to je tezina ploce i vertikalna reakcija
podloge na plocu, nemaju momenat za osu Oz. Znac¢i posto je I, +
3" MFi =01z (3.111) sledi da je
i=1

drL,
dt

=0,
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odnosno
L, = L,y = const. (b)

Posto je problem sa dva stepena slo-
bode kretanja dve skalarne jednacine (a) i
(b) su dovoljne za resavanje problema. Osa
7 je normalna na ravan simetrije ‘ploc¢e pa
je ona glavna osa inercije, odnosno mora
biti Je, = 01 J¢, = 0, pa kineticka energija
ploce (3.108) ima oblik

1
Ek = 5(ngg—i‘g]nw?]—'n]cwg)—J&wng, (C)

gde su momenti inercije A= J; = J., B =
Jy 1 C = Je. Koristeéi Ojlerove jednacine
Slika 3.50: (3.87), a poste je u ovom problemu ¢ = 0
tokom kretanja, dobija se

wd =N, (3.126)
Wi, — sin 6,
we = Y cos .

Ploca je bila u miru u pocetnom trenutku vremena pa je Fyo = 0.
Ako je u pocetnom trenutku vremena ploca imala nagib 6 = 6, sa ravni
Ozz a u proizvoljnom polozaju f onda je rad sile zemljine teze ploce

A = Mgg(cos 0o — cosB).
Sada izraz (a) postaje

{A92 +1p [w(A cos? A 4+ Bsin?0) — 200 cos 9] } = Mgg(cos Go—cosb).
(d)

DN | —

Moment koli¢ine kretanja za osu Oz iznosi

L.= (Lo k).
sto zbog (3.112) iznosi
Lo=Le(X - K) + Ly(7 - K) + Le(V - F).
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Posto je

— — _, = _, =
(XN k)=cos(90°) =0, (%-k)=rcos(90°—0) =sind, (V- k)= cosb,

dobija se
L,=L,sin0 + L¢cos0.

Sada, koriste¢i (3.113) i pocetne uslove kretanja sledi da je

L. = L.o=1(Bsin?0 + Acos*6) — Chcosf = 0. (e)
Potrebno je izracunati momente inercije
0 a n A,BiC. Sa slike 3.51 imamo
: 2
a A=J£=Jc=//Cdm,
dg
(M)
£ a posto je dm = pad&, gde je p masa po jedinici
povrsine ploce, dobija se
Slika 3.51: a 5 e
a a
pa [ g = pay = 25

0
gde je M = pa® masa ploce. Dalje je

2Ma?

B sy~ [+ him =20 =21

(M)

C=Jg = //&dm,
(4)

a posto je dm = pdédn sledi

0=p7&%7amzp& Ma”
A

4 4
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Koriste¢i ove momente inercije i (e) i (d) dobija se

92_489 1+ sin?6
~a T+25sin’6

pa je ugaona brzina ploce u trenutku pada ploce na horizontalnu podlogu,
odnosno za 0 = /2

(cos By — cos ),

QZ:W/Q = Eg cos 0.
Koriste¢i dobijene momente inercije i relaciju (e) dobija se
3 Ocost
41 +sin?0’
odnosno posle integracije i odredivanja integracione konstante iz uslova
dajezat=0,0=0iv¢ =0

) =

) = Z[arctan(sin ) — arctan(sin p)].

U trenutku pada ploc¢e na horizontalnu povr§inu, odnosno kada je 6§ =
7/2, ugao precesije iznosi

=] W

Vop/2 = [% — arctan(sin 6p)].
3.6.6 Stabilnost obrtanja uravnotezenog giroskopa
oko glavne ose inercije

Postavimo nesimetriéno kruto telo tako da mu teziste bude u nepokretnoj
tacki oko koje se vrsi obrtanje. Ojlerove diferencijalne jednac¢ine kretanja
(3.122) takvog uravnotezenog ali nesimetri¢nog giroskopa sa glavnim cen-
tralnim momentima inercije Jg, J, i Je su

Jewe = (Jy — J)wgwe =0,

Inion — (Je = Je)wewe = 0,

JC(’UC - (Jg — Jn)wgwn = 0, (3127)
gde su we¢, w, 1 we projekcije trenutne ugaone brzine na glavne ose iner-

cije koje su kruto vezane za telo. Ispituje se stabilnost takvog obrtanja
giroskopa. Jedno resenje ovih jednacina kretanja glasi

we=0, w,=0, wc=uwe = const., (3.128)
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a to je obrtanje tela oko glavne ose inercije ¢ konstantnom ugaonom
brzinom w¢y. Ovakvo obrtanje giroskopa se zove stacionarno obrtanje
giroskopa. Ovakvo kretanje se ostvaruje ako je ukupna ugaona brzina u
pocetnom trenutku kretanja usmerena u pravcu ose (. Na potpuno isti
nacin stacionarno obrtanje giroskopa moze biti i oko osa £ i 7.

Za ispitivanje stabilnosti ovog stacionarnog obrtanja giroskopa, giros-
kop se izvede malo iz stanja stacionarnog kretanja zbog pojave pore-
mecaja ugaonih brzina wf, w; i w. Posle nastajanja poremecaja ugaone
brzine tela su zbir Stac1onarn1h vrednosti i poremec¢aja, odnosno

wpe =0+ wg, wpy=0+wy, wpe = weo+ we. (3.129)

Poremeceno kretanje giroskopa je dato sa jednac¢inama oblika (3.127)

Jewpe = (Jy = Jo)wpmwpe = 04
Inpn — (Jo = Je)wpcwpe, = 0,
Jewpe = (Jg =p)wpewpy ="0. (3.130)

Ako se (3.129) zameni u jednacine (3.130) i zanemare proizvodi pore-
mecaja kao male veli¢ine drugog reda, debijaju se linearne diferencijalne
jednacine malih poremeéaja

ngz o (‘]77 — JC)WC()CU:} = 0,
an; — (‘]C — JE)WCOWE = 0,
Jeit = 0. (3.131)
Iz jednaéine (3.131); sledi da je
w¢ = const. (3.132)

Diferenciranjem jednacine (3.131); po vremenu i koriséenjem jednacine
(3.131)a, sledi

. (Je = In)(Je = Je) )
O + wey | wi = 0. (3.133)
¢ ( Je @)
Za
(Je = ) (Je = Jg) > 0, (3.134)

diferencijalna jednacina (3.133) ima oscilatorno resenje
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wi = Cy cos(wyt + Cs), (3.135)

gde su (] i (5 integracione konstante koje se odreduju iz pocetnih uslova,
dok je wy frekvencija oscilovanja

Je = ) (Je = J,
wf:wco\/( < 32§< &) (3.136)
n

Zamenom prvog izvoda resenja (3.135) u (3.131); i korisCenjem izraza
(3.136) dobija se
. Je [Je—Je .
wy =04 ji ﬁ sin(wyt 4+ Cy). (3.137)
Prema navedenom, resenja (3.135) i (3.137) postojeako je ispunjen uslov
(3.134), odnosno ako je

JC > J777 JC > Jg, (3138)
ili

‘]C < ‘]777 JC < Jg. (3139)
Uslovi (3.138) i (3.139) predstavljaju uslove
R stabilnosti inercijalnog obrtanja uravnotezenog
giroskopa. Iskazano recima: obrtanje uravnote-
7 zenog giroskopa je stabilno ako se obrtanje
> odvija oko glavne ose inercije za koju moment
o inercije ima najmanju J = J;, ili najvecu
J = Jmax vrednost. Obrtanje oko ose kojoj
Ny n odgovara srednji moment inercije J, odnosno
e kada taj moment inercije J zadovoljava uslov
(‘}/ Jmin < J < Jmax je nestabilno. Tada se, pri
proizvoljno malom poremecaju vektor trenutne
Slika 3.52: ugaone brzine w udaljava od svog pocetnog

polozaja za kona¢nu veli¢inu.

Ako se iz izraza (3.135) i (3.137) eliminige
vreme i koristi (3.136) dobija se

(«) (@) (3.140)

+
2 Je Je—J,
(C)? ()55
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U prostoru Owfw;w¢ (Slika 3.52) ovo je prav elipticki konus, gde je osa
Ow; vertikalna a ravan Owgw, normalna na nju. Presek neke ravni koja
u preseku te ravni i ose Ow}. Ako su pocetni poremetaji mali, sledi
da je i integraciona konstanta C; mala, pa su kretanja (3.135) i (3.137)
ogranicena. Kretanje je stabilno i ugaona brzina se krete po.pravom
eliptickom konusu vrlo malog otvora pri temenu O.

Ova osobina stabilnog obrtanja uravnotezenog giroskopa i1 zadrza-
vanje stalnog pravca ose obrtanja giroskopa nasla je Siroku i korisnu pri-
menu u tehnici.

3.6.7 Regularna precesija uravnotezenog
simetri¢nog giroskopa

Posmatrajmo uravnotezeni disk kod ko-
jeg se teziste poklapa se nepokretnom
tatkom oko koje se telo obrce. U
tu tacku postavimo koordinatni poce-
tak mnepokretnog koordinatnog sistema
Ozyz a za telo vezimo pokretni koordi-
natni sistem O&n( ¢iji je polozaj odreden
Ojlerovim uglovima. Koordinatni sis-
tem O¢&n¢ (Slika 3.53) se obrée zajedno
sa telom ugaonom brzinom W koja ima
proizvoljan pravac u odnosu na telo. Ose
Slika 3.53: ¢ i 1 koordinatnog sistema leze u ravni
diska, a osa ( je upravna na tu ravan. Ose
su glavne ose inercije, pa su centrifugalni momenti inercije za te ose jed-
naki nulama. Iz uslova simetri¢nosti tela sledi da su moment inercije za
§ i n osu jednaki, odnosno J; = J,, = J, a moment inercije za ¢ osu je
J¢. Sada jednacina pravog eliptickog konusa (3.140) postaje

@p)* + ()

)? = (), (3.141)

a to je sada pravi kruzni konus. I u ovom slucaju, ako su pocetni pore-
mecaji mali, sledi da je i konstanta C; mala. Kretanje vektora ugaone
brzine je stabilno i ugaona brzina se krete po konusu vrlo malog otvora
u odnosu na pocetni pravac.
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U ovom problemu sila zemljine teze diska i reakcija sfernog zgloba

3 . = =D . ,
prolaze kroz tacku O pa je u relaciji (3.111) 2T + Z Mgy * jednako nuli
i=1
i sledi da je
ﬁ
dLo
dt
Odnosno, vektor momenta koli¢ine kretanja ima stalan intenzitet, pravac
i smer. Radi preglednosti, neka je usmeren u pravcu nepokretne ose
z. Zapisimo Ojlerove diferencijalne jednacine kretanja ovog tela prema
(3.122)

H
=0, = Lo = const. (3.142)

Jwe — (J — Jo)wywe = 0,
Joy, — (Je — Jwewe <=0,
Jewe = 0. (3.143)
Iz (3.143);3 sledi da je projekcija ugaone brzine na (¢ osu konstantna
veli¢ina, tj.
We = wep = const. (3.144)

Pomnozimo jednac¢inu(3.143); sa we, a jednacinu (3.143), sa w,, i ta
dva rezultata saberemo. Iz toga, sledi relacija

d [w? W2
T <?€ + 7") = 0, odnosno  w; + w? = const. (3.145)

Na osnovu (3.144) i (3.145) zakljucuje se da je intenzitet ugaone brzine
tela nepromenljiva veli¢ina, odnosno

w = /Wi + w2+ wi = const. (3.146)

Da bi se odredio pravac ugaone brzine u odnosu na nepokretnu osu z,
A . . . . — . e
potrazi se skalarni proizvod ugaone brzine w' i vektora momenta koli¢ine
—
kretanja L o koji se nalazi na osi z
0

w - fo = wlcosa, (3.147)

gde je a ugao izmedu ova dva vektora. Koristeéi (3.110) i (3.96), kao i
(3.109), ovaj skalarni proizvod postaje

T To=Ju?+ Jud+ Jw? = 25, (3.148)
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gde je Ej kineticka energija obrtanja tela. Kako je telo uravnotezeno i
ne postoji sila koja vrsi neki rad, ukupna energija sistema F odgovara
kinetickoj energiji E},

E = E}, = const. (3.149)
Zamenom (3.148) i (3.149) u (3.147) sledi da je

2F;,
cosa = —— = const. (3.150)

wlo
Na osnovu relacije (3.150) zaklju¢ujemo da je pravac ukupne ugaone
brzine w u odnosu na nepokretnu osu z stalan, jer su u navedenom
izrazu sve veli¢ine konstantne. Posto su sve veli€ine u izrazu za cosa

pozitivne ugao o mora biti ostar ugao.

Odredimo i promenu Ojlerovih uglova u funkciji od vremena. Ugao
izmedu pokretne ( i nepokretne z ose odgovara gglu nutacije 0 (vidi sliku

3.53). Projektuje se moment koli¢ine kretanja. L o na pravac ¢ ose
L¢= Lo cosb. (3.151)

Posto je Ly = Jewe = const., iz izraza (3.151) sledi da je ugao nutacije
konstantan 6 = 6,

J.
6o = arccos (C_‘%) = const. (3.152)
Lo

Otuda, ugaona brzina nutacije  je nula, odnosno 0 = 0. Sada, koris¢en-
jem Ojlerovih kinematickih jednac¢ina (3.87) i (3.145), sledi

L2
wg + wfz =) sin? 6 = const. (3.153)

Relacija (3.153) je zadovoljena kada je ugaona brzina precesije w, = w =
a konstantna velicina. Iz trece Ojlerove kinematicke jednacine (3.87)3
sraCuna se ugaona brzina sopstvene rotacije

¢ = we — 1 cosh. (3.154)

Kako su svi ¢lanovi sa desne strane izraza (3.154) konstantne velicine,

sledi da je i ¢ = b konstantna veli¢ina. Integracijom izraza ¢ = a i
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¢ = b, uz pocetne uslove ¥(0) = 1, i ¢(0) = ¢,, dobijaju se zakoni
promene Ojlerovih uglova v i ¢ tokom vremena

¢ = at+¢07 szbt+gp0, (3155)
gde su iz (3.153) i (3.154)

/2 2
we +wy,

= . = — — . .1
a g const., b=uw;—acosf = const (3.156)

Kretanje giroskopa pri kom su ugaone brzine
precesije ¢ 1 sopstvene rotacije ¢ kao i ugao
nutacije f konstantni naziva se regularna precesija
giroskopa.

Regularna precesija giroskopa moze se prikazati
kao kotrljanje bez klizanja kruznog konusa po
nepokretnom konusu (Slika 3.54). Vektor ugaone

brzine W opisuje oko vektora fo konus otvora «

¢ija je veli¢ina data izrazom (3.150). Ovaj vektor

Slika 3.54: se obrce 1 0ko ose ¢ i pri tome opisuje konus ¢iji je

ugao [ = 0 — a = const. Posto se kupe dodiruju

duz zajednicke izvodnice W, to se regularna precesija moze prikazati kao
kotrljanje bez klizanja ova dva konusa jednog po drugom.

3.6.8 Spora i brza regularna precesija teskog
simetri¢nog giroskopa

g z Razmotrimo regularno precesiono kretanje
teskog simetricnog giroskopa tezine G =

c m’g (Slika 3.55). Kretanje tela posma-
_ n tramo u pokretnom Rezalovom koordi-
0 nanom sistemu O¢n( koji se obrée ugaonom

Q

Il
&

=1
S

_)
0 »_ brzinom precesije w,,, odnosno Q = Q(w,).

Tyt Qe=0, Q,=wpsing, Q =w,cosb.
(3.157)
Slika 3.55:
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Za slucaj regularne precesije, ugaona brzina precesije w, = ¥ je u
pravcu nepokretne z ose, a ugaona brzina sopstvene rotacije ws = ¢
u pravcu ose (. Ugao izmedu osa z i ( je konstantni ugao nutacije 6.
Za simetricno telo, momenti inercije za £ i n ose su jednaki, odnosno
Je = J, = J, a moment inercije za osu simetrije ¢ je J: . Projekcije

. . — . .
ugaone brzine giroskopa w na iste ose O&n( iznose

we =0, w,=wpsinf, wc=ws+ w,cosb. (3.158)
Prema (3.158), projekcije momenta koli¢ine kretanja fo su

Le = Jewe =0, L, = Jyw,=Jwysinb, L= Jew:= Jc(ws+wy,cosbh).
(3.159)

Koristeti uslov regularne precesije (3.156) i projekcije momenta koli¢ine

kretanja (3.159), modifikovane Ojlerove jednacine (3.120) postaju

— (S — JeweSly) ="M,
—(Jewe Qe Jewele) = My,

—((]ga}an—annﬁg) = Mc. (3160)

Sila tezine lezi u n¢ ravni pa postoji njen moment samo oko £ ose, odnosno
M¢ = Gasinf. Zamenom ovog momenta i relacija (3.157) i (3.159) u
(3.160)4, sledi

—Jw?sinfcos O + Je(w, + w, cosf)w,sinf = Gasin b, (3.161)

dok sudruge dve jednacine (3.160), i (3.160)3 identicki zadovoljene. Jed-
nacina (3.161) je kvadratna algebarska jednacina po promenljivoj w,.
Resavanjem jednacine dobija se

Jews 4Ga(J — ;)
= 1+£4,/1— —————~ g1. .162
(wp)m 2(J — J¢) cos b ( \/ ngg €08 (3.162)

Razvijajuéi korenu funkciju u red i zadrzavajuci se samo na prvom ¢lanu
reda, dobijamo dva pribliZna resenja

JCCL)S 2G6L<J — Jc)
R 1+l - ——————= 0 1
@p 2(J — J¢)cost ( ( Jew? o8 » (3.163)
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odnosno ' o
¢Ws a
~ — .164
(o), (J—J)cosl  Jews’ (3:164)
! G
a

Ako je ugaona brzina sopstvene rotacije w, velika drugi ¢lan u izrazu sa
desne strane izraza (3.164) je zanemarljivo mali pa prva ugaona brzina
precesije glasi

chs

(wp), ~ T J)cost (3.166)

Znaci, reSenje (3.166) odgovara brzoj regularnoj precesiji, dok drugo
(3.165) sporoj regularnoj precesiji. Brza regularna precesija odgovara
slucaju kada je kineticka energija giroskopa mnogo veca od potencijalne
energije polja zemljine teze, dok su pri sporoj regularnoj precesiji ove en-
ergije istog reda. Pri sporoj regularnoj precesiji ugaona brzina precesije
je utoliko manja ukoliko je ugaona brzina sopstvene rotacije w veca i sto
je veti moment inercije J.

3.6.9 Giroskopski moment pri regularnoj precesiji
teSkog simetriénog giroskopa

Koriste¢i Dalamberov princip, relaciju (3.161) za regularnu precesiju
teskog simetri¢nog giroskopa moguce je zapisati u obliku

ME + Mg =0, (3.167)
gde je MgG moment sile tezine giroskopa za ¢vornu osu &
M = Gasin® (3.168)

a leva strana jednacine (3.161) glasi

Mg = —Jewswy,sind (1 + Je =T cos 0> . (3.169)
‘]C Wg
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. . Moment M se naziva giroskopski mo-
Fg ment i predstavlja moment koji potice

‘e\‘ od inercijalnih sila giroskopa. Giroskop-
o) ski moment je istog intenziteta _ali

suprotnog smera od momenta spoljasn-
jih sila. Prema tome, giroskopski mo-
ment uravnotezava moment koji se javlja
od sile tezine. Giroskopski moment je od
posebnog znacaja pri analizi sfernog kre-

Slika 3.56: tanja tela. Naime, giroskopski moment
ima pravac ¢vorne ose £ oko koje daje moment i sila tezine tela. Giroskop-
ski moment se suprotstavlja dejstvu momenta sile tezine tela koji tezi da
obrne osu giroskopa u pravcu ¢vorne ose. Giroskopski moment zavisi od
odnosa ugaone brzine precesije i sopstvene rotacije, ugla nutacije i velic¢ine
momenata inercije za glavne ose inercije. U slucaju da je ugaona brz-
ina sopstvene rotacije tela mnogo veca od ugaone brzine precesije, drugi
¢lan u izrazu (3.169) je mala veli¢ina viseg reda koja se moze zanemariti.
Tada giroskopski moment ima pribliznu vrednost

e

Mg ~ = Jewsw,sin 6. (3.170)

Na slici 3.56 prikazan je mhnskl Valjak kod kojeg je # = 90° . Giroskopski

moment, odnosno spreg sila F ol F  tog momenta prikazani su na slici.
Njihove vrednosti iznose

MG = —ngswp, (3171)
= Mel _ Jewswp
a a
Ukupan pritisak valjka je
Jews
Fy=Fs+G="22" ¢
a

gde je G tezina valjka. Vidi se da giroskopska sila povecava pritisak
giroskopa na podlogu pri kretanju u odnosu na pritisak pri njegovom
mirovanju.

Pravac giroskopskog pritiska moguce je odrediti i pravilom Zukovskog.
Ono glasi, ako giroskopu koji se obrée velikom ugaonom brzinom oko
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sopstvene ose rotacije nametnemo prinudno precesiono kretanje, onda ¢e
na lezista u kojima je pri¢vrscena osa giroskopa delovati spreg sila koji
tezi da najkracim putem postavi osu sopstvene rotacije giroskopa u takav
poloza]j da bude paralelan osi precesije tako da se pri tome pravci w; iw,
poklope.

3.6.10 Priblizna teorija giroskopskih pojava

Proucavanje kretanja pomoc¢u Ojlerovih jednacina skopcane je sa velikim
matematickim problemima. U cilju prevazilazenja ovih problema vrse se
izvesne aproksimacije koje znatno olaksavaju analizu kretanja giroskopa.
Razume se takva reSenja nisu matematicki tacna ali ona zadrzavaju fiz-
icke osobine problema vrlo verno.

Osnovna pretpostavka priblizne teorije girosko-
pa je da se kod simetricnog giroskopa, koji se obrce
velikom brzinem oko ose simetrije, ukupan vek-
tor momenta koli¢ine kretanja nalazi u pravcu ose
simetrije (Slika 3.57). Ako se ¢igra zavrti velikom
ugaonom brzinom oko svoje ose simetrije ona ¢e
imati vrlo veliku ugaonu brzinu obrtanja oko ose
simetrije w, = w¢ i vrlo malu ugaonu brzinu prece-

sionog kretanja w, = 1, odnosno

Slika 3.57:

wS:w<>>wp:¢.

Zbog ove pretpostavke i vektor momenta koli¢ine kretanja giroskopa pada
u pravac ose simetrije pa je

Lg = 0, LTI = O, Lg = JCCL)C. (3172)

Dejstvo sile na osu giroskopa. Slucaj udarnog impulsa

Posmatra se simetrican giroskop, koji ima oblik zamajca i koji je oslonjen
u svom tezistu na sferni zglob O (Slika 3.58). Giroskop se obrée oko
tacke O koja je nepokretna. Neka je u poc¢etnom trenutku osa giroskopa
bila vertikalna i neka je giroskopu saopstena vrlo velika ugaona brzina
ws = w¢ oko ose simetrije (. Za giroskop je vezan lak kruti stap OA u

_)
vertikalnom pravcu. Na stap se u tacki A deluje silom F' normalno na osu
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giroskopa. Po teoremi Rezala tacka B, odnosno kraj vektora momenta
koli¢ine kretanja, ima brzinu koja je jednaka momentu spoljasnjih sila
koje deluju na giroskop. Znaci dobija se

Tp=ME, up=F-a (3.173)

é
Za kratko vreme 7 delovanja sile F', tacka B se
priblizno pomeri u pravcu ose x za

Axrp = vt = Far,

pa je sa slike

Far
Jew;

(3.174)

tana ~ a =

Posto moment koli¢ine kretanja pada u pravac
ose simetrije, ta osa se ne pomera u pravcu de-
H

Slika 3.58:

lovanja sile F ve¢ u pravcu momenta sile F za nepomicnu tacku O,
odnosno u praveu vektora (Slika 3.58) . Iz relacija (3.173) i (3.174)
slede zakljucci:

1. Prestankom dejstva spoljagnjeg momenta sile F na osu giroskopa
OA prestaje i skretanje te ose;

2. Posto je vreme delovanja sile 7 vrlo malo a ugaona brzina w¢ vrlo
velika ugao « skretanja ose simetrije je vrlo mali pa se moze i
zanemariti.

Ovi zakljuéci na drugi nacin izrazavaju osobinu da osa uravnotezenog
simetricnog giroskopa zadrzava svoj stalan polozaj u prostoru.
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Regularna precesija teskog simetri¢nog
giroskopa

Priblizna teorija giroskopa omogucuje da se
relativno jednostavno prouc¢i kretanje teskog
simetri¢nog giroskopa (¢igre).

Posmatra se teski simetricni giroskop koji
moze da se obrée oko nepomicne tacke O koja
lezi na njegovoj osi simetrije O¢ (Slika 3.59).

Prema pribliznoj teoriji giroskopa moment
koli¢ine kretanja giroskopa iznosi

ﬁ
_>
LO:JCUS,

Slika 3.59:

gde je J moment inercije giroskopa za osu
simetrije, a W, ugaona brzina sopstvenog obrtanja. Prema teoremi
Rezala sledi da je

vy =ME, (3.175)

gde je ¥ brzina kraja vektora momenta kolicine kretanja, a M g mo-
ment spoljaénjiE> sila koje deluju na giroskop za tacku O. Te sile su sila
teze giroskopa G i otpor nepomicne tacke O. Moment otpora nepomic¢ne
tacke za tacku O je jednak nuli: Tako je

ME = G- OCsind.

Ovaj vektor je paralelan sa brzinom @', tacke M.
ﬁ
Zmagi da sila G skrecte osu giroskopa i pravcu ovog vektora momenta
sile MZ i zbog toga giroskop vrsi precesiono kretanje oko vertikalne ose
H

Oz. Posto je moment sile G konstantan, to je i brzina tacke M takode
konstantna.
Sa slike se vidi da je brzina tacke M

vy = (Lo sinf)w, = Jwsw, sin b,
pa je ocigledno

G -OCsinf = Jwswy sin 6.
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Odavde se nalazi ugaona brzina precesije

_G.00

w =
P Jwg

Jasno se vidi da je ugaona brzina precesije giroskopa sve manja, §to
je veta brzina sopstvenog obrtanja w; i §to je ve¢i moment inercije .J.

Posto su ugaone brzine precesije i sopstvenog obrtanja konstantne, a
takode je konstantan i ugao nutacije, to se ovo kretanje giroskopa naziva
regularna precesija.

Tac¢nija analiza ovog problema kretanja giroskopa pokazuje da osa
simetrije giroskopa vrsi oscilacije vrlo visoke frekvencije i male amplitude
koje se nazivaju nutacione oscilacije.

3.7 Slobodno kretanje krutog tela

Posmatrajmo slobodno kruto telo u prostoru na koje deluju sile }_7>Z (1=
1,2,...N) i spreg 97? Telo je mase M. Ovo kretanje krutog tela ima
Sest stepeni slobode kretanja. Najprirodniji nac¢in za proucavanje ovog
kretanja je posmatranje kretanje centra mase krutog tela i obrtanja oko
centra mase. Kretanje centra mase je opisano zakonom o kretanju centra
mase

N
M@c=Y F, (3.176)

=1

gde je @ g apsolutno ubrzanje centra mase krutog tela. Obrtanje krutog
tela oko centra mase opisano je zakonom o promeni momenta koli¢ine
kretanja oko centra mase C

= —
Lec=M

Qml

.,
+ M, (3.177)

Ove dve vektorske jednacine su ekvivalentne sa Sest skalarnih jed-
nacina. Ako se kretanje centra mase posmatra u nepokretnom koordi-
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natnom sistemu Ox1y;2; iz jednacine (3.176) slede jednacine

N

Mi'cl = Z Eazla
i=1
N

Mycl = Z Fiyh
i=1
N

Mzy = Y Fiy. (3.178)
i=1

Primenom zakona o promeni momenta koli¢ine kretanja oko centra
mase C' dobijaju se i sledece tri jednacine

dLg r

7 (Lywe — Lewy) = M + My,
dL =
d—; — (Lewe — Lgwe) = M)+,
dL¢ 7,

gde &, n i ¢ tri Dekartove ose sa koordinatnim pocetkom u centru mase
C, a L¢, L, i L, momenti kolicine kretanja za te ose i dati sa (3.113).
Ovim jednac¢inama se moraju pridodati i kinematicke jednacine (3.87)
koje povezuju projekeije ugaone brzine we, w, i w¢ sa Ojlerovm uglovima
precesije 1, nutacije 6 i sopstvenog obrtanja .



Poglavlje 4
Analiticka mehanika

U razvoju dinamike mogu se uociti dva osnovna pravca. Prvi pravac, koji
se ¢esto naziva vektorska ili Njutnova mehanika, zasnovan je neposredno
na drugom Njutnovom zakonu. U Njutnovej mehanici dva vektora, im-
puls sile i koli¢ina kretanja, su osnovne mere dejstva sile i mehanickog
kretanja. Njutnov savremenik, Lajbnic!, tvrdio je da u osnovu mehanike
ulaze kineticka energija i rad sile, odnosno dve skalarne veli¢ine. Zato se
Lajbnic i smatra osnivacem analiticke mehanike, u kojoj je za prouca-
vanje kretanja ili mirovanja materijalnih sistema dovoljno poznavanje
kineticke energije kretanja i rada sila, odnosno potencijalne energije sila.

Pri proucavanju kretanja slobodnog mehanickog sistema obe spomenu-
te oblasti mehanike su skoro potpuno ekvivalentne. Do razlike dolazi
kod proucavanja kretanja neslobodnog sistema u kome se kretanje vrsi u
skladu sa vezama. U takvim sistemima zbog veza postoje reakcije veza,
sile koje je najcesce potrebno takode odrediti. Kod proucavanja kretanja
vezanih mehanickih sistema metode analiticke mehanike iskljuc¢uju iz raz-
matranja reakcije idealnih veza, a to je velika prednost u odnosu na pos-
tupak vektorske mehanike. Postoji jo§ jedna velike razlika u metodama
vektorske i analiticke mehanike. Naime pri opisivanju nekog problema
metodom vektorske mehanike broj jednacina za opisivanje problema je
najcesce veti od broja stepeni slobode kretanja sistema. Za reSavanje is-
tog problema analiticka mehanika uvek koristi jednacine ¢iji je broj uvek
jednak broju stepeni slobode kretanja sistema.

I vektorska i analiticka mehanika se mogu koristiti za proucavanje istih

LG. W.Leibniz, 1646 — 1716.
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problema. Naravno, i jedna i druga daju istovetne rezultate, jer kretanje
postoji u prirodi nezavisno od naeg nacina njegovog proucavanja.

Vrlo veliki broj nau¢nika tvrdi da su principi analiticke mehanike
toliko duboki da se smatraju jednim od najvecih ljudskih dostignuca u
proucavanju fenomena prirode. Iz analiticke mehanike, gde su razradene
mnoge metode i postupci, ti rezultati su prosireni na mnoge oblasti fizike
i tehnike.

4.1 Stvarna i virtualna pomeranja

Posmatrajmo kretanje sistema od N materijalnih tacaka M;, i = 1,2...N,
koje se odvija pri dejstvu odredenog broja veza.

U svakom trenutku vremena tokom kretanja polozaj tacke M; odreden
je vektorom polozaja 7';. Za elementaran prirastaj vremena dt, a pod
dejstvom sila i u saglasnosti sa diferencijalnim jednacinama kretanja,
tacka M, se pomeri za elementarno pomeranje dr; = v,dt, koje se
naziva stvarno elementarno pomeranje i gde je ©’; brzina tacke M;.

b)

Slika 4.1:

Posmatrajmo elementarno pomeranje svake tacke sistema M; u datom
trenutku vremena u neki blizak polozaj, a koji je mogu¢ zbog pris-
ustva veza u sistemu. To je zamisljeno probno elementarno pomeranje
u datom trenutku vremena i nezavisno je od sila koje deluju na sistem,
iz jednog polozaja u neki blizak. To probno elementarno pomeranje je
¢isto geometrijskog karaktera i nezavisno od protoka vremena. Ono se
obelezava sa 6 7; 1 naziva virtualno pomeranje tacke M;. Ako jednacine
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veze zavise od vremena, pri nalazenju virtualnog pomeranja vreme se u
njima smatra konstantnim, odnosno veze se pri tom ”zamrznu”.

Neka je tacka M primorana da se krete po povrsini f(z,y,z,t) = 0
(Slika 4.1a), koja zavisi eksplicitno i od vremena, odnosno koja se tokem
vremena moze menjati. U trenutku ¢ povrsina zauzima polozaj m; u pros-
toru a polozaj tacke M na njoj je odreden vektorom polozaja 7 (2,4, 2, t),
gde su z, y i z Dekartove koordinate tacke M. Pri nalazenju virtualnog
pomeranja povrsina se zaustavi u prostoru i tada tacka moze da se pomeri
po njoj u ma kom pravcu, koji priblizno lezi u tangencijalnej ravni 7, na
povrsinu u tom trenutku ¢ a u tacki M. Neka je to pomeranje u tacku
M, &ji je vektor polozaja 7 1 (z+dx, y+0y, z+02,t), gde se elementarne
promene koordinata dz, dy i dz nazivaju varijacije koordinata. Sa slike
se vidi da je virtualno pomeranje, odnosno virtualna promena vektora
polozaja 7T

0T = Ti(w+ 0z, y + sz + 62, (=7 (2,9, 2, 1).

Razvojem u red izraza 7 1 (0%, y+0y, 2+0z,t) u okolini tacke M (x,y, 2),
i zanemarivanjem cClanova drugog i visih stepena po varijacijama dx, oy
i 0z, dobija se virtualno pomeranje

or or or

ST = —=fx + —0y + o 5z. (4.1)

Jos jednom naglasimo da je virtualno pomeranje uvek u skladu sa
vezama, ali zamrznutim u prostoru u trenutku vremena t. Analiticki
oblik virtualnog pomeranja je odreden strukturom veza u sistemu. Posto
tacka M; u okolini tacke M moze imati beskonacno mnogo polozaja, a
svi su wskladu sa vezom, i virtualnih pomeranja §7 ima beskonaéno
mnogo u trenutku vremena ¢ (Slika 4.1b).

Pri stvarnom kretanju sistema povrsina zauzima u trenutku ¢ + dt
novi polozaj 7y 4 (Slika 4.1a), a tacka M prelazi u polozaj Ms, koji je
odreden vektorom polozaja 7 o(x+dx, y+dy, z+dz, t+dt), gde su dx, dy
i dz diferencijalni prirastaji Dekartovih koordinata tacke tokom vremena
dt. Sa slike je stvarno elementarno pomeranje
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Za vreme promene vremena dt ovaj vektor, sa tacnoscu do prvih ste-
pena diferencijala dx, dy, dz i dt glasi
or or or or
dr = d d d dt. 4.2
TS T T T (4:2)

Posto je skup diferencijala dx, dy i dz rezultat dejstva sila na ma-
terijalnu tacku, a time jedinstveno odreden za vreme prirastaja vremena
dt, i stvarno pomeranje d 7 tacke za prirastaj vremena dt je jedinstveno
odredeno diferencijalnim jednac¢inama kretanja.

Posto se skup diferencijala dz, dy i dz, pri stvarnom pomeranju sis-
tema, razlikuje od skupa varijacija dx, oy i 0z, pri virtualnom pome-
ranju, stvarno pomeranje d 7 i virtualno pomeranje 6 7 su dve razlicite
geometrijske velicine (vidi (4.1) i (4.2)) ¢ak i kod stacionarnih veza,
odnosno kada je ¢lan (07 /0t)dt = 0. Znagi, za slucaj stacionarnih
veza, vektori stvarnog d7 i virtualnog pomeranja ¢ 7 su razlicite lin-
earne kombinacije istih vektora 07 /0, 07 Oy'i 07 /0z. Kod nesta-
cionarnih veza, stvarno pomeranje ima i ¢lan (07 /0t)dt dok ga virtualno
pomeranje nema.

Za nalazenje virtualne promene bilo koje funkcije vaze sva pravila
diferencijalnog rac¢una, ali uvek treba voditi rac¢una da se pri virtualnoj
promeni vreme ne menja. Na primer, ako je potencijalna energija funkcija
Dekartovih koordinatai vremena, odnosno II(x, y, z, t), onda je njena vir-
tualna promenay; odnosno njena promena zbog virtualne promene polozaja

o1l o1l o11
oI = %5x + 8_y6y + —0z. (4.3)

0z

Radi boljeg razumevanja
navedenih ¢injenica, posma-
trajmo dve materijalne tac-
ke A i B (Slika 4.2), koje su
medusobno vezane neras-
tegljivim uzetom duzine [p.
Masa u tacki A je vezana
za drugo nerastegljivo uze,
koje se uvlaéi brzinom o

Slika 4.2: kroz otvor u zidu u tacki O.
Mase i uzad se nalaze u vertikalnoj ravni. Duzina uzeta, od tacke O do
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tacke A, je l4 i zavisi od vremena, tj. l4 = [4(t) a oblik ove funkcije
zavisi od nacina uvlacenja uzeta kroz otvor. Ako se u vertikalnoj ravni
izabere Dekartov koordinatni sistem Oxy, onda cetiri Dekartove koor-
dinate x4, ya, rp i yp tacaka A i B moraju zadovoljiti dve oc¢igledne
jednacine uslovljene nerastegljivoscu uzadi

Ta-Ta o= B1), 24 +vyi =001,

AB-AB = B, (vp—24)2+ (ys —ya)? =12 (4.4)

Ove jednacine se nazivaju jednac¢inama veza. Prva veza je nestacionarna,
jer eksplicitno, preko duzine uzeta [ 4, zavisi od vremena t. Druga veza
je stacionarna, znaci nezavisna od vremena. Posto je polozaj dve tacke
u ravni odreden sa cetiri koordinate, koje su povezane sa dve jednacine
veza, samo dve od njih su nezavisne. Zato, ovaj sistem ima dva ste-
pena slobode kretanja. Dve koordinate, bilo koje od =4, ya, x5 1 yp, su
nezavisne. Ako je potrebno u proucavanju problema, dve zavisne koor-
dinate izrac¢unavaju se iz jednacina veza. Naglasimo da je ovakav nacin
proucavanja vrlo neprikladan.

: . - =
Virtualna promena izraza 1" 4 - r

(t) je

- = — —
O a- 1A+ 71 4-01r4=0,

LY

A=1

jer se pri njenom nalazenju vreme ne menja. Zbog komutativnosti skalar-
nog proizvoda odavde sledi da je

TaA-6T 4 =0, (4.5)

L= . = . ST
odnosno vektori 74 1 6 4 su medusobno normalni. Znaé¢i virtualno
. — . . .
pomeranje 0 74 je normalno na pravac OA, a to je u pravcu pomeranja
tacke A pri obrtanju uzeta oko tacke O, pri zaustavljenom uvlacenju
. . .o . — — 2 .
uzeta kroz otvor. Diferencijal izraza 7" 4 - 174 = I5(t) glasi

T4 dT A = Laladt,

odakle se jasno vidi da vektor stvarnog elementarnog pomeranja d 7 4
nije normalan na pravac OA. To je zato, $to se stvarno kretanje tokom
vremena tatke A sastoji iz istovremenog obrtanja oko tacke O i pome-
ranja zbog uvlacenja uzeta kroz otvor u tacki O. Pri uvlacenju uzeta
kroz otvor njegova duzina se smanjuje, pa je Iy < 01 74 -d7T a4 =
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ra-dracos(T A, d7T 4) < 0. Znagi da je ugao izmedu vektora 7 4 i d7 4
tup (Slika 4.2).
. . . . . . H H .
Na isti nacin, iz virtualne promena izraza AB - AB = % sledi

AB - 6(AB) =0, (4.6)

pa je virtualna promena 6(AB) vektora AB normalna na uze AB. Sa
—
slike 4.2 je 7 = T 4 + AB, pa je virtualno pomeranje tacke B

ST 5 =074+ 0(AB). (4.7)

Vektorski zbir (4.7) je nacrtan na slici.

4.2 Idealne i neidealne veze

Prilikom kretanja vezanog sistemas materijalnih tacaka, sve veze koje
deluju na tacke sistema su unapred zadate i nezavisne od aktivnih sila
i pocetnih uslova kretanja. Pre pocetka proucavanja kretanja vezanog
sistema tacaka, mora se znati karakter veza koje deluju na tacke sistema.
Karakter veza u sistemu ne moze zavisiti od kretanja tog sistema.

U analitickoj mehanici dejstvo svih sila, pa i reakcija veza, na kre-
tanje sistema se meri pomocu njihovog rada. Svojstva veza odreduju se
na osnovu rada reakcija veza na mogu¢im pomeranjima u proizvoljnom
polozaju sistema u nekom trenutku vremena.

Posmatrajmo kretanje sistema od
N materijalnih tacaka M; i krutog
tela. Polozaj svake tacke M; je odreden
vektorom polozaja 7; u odnosu na
proizvoljnu nepokretnu tacku O. Svaka
tacka M; se oslobodi od svih unutrasn-
jih i spoljagnjih veza. Dejstvo svih
veza na tacku M; zameni se njihovom
rezultantom }_%: (Slika 4.3) a dejstvo.na

_>
kruto telo i spregom Mpr Svim tackama sistema saopsti se virtualno
pomeranje §7; u skladu sa vezama a kruto telo dobije i vurtualno obr-

Slika 4.3:

tanJe 5@ oko neke ose y. Skalarni proizvod R .87 ; je rad reakcije veze
R na virtualnom pomeranju 6 7; i zove se virtualni rad sile. Skalarni



Analiticka mehanika 219

é
proizvod sprega 9y i virtualnog obrtanja d ¢ je virtualni rad tog sprega.
H
Ukupan elementarni rad svih reakcija veza R; na virtualnim pomeran-
jima 67’; svih N tacaka sistema i vurtualnog obrtanja ktutog tela 6@

1Znosi
N

SAR=N"R, 67, + My - 65, (4.8)
i=1
Sistem N materijalnih tacaka i krutog tela krece se pod dejstvom ide-
alnih veza ako je ukupan elementarni rad svih reakcija veza na virtualnim
pomeranjima svih tacaka sistema i krutog tela jednak nuli, odnosno ako
je

=2

—

SAR=3"R,- 67, + My 67 =0. (4.9)
1=1

Ako ovaj uslov nije ispunjen za neke reakcije veza, onda su te veze ne-
— —
idealne. Reakciju neidealne veze obelezavatemo sasilom R} i spregom.O7,.
Dalje se analiziraju najvazniji primeri idealnih i neidealnih veza.

4.2.1 Nerastegljivo uze

Posmatrajmo (Slika 4.2) sistem od dve materijalne tacke A i B povezane
uzetom AB, dok je tacka A vezana za drugo uze koje se uvlaci u otvor u
zidu O. Uzad su nerastegljiva. Oslobadajuéi se veza uklanjanjem uzadi,

ﬁ
njihovo dejstvo  se zame_n)juje reakcijama veza. Reakcija R p deluje na
tacku B, dok R4 i —Rp deluju na tacku A. Ukupan virtualni rad
reakcija veza na virtualnim pomeranjima 6 7 4 i 6 7 p tacaka A i B iznosi

SAR = (R4~ Rp) 67a+ Rp-07 5.

—

Posto je prema (4.7) §7 5 = 67 4 + §(AB), sledi da je

!

—

SAR =R, 674+ Ry 6(AB).

Prema (4.5) §7 4 je normalno na silu B 4, dok je 5(14—B>) normalno na

H
silu Rp zbog (4.6), pa je virtualni rad §A” svih reakcija veza jednak
nuli, odnosno A% = 0. Znadi, veza ostvarena nerastegljivim uzetom je
idealna veza.
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4.2.2 Glatka povrsina

Glatko telo A krete se u prostoru, a po njegovoj povrsini pomera se
materijalna tacka M (Slika 4.4). Kretanje tacke M u odnosu na telo
A je relativno i odvija se u tangencijalnoj ravni 7 tela A u tacki kon-
takta. Ako tacka kontakta My, koja pripada telu A, zbog kretanja tela
A, ima virtualno pome-
ranje 074, onda je
5T M = or A+ 5?7,
ukupno virtualno pome-
ranje tactke M, gde je
87, pomeranje tacke
M u bilo kom pravcu
Slika 4.4 u tangencijalnoj ravni

7 povrsine tela. Oslo-

— —

badanjem tacke M od veze sa telom A dobijaju se reakcije R i — R, koje

deluju na tacku i telo, a koje su, prema ranijim zakljuccima iz statike, u
H

pravcu normale N na ravan 7. Ukupan virtualni rad ovih reakcija iznosi

SAR = —ROT 4+ ROT y = —R-O0T 4+ RB-(0T4+07")
H
= RS7T,=0,

— —
. — o . .o
jer vektor ¢ 17, lezi u ravni w a reakcija veze R u pravcu normale N na

tu ravan. Znagci, glatka povrsina, pokretna ili nepokretna u prostoru, je
idealna veza.

4.2.3 Laki kruti stap

Neka je laki kru-
ti stap AB (Slika
4.5a) zglobno vezan
za druga tela na svo-
jim krajevima A i
B.  Ako se ukloni
Stap, njegovo dejstvo
na ova tela zamenjuje
se, kao §to je pozniico
iz statike, silama R i

Slika 4.5:
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“Ru pravcu duzi AB. Polozaj tacaka A i B odreden je vektorima

polozaja T 4 i 7 5 u odnosu na proizvoljnu nepokretnu tacku O. Ako su

virtualna pomeranja ovih tacaka §7 4 i 6 7 g, onda je ukupan virtualni
s R_ DB s~ B = g = — -

rad reakcija stapa 0A™ = R-6r' 4— R-0 1 g. Saslikeje r"'g = 172+ AB,

— N — . R e p— o .
odnosno 67 = 07 4 + §(AB), pa je 0A™ = —R-6(AB). Stap AB je
—_— — _

krut pa vazi da je AB-AB= (AB)?. Virtualna promena ove relacije daje

—_—  —— —

AB-0(AB) =0, odakle zaklju¢ujemo da je 6(AB) normalnona §tap i na

—
silu —R. Zbog toga je virtualni rad §A” jednak nuli a'laki kruti stap
zglobno vezan na svojim krajevima je idealna veza.

4.2.4 Cilindriéni zglob, sferni zglob ili potporno
leziste

Ako je cilindri¢ni ili sferni zglob ili potporno leziste B nepokretno, onda je
vektor polozaja te tacke 7 konstantan, pa je njeno virtualno pomeranje
67 p jednako nuli. Tada je i rad reakcije veze R p jednak nuli. Ako su
ovakvim elementom vezana dva tela A i C sistema u kretanju, onda se
oslobadanjem od te veze dobijaju dve reakcije R Bl ) B, koje deluju na
tela A i C. Virtualno pomeranje (Slika 4.5b) zgloba § 7 5 je isto i za telo
A'iza telo C, pa je jasno da je i ukupan virtualni rad ove dve reakcije
veze jednak nuli. Znaci, cilindriéni ili sferni zglob ili potporno leziste je
idealna veza i pri kretanju.

4.2.5 Hrapava veza

Posmatrajmo dva hrapava
tela koja su u kontaktu u
jednoj tacki. U dodirnoj
tacki uoce se jedinicni vek—>
tori zajednicke normale N
1 tangente T} povrsina ovih
tela (Slika 4.6a). Razdvajan-
jem ove veze dobiaju se nor-

malne reakcije N g, —N)B,

Slika 4.6: ¢lji je virtualni rad jednak
. . . . ﬁ H

nuli, i sile trenja F 7, — F 7.
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Neka tacke A i B, koje su bile u kontaktu pre razdvajanja veze, imaju
virtualna pomeranja 6 7 4 i 6 7 5. Ukupan virtualni rad ovih sila trenja
iznosi

SAR = Fp 6T g — Fp 07

odnosno
SAR = —Fp(6r4cosa — drp cos 3).

Na slici 4.6b su nacrtana virtualna pomeranja 6 7 4 i 6 7 g u istoj tacki,
jer ona i pripadaju tackama dva tela u dodiru. Projekeije virtualnih
pomeranja na pravac zajednicke normale povrsina u-dodiru moraju biti
jednake, jer nema prodiranja jednog tela u drugo ili razdvajanja kontakta
izmedu njih. Sa slike se vidi da je

§s5 = 674 cosa — drp cos B3,

virtualno pomeranje tacke A u odnosu na tacku B tela u kontaktu.
Prema tome, virtualni rad sila trenja izmedu dva tela postaje

SAR = —Fpish.
Iz ove relacije zakljucujemo:

1. Ako tacka A u odnosu na tacku B tela u kontaktu ne proklizava, a
to znaci da su ova tela u relativnom miru jedno u odnosu na drugo
ili se kotrljaju jedno po drugom bez klizanja, onda je ds§ = 0,
Fr < uNpg, i virtualni rad je jednak nuli. Znac¢i da su dva hra-
pava tela, u relativnom medusobnom mirovanju, ili kotrljanju bez
klizanja, idealna veza;

2. Neka tacka A u odnosu na tacku B tela u kontaktu proklizava, sa ili
bez kotrljanja. Tada je s% # 0, Fr = uNp i 6A® # 0, pa je takva
veza Eﬁzidealna. Tada je sila trenja klizanja ?T reakcija neidealne
veze R*. Njen virtualni rad iznosi

§A* = —uNpdsh. (4.10)

H
U ovom izrazu, u opstem slucaju, tokom kretanja sila N g nije
konstantna.
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4.2.6 Kotrljanje tela sa otporom trenja kotrljanja

Pri kotrljanju jednog tela po drugom i deformaciji bilo kog od ova dva tela
javlja se otporni spreg deformisane povrsine, ili otpor trenja kotrljanja.
Ovaj fenomen je detaljno proucen u statici. Taj otporni spreg uvek,
bez obzira da li je kotrljanje sa ili bez klizanja, vr&i rad. Zato je veza
ostvarena kotrljanjem tela po deformabilnoj podlozi uvek neidealna.

4.2.7 Veza nerastegljivog uzeta i kotura

Posmatrajmo nerastegljivo uze koje je
delom obmotano oko kotura, koji moze
biti pokretan ili nepokretan (Slika 4.7).

Razlikuju se dva sluéaja:

1. Ako je kotur gladak, sile R i R na
krajevima uzeta su iste po intenzitetu
(Slika 4.7a). Posto je uze nerastegljivo

Slika, 4.7: virtualna pomeranja krajeva uzeta su

ista, pa je jasno da je virtualni rad ovih

sila jednak nuli i takva veza je idealna. Primetimo da u ovom slucaju
uze proklizava po glatkom koturu.

2. Neka je kotur hrapav (Slika 4.7b). Sile na krajevima uzeta Z_%>1

i I_%>2 nisu jednake. Ako je uze nerastegljivo i ako nema proklizavanja
uzeta po koturu, onda je pomeranje krajeva uzeta i obrtanje kotura ek-
vivalentno kotrljanju kotura bez klizanja po nekoj pokretnoj povrsini.
Prema ranijim zakljuécima ovo je onda idealna veza. Ako uze proklizava
po hrapavom koturu veza je neidealna.

SNSRI

a)

e wils

4.3 Lagranz-Dalamberov princip

Integracija diferencijalnih jednacina kretanja neslobodne materijalne tac-
ke ili krutog tela je vrlo slozen matematicki problem. Ako je sistem jos i
neslobodan, odnosno podvrgnut dejstvu veza, matematicki put do resenja
problema je jos slozeniji. Tada, prisustvo veza je izvor novih nepoznatih
sila, odnosno reakcije veza, koje takode treba odrediti. Znacaj analiticke
mehanike je u tome §to ona iz ovog problema eliminiSe reakcije idealnih
veza. Tako se u jednac¢inama analiticke mehanike nalaze sve aktivne sile
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sistema i samo reakcije neidealnih veza u sistemu. Po nalazenju kretanja i
tih reakcija neidealnih veza reakcije idealnih veza se odreduju koris¢enjem
jednac¢ina Njutnove mehanike.

Posmatrajmo kretanje vezanog sistema N materijalnih tacaka M;, cije
su mase m;, i koji ima n stepeni slobode kretanja. Polozaj svake tacke
sistema tokom kretanja odreden je vektorom polozaja 7 ; u odnosu na
neku nepokretnu tacku O (Slika 4.8).

Sistem se krece pri-dejstvu veza
i neka je virtualno pomeranje i -te
tacke sistema 07 4+ Neka je FZ rezul-
tanta svih aktivnih sila koje deluju na
tacku M, sistema. Sve tg(::ke sistema,
se oslobode od wveza. < R; je rezul-
tanta svih reakcija idealnih veza, a

Slika 4.8:

—_

R} rezultanta svih reakcija neidealnih
veza, koje deluju na ¢ - tu tacku sistema. Za kretanje svake, na ovaj nacin
izolovane tacke sistema, vazi drugi Njutnov zakon

mi@; = Fok R+ RBi, i=12 N, (4.11)

gde je @;=7; vektor ubrzanja i - te tacke sistema. Skalarno mnozeci
svaku od ovih jednaéina odgovaraju¢im vektorom virtualnog pomeranja
te tacke 07 ;, sabirajuéi tako dobijene skalarne proizvode i koristeéi svoj-
stvo (4.9) reakcija idealnih veza dobija se

SAT +5AF =0, (4.12)
de je
gde .
SAT =N "(-m; @) - 67 (4.13)

i=1
virtualni rad svih inercijalnih sila u sistemu, jer se veli¢ina —m; @ ; naziva
inercijalna sila ¢ - te tacke, i
N — —
0A" = (Fi+ R})-075, (4.14)

=1

virtualni rad svih aktivnih sila i reakcija neidealnih veza u sistemu.
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Jednacina (4.12) je izraz ¢uvenog Lagranz® - Dalamberovog® principa
i naziva se ops§tom jednacinom dinamike. Ovaj princip tvrdi:

Za vreme kretanja mehanickog sistema zbir virtualnih radova svih
inercijalnih, aktivnih sila i reakcija neidealnih veza u sistemu jednak je
nuli.

Znaci, vazna je Cinjenica da se u analitickoj mehanici reakeije nei-
dealnih veza pridruzuju, po svom uticaju na kretanje, aktivnim silama
sistema, dok su reakcije idealnih veza potpuno eliminisane iz dalje analize
kretanja.

4.3.1 Opsta jednacina statike.

Posmatra se kruto telo i sistem ma-
terijalnih tacaka koje se nalaze u
ravnotem pod dertvom aktivnih sila
7, ; 1 aktivnog sprega i)ﬁ (Slika 4.9)
i reakcija veza, sila R i sprega
QTTR. Ako medu reakcijama veza ima
onih koje su neidealne, onda se one
prikljucuju aktivnim silama i ak-
tivnom spregu. uslovi ravnoteze ovog
sistema za redukcionu tacku centar
mase sistema C' glase

— — —
Z(Fi+Ri) = 0,

=1

N
S (ME +MEY+ DMy = 0, (4.15)

i=1

—

Gdesu M ' =71, x F;iMgs" = r; x R; momentisila F';i R; za
tacku C'. Ovom sistemu, u saglasnosti sa vezama, dopusta se virtualno
pomeranje. U najopstijem slu¢aju ono se sastoji iz virtualnog pomeranja
67 ¢ tacke C i virtualnog obrtanja 6 ¢ tela oko neke ose z koja prolazi

2 Joseph-Louis Lagrange 1736-1813.
3J. D’Alembert, 1717 — 1783.



226 Lagranz-Dalamberov princip

kroz tacku C. Prva jednacina (4.15) se skalarno pomnoze sa vektorom
57 ¢, a druga sa vektorom . Tako se dobija

N
— —
Y (Fi+ Ri)-0Tc = 0,
i=1
N —= —3 — —
S+ ME) + D+ M| 07 = 0, (4.16)
=1
Pri istovremenom pomeranju centra mase sistema C' i obrtanju oko
neke ose z tacka P; ima dva virtualna pomeranja: virtualno pomeranje
67 ¢ usled translatornog kretanja sistema, koje je opisano pomeranjem

centra mase sistema i virtualno pomeranje 6 ¢ x 7°;. Ukupno virtualno
pomeranje neke tacke P; sistema je vektorski zbir ovih pomeranja

ST =0Tc+0P X 75
Tako prva jednacina (4.16) postaje

N N
S(Fit R)-67 =Y (Fi+ R.) - (§F x 7;) = 0. (4.17)

=1 =1

.

Iz druge jednacine (4.16), koristeéi svojstvo mesovitog proizvoda vek-
=TT = s .
toradaje (a@ x b)- € = b+(c x a),sledi

>

=1

)

i+]—%)i)'(5$><?i):_<ﬁ+ﬁl%> 0,

pa zbog toga izraz (4.17) dobija oblik

N N
NF 67+ M-0F) ==Y R,-67,—Mp-6F. (418
i=1 i=1
Prema (4.8) i (4.9), ako se sistem materijalnih tacaka i krutog tela
krece pod dejstvom idealnih veza, desna strana prethodg izraza je jednaka
nuli, pa se dobija

N
bA=3"TF,- 67, + M- 67 =0, (4.19)

=1
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gde je dA ukupan elementaran rad na virtualnim pomeranjima svih ak-
tivnih sila i sprega, kojima su pridodate reakcije neidealnih veza. Time
su iz daljeg proucavanja ravnoteze sistema materijalnih tacaka i kruog
tela iskljucene reakcije idealnih veza, $to je najvazniji rezultat metode
analiticke statike.

Izraz (4.19) je iskaz cuvenog Lagranz-Dalamberovog principayili prin-
cipa elementarnog rada, koji tvrdi: Pri ravnoteZi sistema materijalnih
tacaka @ krutih tela zbir svih elementarnih virtualnih radova aktivnih sila
1 aktivnog sprega i reakicja neidealnih veza jednak je nuli.

Napomene:

1. Zbog iskljucenja reakcija idealnih veza iz proucavanja ravnoteze
sistema materijalnih tacaka i krutog tela Lagranz-Dalamberovim
principom, pri njegovoj upotrebi u primerima nije potrebno da se
oslobada od unutragnih i spoljasnjih idealnih veza.

2. Ako se ovom metodom zele odrediti reakcije idealnih veza onda se
dejstvo veze mora zameniti reakcijama i sistemu saopstiti dopunsko
virtualno pomeranje koje odgovara uklonjenim vezama i dopunskim
slobodama kretanja. U ovom postupku reakcije veza se posmatraju
kao aktivne sile i spregovi i njihov rad se pridodaje virtualnom radu
svih aktivnih sila i spregova.

3. Pri resavanju zadataka u izrazu (4.19) sva elementarna virtualna
pomeranja moraju biti izrazena preko nezavisnih virtualnih pomer-
anja, koja su 0qy, dq2, ...0¢a, 0p. Tada izraz (4.19) u najopstijem
slucaju ima oblik

dA = Q10q1 + Q20q2 + ... + Qudqs + QL00, (4.20)

gde su 1, Q2, ...Qq, @, koeficijenti koji se javljaju uz ova virtualna
pomeranja.

4. Nezavisni parametri q;, q2, ...qa, @, kojih ima koliki je broj steoeni
slobode kretanja, nazivaju se generalisane koordinate.

5. Koeficijenti @1, Q2, ...Qq @, uz nezavisna virtualna pomeranja ¢,
dqa, .-.0qs 0 u izrazu (4.20) nazivaju se generalisane sile.
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6.

Posto su virtualna pomeranja dq;, dqs, ...0q, 0y nezavisna uslov
(4.20), odnosno da je dA jednako nuli, zadovoljen je samo ako je

Ql = Oa QQ = 07 Qa = Oa Qcp = 0. (421)

Zmaci u polozaju ravnoteze sve generalisane sile su jednake nuli.

Jednacina (4.19) napisana u skalarnom obliku glasi

N
[Finx; + Fy0y; + Fi02; + M. 6] =0, (4.22)

=1

gde je d¢ virtualno obrtanje krutog tela oko neke ose z a 9, projekcija
—

sprega 91 na tu osu.

I pored toga sto se princip virtualnih pomeranja iskazuje samo po-
mocu jedne skalarne jednacine, on sustinski u sebi sadrzi, zbog nezav-
isnosti virtualnih pomeranja, onoliko skalarnih jednacina koliko posma-
trani sistem ima stepeni slobode kretanja. U prakticnoj primeni jed-
nacine (4.22) na probleme ravnoteze raznih mehanickih sistema treba
slediti ovaj postupak:

1.
2.

Odredi se broj stepeni slobode kretanja sistema;

Formira se virtualni rad svih aktivnih sila, aktivnih spregova i reak-
cija neidealnih veza (4.22), gde virtualna pomeranja mogu biti ma
koja pomeranja;

Izaberu se nezavisna virtualna pomeranja, kojih ima koliko sistem
ima stepeni slobode kretanja;

Formiraju se jednac¢ine veza izmedu zavisnih i nezavisnih virtualnih
pomeranja;

Formira se virtualni rad svih aktivnih sila, aktivnih spregova i
reakcija neidealnih veza (4.22) izrazen preko nezavisnih virtualnih
pomeranja;

Koeficijenti uz nezavisna virtualna pomeranja u tom izrazu se izjed-
nace sa nulom, jer ukupan virtualni rad mora biti nula a nezavisna
virtualna pomeranja nisu jednaka nuli;
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7. Tako dobijene relacije su uslovi ravnoteze posmatranog mehanickog
sistema.

Glavna prednost ovih uslova ravnoteze u odnosu na uslove ravnoteze
iz statike je u tome §to se u njima ne pojavljuju reakcije idealnih veza u
sistemu.

4.3.2 Princip virtualnih brzina

Ako se (4.19) podeli sa proizvoljno malom veli¢inom dt, koja ima dimen-
ziju vremena, i uvede oznaka

koja ima dimenziju brzine, dobija se princip virtualnih pomeranja u ob-

liku
N

S (Fé+ R - 7. =o. (4.24)
i+1
Veli¢ina ©'; naziva se virtualna brzina tacake M; sistema, a jednacina
(4.24) je princip virtualnih brzina.

Primer 50 Ravnoteza krutog tela.

Posmatra se kruto telo koje je oslobodeno svih veza. Na to telo deluju
aktivne sile ?i, aktivan spreg 971, reakcije idealnih veza ﬁz i reakcije
neidealnih veza ﬁf Posto je telo oslobodeno svih veza stvarna i virtualna
pomeranja neke tacke tela M; su ista, odnosno

67 =dr; = vdt.

Po principu virtualnih brzina mora biti zadovoljena jednacina (4.24).
Po rezultatima kinematike brzina neke tacke M; krutog tela je

V= Vo + W x T, (1)

gde je 7' brzina proizvoljne tacke O krutog tela, koja se zove centar, w
je ugaona brzina obrtanja krutog tela oko tacke O, a 7'; vektor polozaja,
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tacke M; u odnosu na tacku O. Kod krutog tela oslobodenog svih veza
ova dva vektora su potpuno proizvoljna.
Posle zamene ovog izraza u (4.24) dobija se

N N
SF+R;) To+ Y (Fit RY)-(@xT,)=0.
=1 =1

Ova relacija se moze napisati u obliku

« = . — . LR . . .
Posto su vektori v'p i W potpuno proizvoljni i razli¢iti- od nule ova jed-
nacina je zadovoljena ako su ispunjeni sledeci uslovi

— — —
Y (Fi+R;) = 0,

RN —

N
Tix (Fit RO4+M = 0, 2)

i=1

odnosno glavni vektor i glavni moment svih aktivnih sila su jednaki nuli.
Posto je su 7 ;% (?l + ﬁ;‘) momenti sila Z?Z i T%)j za tacku O u drugoj
jednacini (2) dejstvu tih momenata pridodato je i dejstvo sprega M. Ovo
su poznati uslovi ravnoteze krutog tela..

Primer 51 Materijalni sistem se sastoji iz tereta Py, Py i P3 (Slika 4.10).
Tereti se nalaze u ravnotezi. Naci vezu izmedu tereta Py, Py 1 P3 1
tezine QQ kotura broj tri u poloZaju ravnoteZe. Polupretnici koturova su
r1,72,T3,74 1 75. Koturi 1 42, kao 14 15, kruto se medusobno vezani.

Ako se teret P; virtualno pomeri nanize za d0z1,a teret P, takode
nanize za veli¢inu 0z, onda se teret P3 zajedno sa koturom pomeri navise
za neko dz3. Virtualni rad svih sila glasi

P1521 + P2522 - (Q + P3)523 =0.
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Sva virtualna pomeranja nisu
nezavisna. Sistem ima dva stepena
slobode kretanja i neka su neza-
visna virtualna pomeranja uglovi
obrtanja dp, i d¢p,. Sada je

0z1 = 11099,

029 = T50,.

Tacka O kotura 3 pomeri se za
r9d¢y, a tacka O" istog kotura za
r40p, pa je pomeranje centra C'
dato sa

r90p; — r40py

Slika 4.10: 523 — 7*46@2 + 2
7“2(5@1 + 7"45(,02
2
pa je virtualni rad
+ P + P.
Pﬂ”l — —(Q B 3)7“2:1 (5(,01 N |:P27“5 — —(Q 5 3)7“4 6@2 = 0.

Posto su varijacije dg; i dp, nezavisne i razli¢ite od nule, zbog zadovol-
jenja prethodne jedna¢ine mora da bude

P.

P].T]. — WTQ = O’
P.

P27”5 - —(Q_; 3)7“4 = 0.

Iz ovih jednacina sledi

T
Q+P = 2P—,
T2

r
Q + P3 = 2P2—5
T4
Izjednacavanjem desnih strana ovih rezultata, jer su im i leve strane
jednake, dobija se i sledeta veza izmedu tezina P i P

2Ty
P1:—P2.
Tr4T1
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4.4 (Generalisane koordinate i Lagranzeve
jednacine druge vrste

U problemima dinamike koriste se razni koordinatni sistemi, na primer
Dekartov, prirodni, polarni itd. Kod proucavanja kretanja slobodnih sis-
tema najcesce se koristi Dekartov pravougli koordinatni sistem-iako kod
proucavanja kretanja vezanih mehanickih sistema on nije najpodesniji.
Ako je broj Dekartovih koordinata tac¢aka ve¢i od broja stepeni slobode
kretanja sistema, mora se voditi racuna o jednac¢inama veza u sistemu za
sve vreme reSavanja problema sto stvara poteskoée: Sta vise, analiticki
izraz jednacina veza moze biti vrlo nepogodan za upotrebu.

Ukazane teskoce u proucavanju kretanja vezanih mehanickih sistema
se prevazilaze uvodenjem pojma generalisanih koordinata. One se definisu
na slede¢i nacin: generalisane koordinate su nezavisni parametri koji
jednoznacno odreduju polozaj posmatranog mehanickog sistema i ¢iji je
broj jednak broju stepeni slobode kretanja sistema. Generalisane koor-
dinate su realne veli¢ine. Svaka generalisana koordinata ima nezavisno
znacenje. To znaci, da brojne vrednosti generalisanih koordinata pot-
puno odreduju polozaj mehanickog sistema u prostoru. Generalisane
koordinate mogu biti Dekartove koordinate, uglovi, povrsine, krivolinij-
ske koordinate, naelektrisanje, pritisak, temperatura itd. To mogu biti
apsolutna ali i relativha pomeranja tacaka ili krutog tela. Po pravilu,
u svakom problemu se generalisane koordinate mogu izabrati na vise
nacina. Zato se pri njihovom izboru mora voditi racuna da slozenost ili
jednostavnost matematickog resavanja svakog problema kretanja zavisi
od izabranog skupa generalisanih koordinata. Generalisane koordinate se
obelezavaju sa q., a = 1,2, ...n, gde je n broj stepeni slobode kretanja.
Za vreme kretanja sistema generalisane koordinate su funkcije vremena,
odnosno gg = qu(1).

U cilju boljeg razumevanja
navedenih ¢injenica posmatrajmo
ponovo sistem prikazan na slici
4.11, koji ima dva stepena slo-
bode kretanja. Dve generalisane
koordinate mogu biti uglovi ¢ i
¢ (Slika 4.11) ili uglovi ¢ i 6.
Uglovi ¢ i ¥ se mere od ver-

Slika 4.11:
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tikalnog pravca pa su to apsolutni uglovi. Ugao # se meri izmedu pravaca
vektora 7" 4 i AB pa je to relativni ugao.
Izrazimo vektore 7 4 i AB preko generalisanih koordinata ¢ i 1) kao

TA = lA(t)(7sincp+7cos<p),
— — —
AB = lg(i siny+ j costp). (4.25)

.
Ovi izrazi pokazuju da su vektori polozaja 741 7 g = T a4+ AB tacaka
A1 B, atime i njihove Dekartove koordinate, funkcije generalisanih koor-
dinata ovog problema ¢ i ¢ i vremena t. Ako se zavisnosti (4.25) uvrste
u jednacine veza (4.4), onda se one svode na identi¢nosti, odnesno one
su identicki zadovoljene.

Iz ove analize, uocavamo dalekosezne posledice uvodenja pojma ge-
neralisanih koordinata u dinamiku:

1. Proucavanjem problema pomocu generalisanih koordinata sve jed-
nacine veza su identicki zadovoljene i samim tim se, pri daljem
reSavanju problema, o njima vise ne treba voditi racuna. Drugim
reCima, posle uvodenja generalisanih koordinata jednacine veza se
vige ne pojavljuju eksplicitno u problemu, ali treba dobro nagla-
siti da veze odreduju analiticku zavisnost vektora polozaja tacaka
vezanog sistema od generalisanih koordinata;

2. U najopstijem sluéaju, vektori polozaja tataka sistema su funkcije
svih generalisanih koordinata i vremena.

4.4.1 Generalisane sile

Posmatrajmo kretanje mehanickog sistema N materijalnih tacaka M;
masa m; (i = 1,2,...N). Ovaj sistem se krete pod dejstvom aktivnih
sila ?Z i aktivnih spregova 97?5, ¢ = 1,2,...P. Za proucavanje kre-
tanja ovog sistema uvodi se n odgovarajucih generalisanih koordinata
Ga, @ = 1,2, ...n. Vektor polozaja T; svake tacke sistema M; u odnosu
na neku nepokretnu tacku O je funkcija generalisanih koordinata i vre-
mena. Znaci, da je

Ti=T4i(t qa), (4.26)

gde je analiticki oblik te zavisnosti odreden oblikom veza koje postoje u
sistemu.
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Virtualna promena vektora polozaja tacke M, sistema (4.26), zbog
varijacija generalisanih koordinata dq,, glasi

8¢ (4.27)

Uvrstavanjem (4.27) u (4.14), virtualni rad aktivnih sila i reakcija ne-
idealnih veza postaje posle promene reda sabiranja

0A = z":
a=1

Kako suma po indeksu 7, odnosno po svim tackama sistema, odnosno
sve u zagradi | | uz varijacije dq, zavisi od generalisane koordinate ¢, i
vremena t, sledi da je

N

S (Fi+ Ry o\ 5
? % aqa qo-

i=1

0A =) QL oqa, (4.28)
a=1
gde je
3 T
F —S(F,+ Ry 21 4.2
QL (qat) = > _(Fi+ R)) 30 (4.29)

i=1
koeficijent QI uz varijaciju generalisane koordinate dq, u izrazu (4.28).
QF je deo generalisane sile mehanickog sistema za generalisanu koordi-
natu ¢u, koji odgovara aktivnim silama F)Z i reakcijama neidealnih veza
R

Neka u sistemu koji se razmatra, sem materijalnih tacaka, postoje
1 kruta tela na koja deluju, sem sila, i aktivni spregovi 97(5, tada se i
spregovi 97?5 moraju ukljuciti u izracunavanje generalisanih sila. Neka se

=

neko telo pod dejstvom sprega 91 obrne oko neke ose z¢ za elementarni

ugao dp,, gde je 0 virtualno obrtanje oko ose z¢. Prema (3.2) virtualni
—

rad tih spregova 9 iznosi

m — _ m
0A = Zi)ﬁg 0 = Z Moo, cos ag, (4.30)
=1 =1
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ﬁ
gde je a¢ ugao izmedu vektora I, i ose z¢. Neka je svako ¢, funkcija
generalisanih koordinata i vremena, odnosno ¢, = ¢.(qa,t). Tada je

varijacija dp, = %5%, pa virtualni rad (4.30) postaje

m n a
0A = Z M cos o Z %5%.
=1 a=1 ~1¢

Odnosno, posle promene reda sabiranja

A=3 (Z @f% cos Oé»:) 0ga =Y QN g, (4.31)
a=1 \¢=1 a=1

gde je
)
QY = Z a—%W£ COS (v
Qo
=1

Konac¢no, ukupan virtualni rad svih aktivnih sila F’)i, reakcija neidealnih
— —
veza R} i aktivnih spregova e je zbir virtualnih radova (4.28) i (4.31)

0A=Y " (QF + Q) bqa. (4.32)

a=1

Zmnagi u tom slucaju, generalisana sila za koordinatu ¢, je koeficijent uz
nezavisnu varijaciju dq,, odnosno

Qo = QL + Q1 (4.33)
pa izraz (4.32) postaje
0A =" Qadga- (4.34)
a=1

Generalisane sile imaju dimenziju koja zavisi od dimenzije odgovarajuce
generalisane koordinate, odnosno prema (4.34) dimenzij a(Q):%.
Ako je generalisana koordinata duzina, onda generalisana sila ima di-
menziju sile. Ako je generalisana koordinata ugao, tada odgovarajuca
generalisana sila ima dimenziju momenta sile.

Generalisane sile se izracunavaju na sledete nacine:



236

Generalisane koordinate i Lagranzeve jednacine druge vrste

1. Izrac¢una se virtualni rad (4.32) svih aktivnih sila, reakcija neide-

alnih veza i aktivnih spregova na virtualnim pomeranjima tacaka
sistema i svih tela. Pri tome se koriste koordinate, koje ne moraju
biti generalisane, ali koje omoguc¢uju najjednostavnije izracuna-
vanje ovog virtualnog rada. Zatim se u tom radu sve varijacije
koordinata izraze preko varijacija nezavisnih generalisanih koordi-
nata dq, a generalisane sile (), se prepoznaju kao odgovarajuéi
koeficijenti uz varijacije generalisanih koordinata dgy: Ovaj postu-
pak je sprovodljiv uvek, bez obzira o kakvim se silama i spregovima
radi.

2. Ako su sve aktivne sile, reakcije neidealnih veza i svi spregovi konz-
ervativni, onda se za njih moze naci odgovarajuca potencijalna en-
ergija kao funkcija generalisanih koordinata i vremena, odnosno
IT = II(¢a,t). Ona je povezana sa radom A svih aktivnih sila,
reakcija neidealnih veza i aktivnih spregova relacijom

H(qaa t) = —A,
pa je virtualna promena ove relacije
= OlI
0A=—) ——0qa,
9o
a=1
sto poredenjem sa (4.34) dovodi do
oIl
«=—-=, 4.35
Q=5 (435)
odnosno do pravila za izracunavanje generalisanih sila. Naravno,
ovo pravilo vazi samo u slucéaju konzervativnih sila.
Napomena:

1. Ako sva mehanicka dejstva u sistemu imaju potencijalnu energiju

onda se ona nalazi pomocu relacije I1 = —A, gde je A rad svih
aktivnih sila, svih aktivnih spregova, reakcija neidealnih veza na
pomeranju iz poloZaja koji odgovara nultim vrednostima general-
1sanih koordinata u poloZaj koji odgovara njthovim proizvoljnim vred-
nostima.
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2. Ako se za deo sila i spregova u mehanickom sistemu moze naci
potencijalna energija II, ali ne za sve sile i spregove, onda su gen-
eralisane sile sistema

o1l

Qo = o0 + Q% (4.36)

gde se deo generalisanih sila ¥, koji odgovara nekonzervativnim
silama i spregovima, izracunava pomocu virtualnog rada samo tih
sila i spregova koji nemaju potencijalnu energiju, odnosno

0A* = Q04 (4.37)
a=1

3. Za odredenu klasu nekonzervativnih sila odgovarajuce generalisane
sile izracunavaju se kao
OR
94’
gde se funkcija R, koja moze zavisiti od vremena ¢, generalisanih
koordinata ¢, i generalisanih brzina ¢, , naziva Rejlijeva’ ili disipa-
tivna funkcija. Za sile viskoznog trenja ona ima oblik

Q= (4.38)

n

1 n
), S (G, G2, -l D) datis, 4.39
5 ;6:10 5(q1, G2, -+-Gns 1) dnds (4.39)

pa su odgovarajuce generalisane sile 4.38 oblika

n

Q== cap(a1, g2, - Gn, t)ds. (4.40)
B=1

4.4.2 Generalisane inercijalne sile

Prema (4.26) vektor polozaja 7; tacke M; zavisi eksplicitno od vremena
t i implicitno opet od vremena preko generalisanih koordinata g, (t). Zato
apsolutna brzina tacke M; ima oblik

— nooa—
— or'; or; .

of +D 5
of 4= 0. !

(4.41)

4 J.W.S. Rayleigh, 1842 — 1919.
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gde je ¢,, odnosno izvod generalisane koordinate ¢, po vremenu, ge-
neralisana brzina. Ako su veze u sistemu stacionarne onda se vreme
ne pojavljuje eksplicitno u (4.26) pa je ¢lan 97 ;/0t = 0. Posto se
generalisane brzine ¢, javljaju samo kao koeficijenti uz parcijalne izvode
07 i/0qq u izrazu (4.41) iz tog izraza sledi

ov; 07

— . 4.4
04e  0qq (442)

Ako se uizrazu (4.41) promeni nemi indeks v u /3, a to je uvek moguée,
onda parcijalan izvod tog izraza po generalisanoj koordinati g, glasi

0qo  0tdqq

n
ov; 07, 3 o7

oy —_ o . . . . .
Veli¢ina 07";/0q, zavisi od generalisanih koordinata ¢, i vremena t pa
je njen izvod po vremenu

d (07 D T M= 7,
- . + Z -
dt \ 0qa, otoq, —~ 0¢30qa
Zbog jednakosti desnih strana prethodnih jednacina sledi veza

ov,; d (07,
0.~ di ( aqa> . (4.43)

Koriste¢i izraz (4.27) za virtualno pomeranje i - te tacke sistema,
virtualni rad inercijalnih sila sistema, posle promene reda sabiranja po
indeksima ¢ i« (4.13) postaje,

N

SAT =N "(—=m @) 67 = Zabqa, (4.44)
a=1

1=1

gde je generalisana inercijalna sila sistema Z, definisana relacijom

N —
— O

Za:_Zmiai' 3qa’
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koja se moze napisati u obliku

s di = 0T, Y, doT,
o= T mi vy —— mi vy — .
dt — 0q — dt 0qq

Koristeci jednakosti (4.42) i (4.43), ovaj izraz postaje

d & 0T, o7
Za = — z—>$ : z—>z Z’
dt;m ’ 9qq +;m ! 0qa

odnosno, posle promene reda sabiranja i parcijalnog diferenciranja, dobija
se krajnji oblik generalisane inercijalne sile

d OF, OB
Ly = ——— , 4.45
0t 94 g (4.45)
gde je
1 N
i=1

kineticka energija sistema.

Analiza izraza (4.41) i (4.46), pokazuje da je kineticka energija bilo
kog mehanickog sistema funkcija generalisanih koordinata ¢,, genera-
lisanih brzina ¢, i vremena #; ednosno

U slucaju kada su sve veze u sistemu stacionarne, kineticka energija ne

zavisi eksplicitno od vremena.

4.4.3 Lagranzeve jednacine druge vrste

Koristeci (4.28), (4.44) i (4.45), Lagranz - Dalamberov princip (4.12) u
generalisanim koordinatama postaje

" d OE, OF
E:(: k+——ﬁ—+Qa>6%x=o. (4.48)
a=1

At 84e | Oqa

Sve generalisane koordinate ¢, (o = 1,2, ...n) su nezavisne, pa su i njihove
varijacije dq, nezavisne. Lagranz-Dalamberov princip zahteva da relacija
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(4.48) bude zadovoljena za bilo koje varijacije generalisanih koordinata
koje su razli¢ite od nule, odnosno za dq, # 0, pa sledi da svi koeficijenti
uz varijacije ¢, u izrazu (4.48) moraju biti jednaki nuli, odnosno

d OB, OE,
dt 0qq 0a

=Q. a=12 .n. (4.49)

Ovo su diferencijalne jednacine kretanja mehanickog sistema sa n
stepeni slobode kretanja u generalisanim koordinatama g,. Zovu se La-
granzeve jednac¢ine druge vrste®, jer je Lagranz izveo i jednagine kretanja
u drugacijem obliku, koje se nazivaju Lagranzeve jednag¢ine prve vrste
a koje se ovde ne navode. Neke vazne ¢injenice u vezi Lagranzevih jed-
nacina druge vrste glase:

1. Broj Lagranzevih jednacina druge vrste jedmak je broju stepeni
slobode kretanja posmatranog mehanickog sistema. U tom smislu,
broj ovih jednacina je optimalan, jer diferencijalnih jednacina kre-
tanja ne treba da bude vise, ali ih ne moze biti ni manje od broja
stepeni slobode kretanja.

2. Pri formiranju Lagranzevih jednacina druge vrste mora se voditi
racuna da operator d()/dt u njima znaci diferenciranje po vremenu,
direktno tamo gde se vreme pojavljuje eksplicitno i posredno preko
svih funkcija koje zavise od vremena.

3. Lagranzeve jednacine druge vrste mogu se pisati i u obliku
Za + Qa = 0.

Tada one, u izvesnom smislu, izrazavaju takode drugi Njutnov

zakon, jer se drugi Njutnov zakon za kretanje jedne materijalne
— —

t_a)éke moze pisati i kao F'! + F = 0, gde je inercijalna sila tacke

Fl=_—_md.

4. Prema najopstijoj strukturi kineticke energije sistema (4.47) i ob-
liku Lagranzevih jednacina druge vrste, sledi da je svaka od tih
jednacina obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.

SHronoloski, Lagranz je prvo izveo diferencijalne jednacine kretanja u zavisnim
koordinatama sa mnoziocima veza, koje se zovu Lagranzeve jednacine prve vrste.
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5. Generalisane sile sistema odgovaraju svim aktivnim silama, ak-
tivnim spregovima i reakcijama neidealnih veza u sistemu (4.32)
i (4.34), nezavisno od toga da li su te neidealne reakcije veza un-
utrasnje ili spoljasnje sile u sistemu.

6. Reakcije idealnih veza nemaju uticaj na oblik Lagranzevih jed-
nacina druge vrste. Zato se, pri formiranju ovih jednacina, ne
oslobada idealnih veza, bez obzira da li su one unutrasnje ili spo-
ljasnje u sistemu.

7. Ako se u problemu traze vrednosti nekih reakeija idealnih veza mora
se, posle nalazenja kretanja resavanjem Lagranzevih jednacina dru-
ge vrste, osloboditi odgovarajucih idealnih veza i na tako izdvojene
elemente sistema primeniti drugi Njutnov zakon, ili opsti zakoni
dinamike, jer se samo u njima pojavljuje te reakcije idealnih veza.

8. Ove jednacine su primenljive za sva kretanja holonomnih mehanic-
kih sistema, jer su izvedene za takve sisteme, ali se one mogu
uopstiti i za druge mehanicke, elektricne, elektromehanicke, ter-
modinamicke i druge fizicke sisteme.

4.4.4 Lagranzeve jednacine konzervativnih sistema

Ako sve aktivne sile, aktivni spregovi i reakcije neidealnih veza u sistemu
poseduju potencijalnu energiju I, koja zavisi od generalisanih koordinata
do 1 vremena t, onda zbog (4.35), Lagranzeve jednacine druge vrste (4.49)
postaju

4oL 0L o 19 . (4.50)

posto potencijalna energija ne zavisi od generalisanih brzina ¢,, i gde je
L = E) — Il Lagranzeva funkcija ili kineticki potencijal sistema. Na-
glasimo da je u tom slucaju, kretanje mehanickog sistema okarakte-
risano samo sa jednom funkcijom L, koja u najopstijem slucaju zavisi
od generalisanih koordinata, generalisanih brzina i vremena, odnosno
L = L(4a) Ga,t). Mehanicki sistemi, ¢ije je kretanje opisano jednac¢inama
(4.50), nazivaju se Lagranzevi mehanicki sistemi. Sta vige, i svi fizicki
sistemi, kod kojih Lagranzeva funkcija ne mora biti razlika kineticke i po-
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tencijalne energije, a ¢ije je ponasanje opisano jednac¢inama oblika (4.50),
nazivaju se Lagranzevim sistemima.

4.4.5 Kineticka energija materijalnog sistema

Neka u najopstijem slucaju na sistem materijalnih tacaka i krutih tela
deluju veze koje zavise od vremena t i generalisanih koordinata g,. Tada,
svaki vektor polozaja ma koje tacke u sistemu moze da se izrazi kao
funkcija generalisanih koordinata ¢, i vremena t, pa je

Diferenciranjem po vremenu izraza 4.51 dobija se vektor brzine

— n —
— ari 8Ti-

i - 4.52
v at + = 8qa qOé ( )

pa kineticka energija materijalnog sistema, posle promene reda sabiranja,
postaje

—

1 & 1 oT; 0T,
E. = = (V) == — v
k QZm(U vi) QZ;m a ot T

N — —

(9'” 87’1' .o

mie— 2 4.53
(Z 0 8q5>q 45 (4.53)

- 07\
Ey = A0:§Zmi (Wl) )

En = ;Aaqaa Aazzmia—qa’ ot

N — —
T 8ri

1 n n o o
EkQ = 522Aa5qaqﬁ, Aag = ;mZa—qa . 8(]6 (454)

a=1 pg=1
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kineticka energija materijalnog sistema postaje
By = Eyo + By + Eja. (4.55)

Vidi se da je kineticka energija mehanickog sistema u najopstijem slucaju
zbir ¢lana Ej, koji ne zavisi od generalisanih brzina, ¢lana Fj; linearnog
po generalisanim brzinama i ¢lana Ejo koji je homogena funkcija dru-
gog reda (kvadratna forma) po generalisanim brzinama. Veli¢ine A,z su
simetri¢ne jer vazi da je Ang = Agq za o, B = 1,2...n, gde je n broj stepeni
slobode kretanja. Sve veli¢ine Az, A, 1 Ag su funkcije svih generalisanih
koordinata ¢, i vremena .

U sluc¢aju skleronomnih veza u materijalnom sistemu vektor polozaja
ma koje tacke sistema M; ne zavisi eksplicitno od vremena paje 97 ; JOt =
6), pa iz (4.54) sledi da je Ag = 01 A, = 0 za o = 1,...n, i kineticka
energija dobija oblik

Ey = Ejp = %Z D Aupads (4.56)

a=1 p=1

Kineticka energija skleronomnog materijalnog sistema je homogena
funkcija drugog reda (kvadratna forma) generalisanih brzina g, .

4.4.6 Cikliécna koordinata i njen integral

Ako se se neka generalisana koordinata, na primer koordinata g,,, ne
pojavljuje eksplicitno u kinetickoj energiji sistema i ako je odgovara-
juta generalisana sila jednaka nuli, odnosno 0Fy/d¢q,, = 01 Q,, = 0,
Lagranzeva jednacina druge vrste (4.49) za generalisanu koordinatu g,,

postaje
4 (0B
dt \ 04, )

oFE

—k — ¢, = const. (4.57)

i
Jednacina (4.57) je prvi integral diferencijalne jednacine kretanja za gen-
eralisanu koordinatu ¢,,. Koordinata g, se naziva cikli¢na koordinata, a
prvi integral (4.57) je cikli¢ni prvi integral. Postojanje cikli¢ne koordinate

Odavde sledi da je
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u nekom problemu zavisi od odabranog skupa generalisanih koordinata
za njegovo proucavanje®. Za isti problem u nekom skupu generalisanih
koordinata moze postojati ciklicna koordinata a u drugom ne.

4.4.7 Integral energije

Neka su sve sile u sistemu potencijalne. U tom slucaju sistem se krece u
skladu sa Lagranzevim jednacinama druge vrste (4.49) i (4.35)

d OE, OFE oIl

— — = — =1.2. .2n. 4.58
B 04,  Og  Ogn 0T bhem (4.58)

Ako svaku jednacinu (4.58) pomnozimo sa odgovarajuéom generalisanom
brzinom ¢, i sve te jednacine saberemo po generalisanim koordinatama

dobija se
L dOB, . 0E, . ~. Ol
;Qthaqa _agqaaqa __;QQaqa7

Ova jednacina moze da se napiSe u sledecem obliku

" [d (. OFE . 0B,  0FE, = 0l
_ _ —0. 4.
E { pn (qa 8%) oG 9, + 4, an 0 (4.59)

a=1

Posto je u najopstijem slucaju kretanja Ey = Fr(qa, q,,t) 1 11 = 11(qq, t)
izvodi ovih funkeija po vremenu glase

dEy = O0E; ~~(OE;.  OEj.
- at+;(aqaq“+aqaqa)’

dIl O~ (011
o = ). 4.
i = a2 () (160
Koriséenjem relacija (4.54) i (4.55) dobija se

~ (. OE
> (qaa.k) = B + 2Ejo,
4o

a=1

6Problem da se pronade skup generalisanih koordinata u kome bi sve koordinate
bile cikli¢ne, nije ni do danas resen.
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pa iz (4.59) i (4.60) sledi

d dE Ol OF
S (B +1I) = =Tk 4.61
dt( k2 +10) a o o (4.61)

1. Ako su ispunjeni uslovi:

1. Sve veze u sistemu su stacionarne pa je zbog toga

OF)

W - O, Eko - 0, Ekl - 0, Ek - Ekg. (462)

2. Potencijalna energija ne zavisi eksplicitno od vremena, odnosno
ol
ot

Koristeci (4.62) 1 (4.63) iz (4.61) sledi

0. (4.63)

d
— (B, +1I)=0
pa je
Ey + 11 = E = const. (4.64)

Vazi sledeca teorema: Ako su sve veze u sistemu stacionarne i ako
potencijalna energija - sistema ne zavisi eksplicitno od vremena totalna
mehanicka energija sistema E), + I1 ostaje konstantna tokom kretanja’.
Konstanta F u izrazu (4.64) se odreduje iz pocetnih uslova kretanja.

Primer 52 Duve materijalne tacke masa M i m vezane su nerastegljivim
uzetom duzine | (Slika 4.12a). UZe je provuteno kroz otvor O glatkog
horizontalnog stola. Masa m moze da se krece po osi z. U pocetnom
trenutku vremena masa M je na rastojanju Ry od tacke O i ima pocetnu
brzinu v o pod uglom o prema pravew OM. Treba:

1. Formirati diferencijalne jednacine kretanja sistema,

2. Odrediti silu u uZetu,

"Ova teorema se pripisuje Jakobiju (K.G.J. Jacobi 1804-1851).
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Polozaj mase M wu ravni stola
odreden je sa dva parametra, na
primer sa polarnim koordinatama r i
. Zbog pravolinijskog kretanja mase
m njen polozaj je odreden sa koordi-
natom z. Koordinata z nije nezavisna
jer je zbog nerastegljivosti uzeta

Slika 4.12: z=1-" (A)

Zmaci, ovaj sistem ima dva stepena
slobode kretanja. Kao generalisane koordinate biramo polarne koordi-
nate 7 i ¢ mase M. Sve velicine, a to su kineticka energija sistema i
virtualni rad ili potencijalna energija sistema, moraju biti izrazene preko
tih koordinata.

Posto sistem ima dve mase i kineticka energija sistema ima dva sabir-
ka
Ey = Epm + Lk

Uzimajuci u obzir poznate izraze za projekcije brzine u polarnom, za
masu M, i Dekartovom koordinatnom sistemu, za masu m, gornji izraz
postaje

M
By = (P 4 r2%) + =37,
2 2
odnosno, posto je zbog veze (A) brzina Z = —r, dobija se
1
Ey, = 5[(M +m)i? + Mr?p?). (B)

Veze u sistemu, nerastegljivo uze i glatka povrsina, su idealne pa se one
ne uklanjaju. Od dve aktivne sile m¢ i M ¢, samo sila m¢ vrsi rad na
virtualnom pomeranju §z. Kako je dz = —dr, zbog veze (A), virtualni
rad aktivnih sila iznosi

0A =mgdz = —mgor,
pa su generalisane sile

Qr = —mg, Q,=0. (C)
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Generalisane sile mogu se izracunati i pomocu potencijalne energije sile
tezine mg, jer je ta sila potencijalna. Potencijalna energija se uvek
izracunava prema relaciji II = —A, gde je A rad te sile na pomeranju
iz polozaja koji odgovara nultim vrednostima generalisanih koordinata u
polozaj koji odgovara njihovim proizvoljnim vrednostima. Prema tome
takav rad sile m’g glasi A = mgz, odnosno, zbog (A), A = mg(lL — 7).

Znaci, potencijalna energija te sile iznosi I = —mg(l — r). Generalisane
sile, koje se izracunavaju prema relacijama
oIl oIl
Qr=-" Qo=—,
or Op

su istovetne sa izracunatim generalisanim silama (€') pomo¢u virtualnog
rada.
Diferencijalne jednacine kretanja dobijaju se primenom Lagranzevih
jednacina druge vrste za usvojene generalisane koordinate r i ¢
d 0E, OFEy d OB, OE

a0 or N aop oy 9 (2)

Iz izraza (B) se dobijaju potrebni parcijalni izvodi kineticke energije

OE}

E
—a = m (w 4 _— = [\/z 2
or ( + )Tv or res,
0p i Op

Zamenom ovih izraza i generalisanih sila (C') u Lagranzeve jednacine, pri
¢emu se mora voditi racuna da operator d()/dt znaci diferenciranje po
vremenu, direktno tamo gde se vreme pojavljuje eksplicitno i posredno
preko svih funkcija koje zavise od vremena, dobijaju se jednacine kretanja

(m+ M)i — Mry? = —mg, 2rigp +1r°p = 0. (E)

Vidi se da se generalisana koordinata ¢ ne pojavljuje eksplicitno u kinetic-
koj energiji sistema (B) i da je odgovaraju¢a generalisana sila jednaka
nuli. Prema tome, ¢ je ciklicna koordinata, pa se druga jednacina kre-
tanja moze zameniti njenim ciklicnim prvim integralom

OF)

%:MTEQ'O:CH, (F)
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gde je C integraciona konstanta, koja se moze pisati i kao
Mr(rg) = Mrv. = Ch,
gde je v, cirkularna brzina mase M. Iz pocetnih uslova kretanja
r= Ry, v. =1uvgsina, zat=0_0,
dobija se njena vrednost
C1 = M Rgug sin av.

Posto je sila u uzetu reakcija idealne veze, ona se u postupku formiranja
jednacina kretanja pomocu Lagranzevih jednacina ne pojavljuje. Zato se
za njeno odredivanje mora osloboditi veza uzeta i, na primer, posmatrati
drugi Njutnov zakon za pravolinijsko kretanje mase m (Slika 4.12b). Tako
se dobija

mz =mg — F,

gde je ?u sila u uzetu. Posto je 2z =1 —r, to je 2 = —7, paseiz (F) i
(F) nalazi sila u uzetu

mM R%22 .,
Fu:m+M<g+ 3 sin“« | .

Primer 53 Na kolicima mase M nalazi se teret mase m. Povrsina kon-
takta izmedu tereta i kolica je hrapava sa koeficijentom trenja klizanja p.
Mase tockova su zanemarljive i tockovi se kotrljaju bez kl_i)zanja po nede-
formabilnoj podlozi.  Na kolica deluje horizontalna sila F (Slika 4.13).
Ako je sila F konstantna, naci njenu vrednost da se teret m krece po
kolicima konstantnom relativnom brzinom. Za taj slucaj, naci ubrzange
kolica.

Sistem ima dva stepena slobode kretanja, jer je njegov polozaj odreden
sa dve koordinate x i s, gde je x apsolutno pomeranje mase M a s rela-
tivno pomeranje mase m u odnosu na kolica. Obe mase se kre¢u trans-
latorno pa je kineticka energija sistema

M m
Ey = By + Epyn = 73'32 + 5(35 —5)%, (4)

jer su x i x — $ apsolutne brzine ovih masa.
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Od aktivnih sila m7g, Mg i
S5 =1 = .
x F' samo sila F' vrsi virtualni rad.
Zbog kotrljanja tockova bez Kkl-
izanja po nedeformabilnoj podlozi

F
| —

L

=
(NN

Mg mg veza tockova sa podlogom je ide-
alna. Veza tereta i kolica je nei-
Qlika 4.13: dealna zbog postojanja trenja kl-

izanja. Posto masa m nema kre-
tanje u vertikalnom pravcu normalna reakcija na nju je jednaka tezini
mg mase m, pa je sila trenja klizanja F,, = pumg. Virtualno pomeranje
mase m u odnosu na kolica iznosi ds. Ukupan virtualni rad svih aktivnih
sila i reakcija neidealnih veza sistema iznosi

0A = Féx — umgds, (B)

gde se virtualni rad sile trenja klizanja ra¢una prema izrazu (4.10), pa su
generalisane sile problema

Qo =¥, Qs=—pmyg. (C)
Dve Lagranzeve jednacine kretanja ovog sistema
d40B 0B, 1 doB 0B _,
dt 9z dw. % dt 05 ds 7

glase
(M+m)z —ms§=F, —mi+m§=—pumg.
Resavanjem ovih diferencijalnih jednac¢ina po Z i § dobija se
oo Fopmg . F—p(m+ Mg
M T M '
Vidi se da je § = 0, tj. da je relativna brzina s mase m konstantna,

ako sila F' ima vrednost F' = pu(m + M)g. U tom slu¢aju kolica imaju
apsolutno ubrzanje ¥ = ug.

Primer 54 Stap mase m i duZine 2a vezan je svojim sredistem za cilin-
drican zglob O. Za kraj A ovog $tapa kruto je vezan, pod pravim uglom,
svojim sredistem $tap mase M i duzine b (Slika 4.14). Za kraj B Stapa
AB wvezana je opruga krutosti c, koja je nenapregnuta kada je Stap AB
vertikalan i koja je drugim krajem vezana za tatku D (OD = a).
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1. Ako se stap AB krete u okolini vertikalnog poloZaja ravnoteZe, koji
uslov mora ispuniti krutost opruge ¢ da bi to kretanje bilo oscila-
torno?

2. Koliki je period tih oscilacija?

Sistem ima jedan stepen slobode kretanja.
Za generalisanu koordinatu usvaja se ugao .
U sistemu su dva stapa medusebno kruto spo-
jena, pa se oba obrc¢u oko tacke O. Znagdi,
kineticka energija sistema glasi

Mb

N,

1 . 1 .
Ey = By + Epy = §Jom802 + §J0M902>

gde su Jo,, 1 Jop momenti inercije masa m i
Slika 4.14: M za tacku O. Momenti inercije imaju vred-
nosti Jo, = m(2a)2/12 i Joy = Ja + Ma?,
gde je J4 = Mb*/12, pa prethodni izraz postaje

1 m\ o M o] .,
Ek—2[<M—|—3>a+12b]¢>. (A)

Jedina veza u sistemu, zglob O, je idealna veza. Od aktivnih sila, tezina
Mg i sila u opruzi imaju potencijalnu energiju. Potencijalna energija
tezine je

Iy = —A=—Mga(l — cosyp),

dok potencijalna energija opruge iznosi
c
I, = —(Al)?,
(A

gde je Al izduzenje opruge. Posto je tokom kretanja duzina opruge, po
kosinusnoj teoremi za trougao DOB, data sa

m:a\/ﬁvl—sin ,

a u nenapregnutom stanju av/2, Al iznosi Al = DB —a+/2 i potencijalna
energija sistema glasi

2
Il = —Mga(1l — cos ¢) + ca® (\/1—singo—1> : (B)
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Odgovarajuca Lagranzeva diferencijalna jednacina kretanja ima oblik

d OE, 0Ly oIl

dt 0p  dp  Op

Koristeti (A) i (B) dobija se jednacina kretanja sistema

1 1
M+ = 24 MY ¢
[( +3m)a +12 }g@

1
+ca® (m — 1) cos p — Mgasinp = 0.

Za mala kretanja oko polozaja ravnoteze, koji je odreden sa ¢ = 0, tj.
za male vrednosti ugla ¢, imamo sledece razvoje u redove

A1
y~ 2(107

D=

sinp ~ ¢, cospr~1, +(1—sinp)"
pa gornja jednacina postaje
P Fwlp =0,
gde je

2 %ca—Mg .
(30 +5) e + 4P

Da bi sistem vrsio male oscilacije oko polozaja ¢ = 0, mora biti w? > 0,
odnosno ¢ > 2M g/a. Period ovih oscilacija iznosi T' = 27 /w.

Primer 55 Laki kruti Stap duzine | zglobno je vezan krajevima A ¢ B
za klizace masa m. Nerastegljivo uZe je vezano za kliza¢ B i namotano
na disk mase M i poluprecnika r (Slika 4.15). Ako se centar mase diska
C krece u vertikalnom pravcu, formirati diferencijalne jednacine kretanja
sistema. Povrsine po kojima se krecu klizaci su glatke.

Sistem ima dva stepena slobode kretanja. Za generalisane koordinate
usvajaju se ugao ¢ izmedu Stapa i horizontale i rastojanje s od centra
mase diska C' do neke nepomicne ravni. U sistemu su tri mase. Klizaci
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se krecu pravolinijski a disk ravanski. Prema tome, kineticka energija
sistema glasi

Ey, = Ewa+ Eip+ Egu,

1 1
Lk, = §mvi+§mv%

1 1
+§MU% + §J0w2,

gde je w ugaona brzina ravanskog kretanja diska. Ako se usvoji nepokre-
tan koordinatni sistem Oxy, onda su koordinate tacaka A 1 B date sa

za=lcosp, yp=Isingp, (A)
a njihove brzine
va =14 =—lpsing, v =y =I1Pcosy. (B)

Izmedu brzina tacaka D i C' diska, koji
se krece ravanski, postoji veza

— — —D
UC:UD+UC,

gde je v8 = rw i w ugaona brzina
ravanskog kretanja diska. Posto je
vp=vpg ivc = § to se projekto-

vanjem prethodne jednacine na osu y

dobija

Slika 4.15: § = lpcosp +rw,
odnosno L
w:s— gocosgo. ()
T

Koristeci (A), (B), (C) i Jo = Mr?/2, kineticka energija sistema postaje

M M
E, = %l%bQ + 73'2 + I(S —Ipcosp)?.

Sve veze u sistemu su idealne, a potencijalna energija aktivnih sila M g
. —_ . - . . .
i m¢g sa napadnim tackama C'i B ima oblik

II=—A= —mglsinp — Mgs.
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Sada, Lagranzeve jednac¢ine druge vrste (4.50)

d OE, OFE Oll  dOoE, O0E oIl

dt 9p  dp Do dt 95  ds  Is’
dovode do sledecih jednacina kretanja sistema

3 l

S8 5(peosp - ¢sing) = g,

I N |/ A M., ., .
(m+7(zos gp)lgp—;scosgp—zlcp sin2¢ = mgeos .

Primer 56 Na hrapavoj horizontalnoj podlozi nalazi se masa m za koju
je zglobno vezan stap AB mase M i duzine [ (Slika 4.16). Koeficijent
trenja klizanja izmedu mase m i podloge iznosi j. Ako se sistem krece u
jednoj ravni formarati odgovarajuce diferencijalne jednacine kretanja.

Pri kretanju u jednoj ravni ovaj
x sistem ima dva stepena slobode kre-

,,,,,,,,,,, V. tanja. Usvojimo x, pomeranje mase

m, i ugao ¢ za generalisane koor-
r dinate. Masa m se krece pravolin-
Va I M ijski a stap ravanski. Zbog toga,
- . kineticka energija sistema glasi

Sika M6 Ey = FEgm+ Eru,
1 .10: m M 1
Ek = 55‘62 + 711% + §chb2.

Prema poznatim pravilima kinematike ravanskog kretanja, brzina centra
mase §tapa iznosi vo=0v 4+ v g, gde su vy = @ i v = 19/2, a ovaj
vektorski zbir prikazan je na slici. Prema kosinusnoj teoremi dobija se
2 .92 l2 ) . l .
Ve =a° + L 23(:590 cos(m — ).
Do ove brzine moze se do¢i i na drugi nacin. Usvojimo nepokretan koor-
dinatni sistem Oxy. Nademo koordinate centra mase C'

To =2+ —sinp, = — COs .
c 9 ¥, Yc B ¥
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Njihovim diferenciranjem po vremenu dobijamo

l
Toc =T+ ia'pcos 0, Yo = —§gbsing0.
Kvadrat brzine tacke C' izratunava se prema v3 = 7% + y2. Bez obzira
na nacin izra¢unavanja brzine tacke C', kineticka energija sistema postaje

1 M M
Ep = ~(m+ M)i® + —lipcos ¢ + —I*p3,
2 2 6
jer je moment inercije Jo = MI%/12.
Od aktivnih sila samo tezina stapa vrsi rad. Ta sila ima potencijalnu
energiju

I=-A=- —Mgé(l—cosap) :

_)
Reakcije zgloba u tacki A i normalna reakcja R na masu m su reakcije

idealnih veza, dok je sila trenja klizanja F', reakcija neidealne veze jer
se masa m kliza po hrapavoj podlozi. Virtualni rad te sile iznosi

SA* = —F,bx

pa je nekonzervativni deo generalisane sile @} dat sa Q7 = —F, 1 Q7, = 0.
Ukupne generalisane sile se izracunavaju prema izrazu (4.36), tj.

o _on
Qm—__x+ m—_F,u: Qq:— %

[
+ @, = —Mg§ sin .

Koristeci dobijene izraze za kineticku energiju sistema i generalisane sile,
Lagranzeve jednacine druge vrste

BT P T

dt 0p Op

dovode do jednacina kretanja

(m—l—M)x—l—?l(gocosw—(fsm(p) = —F,
L., N 1. g .
—p+-fcosp = —Zsin
3§0 9 ¥ B ¥
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gde jo§ treba izracunati silu trenja klizanja tokom kretanja. Poznato je
da ona iznosi F,, = uRy. Za nalazenje vrednosti reakcije veze Ry, koja
se uopste ne pojavljuje u Lagranzevim jednac¢inama, moraju se koris-
titi opsti zakoni dinamike ili drugi Njutnov zakon. Na primer, zakon o
kretanju centra mase sistema, kojeg ¢ine mase m i M, u pravcu ose y
glasi

(m+M>ycs = mg+Mg - RN?

jer su spoljasnje sile sistema Ry, mg i M g. Centar mase sistema je
odreden relacijom

. MYy + M Ym
 m+M

a posto je yy = (1/2) cosp iy, = 0, iz prethodnog izraza dobija se

yCS Y

Ml

m(gpsmw —+ (,'02 COSQO).

chs:_

Konacno, sila trenja klizanja, ¢ija vrednost treba da se zameni u jednacine
kretanja, glasi

MI
F,=pn (m—l—M)ngT(gbsingp—irgb%osgo)

Vidi se da ova sila trenja klizanja zavisi od kretanja sistema preko ugla
¢ 1 njegovih izvoda ¢ i ¢, koji su takode funkcije vremena.

4.5 Stabilnost ravnoteznih stanja

4.5.1 Rayvnoteza materijalnih sistema izrazena u
generalisanim koordinatama.
Stabilnost ravnoteze.

U delu 1.9.5 ovog teksta data su proucavanja stabilnosti ravnoteze ma-
terijalne tacke. Ovde se ta proucavanja stabilnosti ravnoteze izlazu po-
mocu generalisanih koordinata. Dokaz teoreme o stabilnosti ravnoteznih
polozaja se ne ponavlja. Posmatra se ravnoteza mehanickog sistema N
materijalnih tacaka i krutih tela M; masa m;, i = 1,2,..N, koji ima n
stepeni slobode kretanja. Ovaj sistem se nalazi u ravnotezi pod dejstvom
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aktivnih sila Fl i aktivnih spregova 97?5, & =1,2,...m. Na sistem deluju
idealne veze nezavisne od vremena i neidealne veze ¢ije su reakcije ﬁ;‘ .
Neka je polozaj sistema jednoznacno odreden sa n generalisanih koordi-
nata q, gz, .-..... , qn- Prema Lagranzevom principu virtualnog pomeranja
(4.19) u polozaju ravnoteze mora biti virtualni rad svih aktivnih sila i
reakcija neidealnih veza jednak nuli, odnosno

N m
SA=S(Fi+ Ry)- o7+ M - 5 =0 (4.65)
i=1 £=1

Uvodenjem generalisanih koordinata prema (4.34) ovaj izraz postaje

JA =" Qadge =0, (4.66)
a=1

gde je (), generalisana sila. Posto su generalisane koordinate nezavisne
i varijacije dq, razlic¢ite od nule ovaj uslov je ispunjen ako je

Qa=0, (a=1,2,...n). (4.67)

Zmaci ovo su uslovi ravnoteze posmatranog mehanickog sistema u gener-
alisanim koordinatama. Prema tome : U poloZaju ravnoteZe neslobodnog
materijalnog sistema, koji je -podvrgnut idealnim stacionarnim vezama,
sve generalisane sile koje odgovaraju nezavisnim generalisanim koordi-
natama, jednake su nuli. Ako bi sve sile i spregovi koji deluju na sistem
bile konzervativne, odnosno sve sile i spregovi imaju potencijalnu energiju
I1(ga ), ovi uslovi postaju

ot =0, ot =0, o =0. (4.68)

oq 0qs

Vidi se da su ovi uslovi isti kao i uslovi za nalazenje ekstremnih vred-

nosti funkcije I1(g,). Uslovi pri kojima je polozaj ravnoteze stabilan
daje Lagranz-Dirihleova® teorema koja glasi: Ako u poloZaju ravnoteze
potencijalna energija ima minimum poloZaj ravnoteze je stabilan. Ako u
poloZaju ravnoteze potencijalna energija ima maksimum poloZaj ravnoteZe
je nestabilan (vidi analizu u delu 1.9.5).

8 Johan Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805-1859.
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Ako se ravnoteza materijalnog sistema ostvaruje silama koje nisu po-
tencijalne, stabilnost ravnoteznog stanja se ne moze proucavati na ovaj
nacin.

Primer 57 Homogena kvadratna ploca moze da se obrce u vertikalnoj
ravni oko ose koja prolazi kroz njeno teme O (Slika 4.17). TeZina ploce
je P, a duZina njene stranice je a. Za teme A ploce vezan je konac, koji
je prebacen preko beskonacno malog kotura B 1 zategnut teretom () =
Pv/2/2. Osa kotura B lezi na rastojanju a vertikalno ‘iznad tacke O.
Odrediti ravnotezne poloZaje i ispitati njihovu stabilnost.

Aktivne sile P i () su konzervativne pa je potencijalna energija sistema
I = —Py + Qys- (1)

Ovaj sistem ima jedan stepen slobode kretanja i neka je generalisana
koordinata ugao 1. Tada je sa slike

= a\2/§ sin(% +1— g) = %(sinw — cos ). (2)

Posto je konac konstantne duzine, recimo /[,
sledi

3

a — Yo + 2a cos(= — %) =1,

\)

odnosno

Yo = a+2acos(g—%)—l = 2asin%+a—l. (3)

Koristeti da je Q = P+/2/2 i relacije (2) i (3)
potencijalna energija sistema dobija oblik

PV2
2

I = & |:2\/§Sin% —sinw+cosw1—|—

5 (a—1).

Slika 4.17: (4)

Polozaji ravnoteze su odredeni jednacinom

dIl/dy = 0 koja dovodi do

dil _ Pa v g _
w2 <\/§cos2 cos 1 smw)—o- (5)
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0 /14 cos)
CoS — =4/ ——,
2 2

kvadriranjem prethodnog izraza i vodeéi racuna da je sin®y + cos? 1) = 1
dobija se jednacina

Posto je

(2siny) — 1)cosyp =0
Cija su reSenja
s
¢1 = 57 ¢2 =

1z izraza (5) dobija se

d*Il P 2
d_?ﬁz = 7@ (—\/T—Sin% —i—sinw—cosw) ’

<d2H) Pa
) = e,
dy” /4 4

<d2H> Pa 1 V3 V2 o«
— = —|z—— ——sin— ] <0.
dy~/

pa je

Zakljucujemo da je ravnotezni polozaj ¢, = 7 polozaj stabilne ravno-
teze a polozaj 1y = T polozaj nestabilne ravnoteze.

Primer 58 Na hrapavom kruinom cilindru precnika 2R lezi pravougli
paralelopiped debljine h (Slika 4.18). Odrediti visinu h tako da ravnoteza
ovog sistema bude stabilna.

U polozaju ravnoteze teziste se nalazi na visini y., = R+h/2. Kada se
paralelo-piped izvede iz ravnoteznog polozaja polozaj tezista je odreden
sa

h
Yoy = (R + 5) cos ¢ + Rpsin g, (1)

pa je pomeranje tezista i kona¢no potencijalna energija iznosi

H:GKRJrg) (cosp — 1) + Rpsing| . (2)
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Prvi i drugi izvod potencijalne energije po promenljivoj ¢ iznose

II
%ZG(R@COS@—%SH]QO), (3)

d11 h :
d_gOQ_G[(R_§) COS(p—Rgosnup]. (4)

Iz (4) je jasno da jedno resenje jednacine
dil

T 0 glasi ¢ = 0. Za tu vrednost ugla
A ¢ drugi izvod potencijalne energije po uglu
ce
o

jh  ima vrednost

dzﬂ) h
X)) —GE-D)

""""""""" o Vidi se da je za h < 2R ispunjen uslov da je
potencijalna energija za ¢ = 0 u minimumu,
Slika 4.18: odnosno da je Z%I > 0, pa je taj
=0
polozaj ravnoteze polozaj stabilne ravnoteze

za h < 2R.

4.5.2 Relativna ravnoteza i stabilnost sistema

Lagranz-Dirihleova teorema moze znacajno da se uopsti na proucavanje
relativne ravnoteze materijalnih sistema i studiju njihove stabilnosti pri
kretanju.

Posmatra se neslobodni materijalni sistem koji se nalazi u relativnoj
ravnotezi u-odnosu na neko pokretno telo koje se obrc¢e sa konstantnom
ugaonom brzinom w oko nepomic¢ne ose z. Telo koje nosi materijalni
sistem predstavlja u stvari vezu. Ova veza je promenljiva tokom vre-
mena i po pretpostavci idealna. Polozaj materijalnog sistema je odreden
u odnosu na nosece telo pomocu generalisanih koordinata ¢, gs, ...., ¢p-
Ako je rastojanje i—te tacke materijalnog sistema od ose obrtanja Oz
obelezeno sa r; onda je to rastojanje funkcija svih generalisanih koordi-
nata, odnosno

T :Ti(qquw"qu)' (469)
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Posto se materijalni sistem nalazi u polozaju relativne ravnoteze u
odnosu na nosece telo kineticka energija sistema ima oblik

Zmzrw ——Zmr (4.70)

Neka su Q; (i = 1,2, ....,n) generalisane sile koje se izracunavaju na
uobic¢ajen nacin. Lagranzeve jednacine druge vrste
d OFE, OFE
—— = = Q;, 1=1,2,....n 4.71
R ) (1.71)

primenjene na kineticku energiju (4.70) pruzaju relacije

OF} OF)
_ — > 4,
oq b dg;  Oq; ( g > (4.72)

%

pa uslov relativne ravnoteze sistema u odnosu na nesece telo koje se obrce
konstantnom ugaonom brzinom oko ose Oz glasi

90 ( > mgr ) +Q; =0. (4.73)

Na svaku materijalnu ta¢ku sistema mase m; deluje centrifugalna sila

miriw2
koja vr&i rad na pomeranju u radijalnom pravcu
2
m;r;wdr;.

Ukupan elementaran rad svih centrifugalnih sila na sve tacke sistema
iznosi

dA = w? Z m;rdr;.
Ako se uvede elementarna potencijalna energija centrifugalnih sila relaci-
jom
dll¥ = —dA = —w? Z m;r;dr;,

posle integracije dobija se

2
w
M = —= > mp} = —Ej. (4.74)
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Ako su sve generalisane sile potencijalne, odnosno ako je

ol
Qi - 8(]2’
uslov (4.73) postaje
oIT*
=0 4.75
gde je
T = I+ I[I¥ (4.76)

Velic¢ina IT*, koja je zbir potencijalne energije svih aktivnih i centrifu-
galnih sila, naziva se modifikovana potencijalna energija. Istim razmi-
sljanjem kao §to je ve¢ bilo uradeno u analizi stabilnosti ravnoteznog
polozaja, dolazi se do zakljucka da je polozaj relativne ravnoteze stabi-
lan ako je modifikovana potencijalna u tom polozaju u minimumu.

Ako je materijalni sistem ¢ija se relativna ravnoteza proucava kruto
telo potencijalna energija centrifugalnih sila je

2
= -2, (4.77)

2
jer je

Zmirf =J., (4.78)

gde je J, moment inercije materijalnog krutog tela za obrtnu osu Oz.
Vazno je naglasiti da je ovde moment inercije J, funkcija generalisanih
koordinata g;.

Primer 59 Duvojno klatno, obrazovano je od dva stapa duZine | i ma-
terijalnih tacaka mase m. Klatna se obrécu zajedno sa leZistem u tacki O
ugaonom brzinom w oko vertikalne ose Oz. Ispitati stabilnost vertikalnog
ravnoteznog polozaja klatna pri zanemarivanju mase tapova (Slika 4.19).

U ovom problemu aktivne sile su samo tezine dveju masa pa je njihova
potencijalna energija

IT=mg(l —lcosO) +mg[(l —lcosO) + (I —lcosp)].
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Posto su uglovi € i ¢ mali razvijanjem funkcija ko-sinus u red i zadrzava-
juci se na malim velicinama do drugog reda dobija se

2 2
0089%1—?, cosw%l—;,
odnosno
IT = mgl (92 + %2) . (1)

Potencijalna energija centrifugalnih sila ima ob-

lik
w2

I~ = —T(mrf 4+ mr3).
Sa slike se vidi da je
ry = Isinf=al0,
ro = Isinf +Ising ~ (0 + ). (2)

Prema (4.76) dobija se

2
12
H*:mgl<92+%) w;n (07 + (0 + ¢)*] .

Slika 4.19: w . 3)
Parcijalnim diferenciranjem odavde se dobijaju

prvi izvodi

H*
%so = mgly —w’mi*(0 + ¢),
H*
689 = 2mglh — W*mi*[0 + (0 + )], (4)
kao i drugi
821_[* 2 2 2 2,2 g
01T 9
S = 2mgl- 2w'ml? = 2ml(g — lw?) = 2ml*w? (lw_2 B 1)
2TT*
Ol = —w’ml®. (5)

00l
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Vidi se da su vrednosti ¢ = 0 i 8§ = 0 reSenje jednacina % =0
i % = 0, pa je to vertikalan polozaj ravnoteze. Da bi to bio polozaj

stabilne ravnoteze moraju biti ispunjena sledeca dva uslova

O2IT* O21T* (a?n* >2 O2IT*
— 0, > 0.

T 0 002\ 9pdd D2

1. Da bi bilo (9*11/9¢?) > 0 mora biti (g/lw?) > 1; 2 Da bi bilo
d > 0 mora biti (g/lw?) > 1 +1/2/2. Posto su oba uslova ispunjena za
(g/lw?) > 14+ +/2/2 to je ovaj uslov (g/lw?) > 1+ /2/2 i uslov da bi
vertikalan polozaj masa i Stapova bio polozaj stabilne ravnoteze.

Primer 60 Giroskop sa dva stepena slobode kretanja moZe da osciluje
oko horizontalne ose AB. Qva osa, koja prolazi kroz tacku O, obrée se
oko wvertikalne ose Oz konstantnom ugaonom brzinom w. Giroskop je
simetrican u odnosu prema ravni koja horizontalnu osu AB sece u tacki
O pod pravim uglom. Prava koja spaja tacku O sa tezistem G tela je
glavna osa inercije tela.

Moment inercije tela v odnosu na osu OG je C' moment inercije tela u
odnosu na osu AB je A, a B jemoment inercije tela u odnosu na osu koja
je normalna na ravan ABG a prolazi kroz tacku O. Masa tela je M, a
h je rastojanje tezista od tacke O. Odrediti poloZaje ravnoteze giroskopa 1
ispitati mjihovu stabilnost. Qd_aktivnih sila postoji samo teZina giroskopa
Mg (vidi sliku 4.20).

U odnosu na okvir giroskop ima
samo jedan stepen slobode kretanja,
on moze da se obrée oko ose AB za
ugao 6. Uzmimo za generalisanu ko-
ordinatu ugao 6.

Potencijalna energija sile Mg
iznosi

IT = Mgh(1 — cosf). (1)

Prema (4.77) potencijalna en-
ergija centrifugalnih sila iznosi

w2

Slika 4.20: I = —7Jz,
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pa dalje treba odrediti moment inercije tela za osu z u polozaju koji je
prikazan na slici 4.19. U ovom problemu su momenti inercije

Je=A, J,=C, J.=B,

a posto su ose &, 7 i  glavne ose inercije, to su svi centrifugalni momenti
inercije jednaki nuli, pa je na osnovu (3.11)

J, = Jecos® a + J, cos® B+ Jg cos® v,
gde su a, B i v uglovi koje ose £,n i ¢ grade sa z osom: Sa slike je
cosaw =0, cosf =cosf, cosy=cos(90—0)= —sind,

pa je konac¢no
J, = C cos? 0 + Bsin?#.

Sada je potencijalna energija centrifugalnih sila
w2
¥ = —7(0 cos® 0 + Bsin®0),

i modifikovana potencijalna energija

2
IT* = Mgh(1 =cos8) — %(CCOS29 + Bsin?0).

Polozaj relativne ravnoteze giroskopa nalazi se kao resenje jednacine

dIT* 2
W Mghsin§ — u}72(—C’—i-B) sinf cosf = 0.

Resenja ove trigonometrijske jednacine su
SiHQZO, 01:0, 92:7(’,
Magh
(B — Cw?

Drugi izvod modifikovane potencijalne energije IT* po uglu 6 iznosi

03 = arccos

d* 1T

7 Mghcos — w?(B — C) cos 2.
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Vrednost drugog izvoda iznosi:
1. Za 6, =0

d*11*

—— | = Mgh—-uw*(B-0),
( d92 )01 g ( )

pa je taj polozaj polozaj stabilne ravnoteze ako je

Mgh
2

<

Y SB_C

pri B > C.
2. Zafy=m

d*1T*
= —Mgh —w*(B - C).
(d02>92 N G’

Ovaj polozaj ravnoteze moze biti stabilan ako je C' > B i

Magh
2
w > con

3. Posto je cos 20 = 2cos? § — 1 za tre¢i polozaj ravnoteze vazi

P\ (Mgh)® )
< 02 )93 = _—(B—C’)w2 +w*(B - 0C).

Da bi ovaj polozaj bio polozaj stabilne ravnoteze mora biti

Mgh)®
—W +w2(B — C) > 0,
odnosno
2 Mgh

pri B > C.



Poglavlje 5

Teorija udara

5.1 Udar tacke

5.1.1 Uvodna razmatranja

Kada materijalna tacka, materijalno telo ili materijalni sistem dode u
intenzivan trenutni kontakt sa nekim drugim telom ili materijalnim sis-
temom nastaje mehanicka pojava koja se zove udar ili sudar. Udar je vrlo
slozena fizicka pojava. Pri udaru tela se deformisu a dolazi i do njihovog
zagrevanja. Posto postoje dve mere mehanickog dejstva izmedu dva tela,
sila i spreg, postoje i dve mehanicke karakteristike udara ili sudara. Sile
i spregovi koji se javljaju pri udaru nazivaju se trenutne, udarne ili im-
pulsne sile i trenutni, udarni ili impulsni spregovi. Vidi se da je pojava
udara duboko vezana sa procesom deformacije tela u okolini tacke ili
povrfine dodira tela koja se sudaraju. Zbog toga se ovaj proces ne moze
opisati u okviru mehanike idealno krutog tela. Sile i spregovi koji se javl-
jaju pri udaru, odnosno udarne sile ili udarni spregovi, imaju osnovno
svojstvo da deluju vrlo kratko vreme, medutim za to vreme dostizu vrlo
velike vrednosti. Primetimo da su kontaktne sile i spregovi pri sudaru
jako velike i da prevazilaze za nekoliko desetina puta tezine tela koja se
sudaraju. Sile i spregovi istog tipa javljaju se i pri eksplozijama. Udar
traje vrlo kratko i to vreme trajanja udara je reda 7 = 0.0001 — 0.01 [s].
Za to vreme trajanje udara brzina tacke i ugaona brzina tela menjaju se
po intenzitetu i pravcu. Pri sudaru dolazi i do promene smera brzine i
ugaone brzine. Posto se ove promene brzine ili ugaone brzine odvijaju u

266
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izuzetno kratkom vremenskom intervalu, u tom intervalu brzina tacke ili
ugaona brzina tela nije diferencijabilna funkcija. To znaci da za vreme
udara ne vazi drugi Njutnov zakon za tacku ili opsti zakoni dinamike
izvedeni iz drugog Njutnovog zakon. Prema tome, drugi Njutnov zakon,
kao i diferencijalne jednacine kretanja tacke i opsti zakoni dinamike zas-
novani na drugom Njutnovom zakonu mogu se primenjivati samo ako su
brzina tacke ili ugaona brzina tela diferencijabilne funkcije vremena.

Impuls sile

Neka gumena lopta udari o masivni zid. Udarivsi o zid, lopta se nalazi
u kontaktu sa zidom tokom beznacajno kratkog vremenskog intervala 7,
a zatim se lopta odvaja od zida. Za vreme kontakta lopte i zida izmedu
njih postoji sila uzajamnog dejstva. Ova sila uzajamnog dejstva F, raste
od nule (Slika 5.1a) do neke maksimalne vrednosti, zatim ponovo opada.
U trenutku kada se lopta odvaja od zida i ta sila isc¢ezava. Maksimalna
vrednost sile udara je reda Fy/7, gde je T vreme trajanja udara a Fj
konstanta koja ima dimenziju impulsa sile.
Ocigledno, pri uda-
C ru dolazi i do, manjeg

a) b) ili veteg, deformisanja
C A tela. Kada lopta

C B udari o mnepokretan
Fylt CO - horizontalan pod (Slika
5.1b) pocetak udara je
u trenutku prvog kon-
takta lopte sa podlo-
gom. Zatim je lopta
neko kratko vreme u
kontaktu sa podom i posle se odvaja od njega. Na slici 5.1b pokazan
je oblik lopte pri udaru: A pocetak udara; B sabijanje lopte; C' Sirenje
lopte pri kraju udara. Pre udara lopta ima brzinu usmerenu ka podu, a
posle sudara njena brzina je usmerena od poda.

O t tr t T

Slika 5.1:

Dinamicke metode u proucavanju udarnih procesa su indirektnog
karaktera. Naime, proces udara nekog sistema opisuje se merama kre-
tanja sistema pre i posle udara. Sam udar je neki trenutni singularni
proces Cije je trajanje izuzetno kratko.
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Navedimo redom vazna svojstva udara:

Pri udaru razlikuje se impuls udarne sile, koji je posledica udara,
od impulsa sila koje_> nisu pos_l>edica udara i koje Iﬁzivamo uobicajenim
silama. Ako je sila F',(t) & F /7 udarna, gde je F'( konstantan vektor
a 7 vreme trajanja udara, onda je vektor njenog impulsa za vreme udara

t+1 t+7 —

F
T = / Fo(t)dt ~ / Fog — 7.
T
t t

konac¢nog intenziteta. Intenzitet udarnog impulsa sile 7,,,, jednak je povr-
Sini na slici 5.1a izmedu krive F,(t) i apscisne ose t. Za vreme udara
intenzitet impulsa neke uobicajene sile, na primer sile zemljine teze, glasi

t+1

Iy = / mgdt = mgt =0,
t

i on je zanemarljivo malog intenziteta u odnosu na impuls udarne sile.
Za direktno izracunavanje udarnog impulsasile I,,,. potrebno je znanje
zavisnosti F,(t). Medutim ta zavisnost obi¢no nije poznata u konkretnim
slucajevima. Sta vise, za odredivanje zavisnosti udarne sile F, od vre-
mena t morala bi se vrsti eksperimentalna merenja u svakom problemu
udara izmedu dva tela. Tako na primer, dva udarna procesa imaju iste
udarne impulse ukoliko su povrsine izmedu tih krivih linija i ¢ ose iste.
Takva merenja se ne vrse u dinamici ve¢ se do udarnog impulsa sile I,,,.
dolazi indirektnim putem, koriste¢i mere kretanja pre i posle udara.

Impuls sprega

Neka je jedna greda ukljestena u zid. Ako se nekim telom udari po
gredi u ukljestenju se sem udarnog impulsa javlja i otporni udarni spreg.
Dejstvo tog sprega je izuzetno kratko. Spregovi koji se javljaju pri udaru,
odnosno udarni spregovi deluju vrlo kratko vreme, medutim za to vreme
dostizu vrlo velike vrednosti. Spregovi tog tipa javljaju se i pri sudaru,
havarijama prevoznih sredstava, itd.
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Spregove koji se javljaju pri udaru zovemo
trenutni ili impulsni spregovi. — Osobine impul-
snog sprega su vrlo slicne sa osobinama impulsa
udarne sile. Pri udaru razlikuje se impuls udarnog
sprega, koji je posledica udara, od impulsa sprega
O t t+t t koji nije posledica udara i koji nazivamo uobica-

mo/’T

jenim spregom. Neka je spreg 97Iu(t) ~ 97?0/7

Slika 5.2: udarni. Ovde je 97?0 konstantan vektor a 7 vreme
trajanja udara. Sada, vektor impulsa sprega za
vreme udara glasi (vidi sliku 5.2)

t+1 t+7 —

[ = /Emu(t)dt ~ / o4t — a3,
T
t t

Vidi se da je on kona¢nog intenziteta. Intenzitet impulsa sprega I,
jednak je povrsini izmedu krive 9, () i apscisne ose t (Slika 5.2) . Za
vreme udara intenzitet impulsa nekog uobicajenog konstantnog sprega
IM* glasi

t+7

Iy = /im*dtzfm*T%O,
t

i on je zanemarljivo malog intenziteta u odnosu na impuls udarnog
sprega.

Za efektivno izrac¢unavanje udarnog sprega [, potrebno je znanje
zavisnosti M, (t). Medutim ta zavisnost obi¢no nije poznata ili se kom-
plikovano odreduje. Potrebno je vrsiti eksperimente da bi se odredila
zavisnost udarnog sprega 9, od vremena t. Takva merenja se ne vrse u
dinamici. Do impulsa sprega [,y dolazi se indirektnim putem, posma-
trajuci mere kretanja krutog tela pre i posle udara.

5.1.2 Osnovne cinjenice teorije udara materijalne
tacke.
Neka se materijalna tacka mase m krece pod dejstvom neudarnih sila,

H
¢ija je rezultanta sila F'. U nekom trenutku vremena ¢ na tacku pocinje
H
da dejstvuje trenutna udarna sila F',,, koja prestaje da deluje u trenutku
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t+7 gde je 7 vrlo mali vremenski interval. Ako je brzina tacke neposredno
pre udara 'y, a na kraju v, tada primenom zakona o promeni koli¢ine
kretanja materijalne tacke, za trenutak vremena t pocetka udara i nje-
govog kraja t 4+ 7, dobija se relacija

m72 — m?l = TF + ?Fu,
. H . . H _) . . . . ﬁ
gde je I g, impuls udarne sile ', a [ p impuls uobicajenessile . Zbog

¢injenice da se pri udaru impulsi uobicajenih sila zanemaruju, odnosno
H
posto je I g & 0, dobija se

m72 — m71 = ?Fu, (51)
ili
T
AV =0y — 0 = — (5.2)
m

Ova relacija ukazuje da pri udaru dolazi do kona¢ne promene vektora
brzine materijalne tacke.. Ova &njenica je toliko znacajna da moze da
posluzi i kao definicija udara: Udar je pojava pri kojoj se brzina tacke
trenutno menja za konacan iznos.

Srednja brzina tacke za vreme udara iznosi vy, = (v 1+ v'3)/2. Zbog
toga je priblizna vrednost pomeranja tacke za vreme udara, u vremen-
skom intervalu od ¢ do t + 7, integral relacije d7 ~ ¥ ,.dt, tj. relacije

d?%—WI + dt.
2
Posto su brzine tacke ¥, i 5 na pocetku i kraju udara nezavisne od
trenutka vremena u intervalu od t do t + 7, integracijom ovog izraza
dobija se priblizna vrednost pomeranja tacke AT za vreme udara

— —
V1+ Vo
T’
2

—  — —
Ar=ry—T11~

koje je zanemarljivo malo u odnosu na konaé¢ne vrednosti vektora polozaja
tacke pre i posle udara. Zbog toga, smatra se da je pomeranje tacke za
vreme udara zanemarljivo malo, odnosno da je 775 &~ 7171, gde je 1’y



Teorija udara 271

vektor polozaja tacke neposredno pre sudara a 7 5 vektor polozaja tacke
neposredno posle sudara.
Na slici 5.1b ukupno pomeranje centra lopte prilikom udara iznosi

CoCy = CoCy — C1C,

gde je CyC', pomeranje za vreme sabijanja lopte a C;Cy; pomeranje za
vreme §irenja lopte. Pomeranje CyCy je zanemarljivo mala veli¢ina pri
malim deformacijama lopte.
Mnozenjem jednacine (5.1) skalarno, prvo sa vektorom brzine vy, a
zatim sa v'1, dobija se
mv% - m71-72 = 72'7}7‘“,
m71«72 — mv% = ?17}7“
Sabiranjem ovih jednacina i delenjem tako dobijenog zbira sa 2, dobija

se
— =
mvi  mul Vet v —
- — Fu'

2 2 2
Prepoznavanjem kineticke energije tacke, a prema teoremi (1.52), sledi

Eyy — Ei = Axa, (5.3)
gde je
Vot vV1—=
A5 = 22 LT g (5.4)

Prema tome: Promena kineticke energije materijalne tacke pri udaru jed-
naka je skalarnom proizvodu impulsa udarne sile i vektorske polusume
pocetne i krajnje brzine tacke pri udaru. Ova relacija se pripisuje Kelv-
inu'.

Za vreme udara rad udarne sile je konacan i pored istovremeno zane-
marljivo malog pomeranja. Zbog zanemarljivih vrednosti impulsa neu-
darnih sila sledi da je i njihov rad zanemarljivo mali u odnosu na rad
udarnih sila.

Rad udarne sile (5.4), koris¢enjem relacije (5.1), dobija pogodniji oblik

1

Ap=T1- Ip 4+ —(Ip)? 5.5
2= VU1 Fu+2m(Fu)7 (5.5)

YW. Thomson, Lord Kelvin, 1824 — 1907.
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koji zavisi samo od udarnog impulsa [ g, i pocetne brzine tacke v';.
Navedimo najvaznije rezultate ovih razmatranja:

1.

2.

Pri dejstvu udara impulsi neudarnih sila i spregova se zanemaruju.

Za vreme udara pomeranje materijalne tacke ili krutog tela je zane-
marljivo.

Za vreme udara dolazi do kona¢ne promene brzine materijalne tacke
i ugaone brzine krutog tela.

Za vreme udara dolazi do konac¢ne promene Kineticke energije ma-
terijalne tacke ili krutog tela.

Zbog kratkog vremenskog intervala u kome deluju udarne sile, udarni
impulsi imaju isti pravac sa udarnim silama i spregovima, koji mogu
biti aktivni ili reakcije veza.

Karakteristi¢ne veli¢ine pri udaru zavise i od ¢itavog niza mater-
ijalnih svojstava tela, na primer od vrste materijala, oblika tela,
modula elasti¢nosti tela itd.

Napomena: Izraz (5.5) omeguéuje izracunavanje rada i neudarne
sile, odnosno bilo kakve sile, od pocetnog trenutka t1 do proizvoljnog
trenutka vremena ty za vreme kretanja, kada sila zavisi od vremena.
Naglasimo, da se u slucaju kada sila zavisi od vremena njen rad ne
moze izracunati prema ranijim relacijama (1.30)-(1.37).

5.1.3 Udar tacke o nepomiénu hrapavu pregradu

Materijalna tacka mase m udara pod poznatim uglom a o nepomic¢nu
hrapavu povrsinu (Slika 5.3) i ima poznatu brzinu ©’; neposredno pre
udara.

Ocigledno, zbog zanemarljivog uticaja tezine tacke na proces udara,
ova povrsina moze zauzimati potpuno proizvoljan polozaj u prostoru, ali
se zbog jednostavnosti ovde pretpostavlja da je ona horizontalna.

Neposredno posle udara tacka ima brzinu 7’5 pod uglom 3 u odnosu
na normalu na tu povrSinu. Trazi se intenzitet i pravac brzine tacke
neposredno posle udara, odnosno v, i ugao 5. Naglasimo da se brzine
7’11 V2 nalaze u ravni koja je normalna na povrsinu u koju udara tacka.
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y U tacki kontakta materijalne tacke
%, sa povrSinom javljaju se reakgje veze
m a\p zbog udara: norrgalna reakcija Ry i sila
7 5 trenja klizanja Fr. U istim praveima
i, O Ry Iy Ls,merogma javljaju se i udarni impulsi
Iy i Ip. Usvoji se koordinatni. sis-
Slika 5.3: tem Oxy i u njemu se formiraju skalarne
jednacine, koje odgovaraju osnovnoj vek-
torskoj jednacini teorije udara (5.1). Na

taj nacin se dobija
muesin f — muysina = —Irp, (5.6)
mug cos f — (—muycosa) = Iy. (5.7

Ove dve jednacine sadrze cetiri nepoznate velicine vy, 3, Iy i Iy. Za
reSavanje ovog problema moraju se uvesti pretpostavke koje karakte-
risu ponasanje materijala tela koja se sudaraju tokom sudara i svojstvo
udarnih impulsa u prisustvu trenja.

Prva dopunska jednacina se formira na osnovu Njutnove hipoteze koja
na odreden nacin karakterise fiziéka, prvenstveno elasti¢na, svojstva tela
koja se sudaraju. Za slucaj dva tela koja se krecu jedno u odnosu na
drugo ova hipoteza glasi: Odnos apsolutnih vrednosti projekcija relativnih
brzina dva tela posle i pre sudara na zajednicku normalu v tacki dodira
tela, je konstantna velicina, koja ne zavisi ni od brzina tela niti od nyji-
hovog oblika, vet samo od materijala od kog su tela sacinjena.

Ovaj odnos se naziva koeficijent uspostavljanja, ili koeficijent restitu-
cije.

Koeficijent uspostavljanja obelezimo sa k. U slucaju kada se pregrada
ne krece koeficijent uspostavljanja jednak je koli¢niku apsolutnih vred-
nosti normalnih brzina tacke posle i pre sudara

|vay|
k=+—, (5.8)
|v1y|
§to u ovom problemu daje
- vy €08 [3 (5.9)

vy cosa’
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odnosno dobija se treca jednacina ovog problema

V1 COS (v

cos B

Koeficijent restitucije se odreduje jednostavnim ogledom koji se opisu-
je kasnije. Odredivanje tog koeficijenta je ekvivalentno merenju udarne
sile u zavisnosti od vremena i izracunavanju impulsa [y, tj. povrsine
izmedu krive Ry(t) 1 apscisne ose ¢ u granicama od t do.¢ + 7.

Koeficijent restitucije se krete u granicama od nule do jedan, odnosno
0 < k < 1 za vetinu realnih materijala. Za k£ = 0, udar je idealno
neelastican ili plastican, a za k = 1 idealno elastican.

Ogledi pokazuju da za vreme udara materijalne tacke o nepokretnu
povrinu dolazi do malog proklizavanja tacke po povrsini. Zato je sila
trenja klizanja pri udaru dostigla svoju grani¢nu vrednost, odnosno Fr =
wEN, pajei

IT = ,uIN, (511)

a to je ¢etvrta jednacina ovog problema udara. Time je problem princip-
ijelno resen. Prihvatajuci da je koeficijent restitucije poznat, iz jednacina
(5.7), (5.11) i (5.10) dobijaju se vrednosti udarnih impulsa

In =m(1+ k)nycosa, Ir = pum(l+ k)vy cosa,

a zamenom udarnog impulsa I u (5.6) dobija se odbojni ugao tacke
1
tan § = E[tana — (1 + k). (5.12)
Za idealno elastican udar, kada je k = 1, odbojni ugao 3 odreden je sa
tan f = tan o — 2pu.

Zmaci, odbojni ugao [ je manji od upadnog ugla «. Za udar o idealno
glatku povrsinu, kada je = 0, iz (5.12) sledi

1
tan 8 = z tan «, (5.13)
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tan/ tang P2 Je ugao [ vedi ili jednak (k=1) uglu a.
Za opsti slucaj (Slika 5.4), kada je k < 11
u > 0, analiza relacije (5.12) pokazuje da je
za vrednosti upadnog ugla

0 teinoc1 tana 1+ k
a1 = arctan yp———,
[tana—u (1+k)]/k 1—k
odbojni ugao isti sa upadnim uglom,
Slika, 5.4: odnosno 3; = «;. Za upadni ugao o < ay

odbojni ugao ( je manji od upadnog ugla «,
a za a > a7 on je veci od upadnog ugla.

Koriste¢i (5.10), (5.12) i relaciju cos 8 = 1/3/1 + tan?3 dobija se
intenzitet brzine tacke posle udara

vy = v1\/1 —[1 — k2 — p2(1 + k)] cos2a — pu(1 + k)sin2a.  (5.14)

Za idealno elasti¢ni udar (k = 1)tacke o glatku povrsinu (1 = 0) brzina
vy posle udara jednaka je brzini v; pre udara. U svakom drugom slucaju,
kada je £ < 1 ili u > 0, brzina posle udara v, manja je od brzine v; pre
udara. Koriste¢i prethodne rezultate, (5.3) i (5.8), dobija se promena
kineticke energije pri udaru

2
Exo — Ep1 = —%{[1 — k* — p2(1 + k)% cos® a + pu(1 + k) sin 2a}.

Pri idealno elasticnom udaru tacke o glatku povrginu, kada je £ = 1
i u =0, nema gubitka kineticke energije tacke. Pri svakom drugom
udaru kineticka energija tacke se smanjuje, zbog hrapavosti povrsina u

kontaktu, i trosi na deformacije tela i njihovo zagrevanje.

5.1.4 Odredivanje koeficijenta restitucije

Prema Njutnovoj hipotezi koeficijent uspostavl-
janja zavisi samo od elasti¢nih svojstava tela koja
se sudaraju. Ovo je prilicno gruba i priblizna
aproksimacija.

Koeficijent restitucije se odreduje sledetim
jednostavnim ogledom: Napravi se kuglica od

Slika 5.5:
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jednog materijala a u podlogu stavi plo¢a od drugog materijala. Odredeni
koeficijent restitucije vazi za ta dva materijala. Pusti se kuglica bez
pocetne brzine da slobodno pada sa visine h; na plocu (Slika 5.5). Izmeri
se visina hy do koje se kuglica odbije od podloge. Ako se zanemari otpor
vazduha, tada zakon o promeni kineticke energije za padanje kuglice daje
mv?/2 = mghy, odnosno v; = v/2gh;, gde je v; brzina tacke neposredno
pre udara. Posle udara tacka krete navise brzinom vy i dostize visinu hs,
pri éemu je vy = \/2ghsy. Prema (5.3), koeficijent restitucije za materijale
od kojih su sac¢injeni kuglica i plo¢a ima vrednost?

ha
Iy
hy

Primer 61 Materijalna tacka bacena je pod uglom « prema horizontu.
Njena pocetna brzina je vy. Tacka udart o idealno glatak vertikalni zid i
posle odbijanja od njega prode kroz istu tacku iz koje je bacena. Ako je
koeficijent uspostavljanja k naéi pocetno rastojanje a tacke od zida (Slika

5.6).

Od trenutka bacanja iz tacke O, materi-

’ jalna tacka krece se saglasno jednacinama
v, _ . gt2
Vi r=wptcosa, Yy =vptsina — 5 (a)
y
< eB 5 0 tako da je putanja data izrazom
l 2
gz
=zrtana — ————. b
> Y 208 cos? a (b)
U tacki udara o zid tacka ima koordinate u
sistemu Oz z (a,b) tako da je nagib u toj tacki
y  vgsina — gt
a " tanf = £ =TI
x Vg COS (v
t J a
. = tana —
Slika 5.6: Vg COS (v Vg COS
ga
= tana — ————. c
v cos? (€)

2Za medusobni udar nekih tela koeficijent restitucije ima sledeée vrednosti: staklo
po staklu k£ = 0.94; slonova kost po slonovoj kosti & = 0.89; ¢elik po ¢eliku k = 0.56;
drvo po drvetu k& = 0.50; drvo po cementnoj podlozi k = 0.26.
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Iz prve jednacine (a) sledi da je x = vgcosa pa je projekcija brzine vy
neposredno pre sudara na pravac r ose

vy cos § = vy cos . (d)

Neka je brzina neposredno posle sudara vy, a ugao S ugao izmedu normale
na zid i brzine vy. Kako je veza izmedu normalnih komponenata brzine
data pomocu koeficijenta uspostavljanja, imamo

vg cos f = —kvy cos§ = —kug cos . (e)
Postavimo sada novi koordinatni sistem O;x,y; kao $to je prikazano
na slici 5.6, pa je putanja tacke posle sudara sli¢na kao i (c)
_gr (f)
203 cos? B
Jasno je da jednacina putanje pre sudara mora da prode kroz tacku

O1(a,b), a putanja posle sudara kroz tacku O(a,—b). Zamenom ovih
vrednosti u (b) i (f) imamo

Y1 = z1tan 8 —

2

a
b = atana—2g—2,
2§ cos® a

2

ga
—b = atanff — ———.
p 203 cos? 3

Odavde uporedivanjem desnih strana jednacina dobijamo, posle skraci
vanja sa a i sredivanja,

tanoz—i—tanﬁzﬁ( L + ! > (2)

2 \wicos?f  vicos?a
Kako je prema (5.13)

tan § = — tan#6,

1
k
to zamenom ovog izraza i izraza (e) u (g) dobija se
1 ag 1 1
tana + —tanf = — + .
R 2 <v§coszﬁ v%cosQOz)

Kako je iz izraza (c) tanf = tana — ga/(v3 cos® o) i koristeti izraze
(e) i (g) dobija se velicina a

2
a= H%%sin?a. (h)
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5.2 Udar sistema materijalnih tacaka. Opste
teoreme teorije udara

Posmatra se materijalni sistem koji se sastoji od N materijalnih tacaka
i krutih tela. U nekom trenutku vremena ovaj sistem stupi u kontakt sa
nekim drugim sistemom, odnosno dolazi do sudara dva sistema. Ovde
se daju opste teoreme dinamike sudara za sisteme sacinjene od materi-
jalnih tacaka i krutih tela. Kao i u dinamici neudarnih procesa ovde se
daju teorema o promeni koli¢ine kretanja pri sudaru i teorema, o promeni
momenta koli¢ine kretanja pri sudaru.

Svi udarni impulsi koji deluju na uoceni sistem materijalnih tacaka i
krutih tela dele se na:
o . . _>(s)
1. spoljasnje udarne impulse I ;”;
. . _>(u)
1. unutrasnje udarne impulse 15,
(8),

M

(w)

im

_)

2. spoljagnje udarne spregove [
. —

3. unutrasnje udarne spregove [

U ovoj podeli, spoljasnji impulsi poti¢u od masa koje udaraju u sistem
a koje ne pripadaju proucavanom sistemu. Unutrasnji udarni impulsi su
oni impulsi koji se javljaju pri medusobnom sudaru masa posmatranog
materijalnog sistema. Glavni vektor i glavni moment unutragnjih sila su
jednaki nuli.

Za svaku tacku materijalnog sistema vazi jednacina (5.1) pa se dobija
slede¢i sistem jednacina

—>8 u
m171(2) —m171(1) = 15)4’ Ig )7
_>8 _>u
Mo V@) — Ma Vo) = 15)4‘[5),

(5.15)



Teorija udara 279

gde izraz u zagradi u indeksu oznacava stanje sistema posle (2) i pre (1)

sudara.
Koristeci (2.12) i (2.13) dobija se

z: — —
mivi:Mvc,

gde je M = > m; masa celog sistema. Sabiranjem jednacina (5.15), a
zbog prethodne relacije, dobija se

M (_>C(2 C(1) Z ‘[1127 (5.16)

jer je zbir svih unutrasnjih udarnih impulsa jednak nuli, odnosno

ST -0
=1

Ova jednacina izrazava zakon o promeni kolicine kretanja sistema pri
udaru ili zakon o promeni brzine centra mase sistema pri udaru. Ovaj
zakon ima dva oblika:

1. Promena kolicine kretanja centra inercije sistema pri udaru jednaka
je zbiru svih spoljasngih udarnih impulsa koji deluju na sistem za
vreme trajanja udara.

2. Promena koliéine kretanja centra inercije sistema pri udaru jednaka
jepromeni kolicine kretanja jedne materijalne tacke, ¢ija je masa
jednaka zbiru svih masa sistema, a koja se nalazi u centru inercije
sistema & na koju deluju svi spoljasnji impulsi paralelno preneti u
centar anercije sistema.

U cilju nalazenja zakona o promeni momenta koli¢ine kretanja sistema
pri udaru pomnozi se svaka jednacina (5.15) vektorski sa leve strane
odgovaraju¢im vektorom polozaja 7°; i tako dobijene jednacine saberu.
Tako se dobija

Z?ixmiﬁi@)—Zr X m; v i Z_)xf —{—Z_>1><7
I TO ST,
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gde su momentima spoljasnjih i unutrasnjih impulsa dodati i impulsi
spoljagnjih i unutrasnjih spregova. Posto je moment unutrasnjih udarnih

q
impulsa jednak nuli, to izraz > 7; x I Eu) otpada. Isto tako i zbir svih

)

unutrasnjih udarnih spregova je jednak nuli ) ?E;‘ = 6), pa se dobija

N
— — T () — (s
Low — Loa) = ZMOI’ +Z IZ(»M), (5.17)

gde je
. N

=1
7@

é
glavni moment koli¢ine kretanja sistema za tacku O, M OIi moment spo-

— —
ljasnjeg udarnog impulsa [ Z(-S) za tacku O1i [ l(;) spoljasnji udarni spreg.
Odavde je jasna teorema o promeni momenta koli¢ine kretanja sis-
tema pri udaru: Prirastaj glavnog momenta koli¢ine kretanja sistema za
vreme udara jednak je zbiru momenata svih spoljasngih udarnih impulsa
1 svth spoljasngih udarnih spregova za istu momentnu tacku.
Pri obrtanju krutog tela oko nepomiéne ose (ose Oz ), projektovanjem

vektorske jednacine (5.17) na osu z dobija se
Jws —wi) = M+ 1), (5.19)

gde je J, moment inercije tela za z osu, a ws 1 w; ugaone brzine tela posle
i pre sudara.
Odavde je jasan rezultat

a1
J

odnosno, prirastaj ugaone brzine tela koje se obrce oko nepomicne ose pri
udaru, jednak je kolicniku zbira momenta spoljasnjih udarnih impulsa 1
projekeije udarnih spregova na tu osu i momenta inercije tela za tu istu
0SU.

, (5.20)

Wy — W1 =

5.2.1 Centralni sudar dva tela

Kao primena teoreme o promeni koli¢ine kretanja pri udaru, proucava se
sudar dva tela koja se krec¢u translatorno duz prave koja spaja njihove
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centre inercije. Pretpostavi se da su se ova tela u nekom trenutku su-
darila i da se normala na tangencijalnu ravan u zajednickoj tacki dodira
poklapa sa pravom koja spaja centre inercije (Slika 5.7) Ovakav sudar
dva tela naziva se centralni sudar. Mase

7 7, tela su my; i ms, a njihove brzine

A ' B ' neposredno pre sudara V; i V5. Traze se
£ ) [‘\'} brzine tela v; i v9 neposredno posle su-
N

\_C/ dara. Smatra se da su sve brzine u pozi-

tivnom smeru ose x. Veli¢ine m1, mq, V1

A B
m i V5 mogu da budu preizvoljne, medu-

G G, tim V; mora da je veée od Vs, inace telo
A ne bi moglo da stigne telo B i da se
Slika, 5.7: sudari sa njim. Ako obe mase posma-

tramo kao jedan materijalni sistem im-
puls udara izmedu tela A i B je unutrasnji impuls. Kako su svi spoljasnji
impulsi jednaki nuli to je

mi Vi + maVa = myv; + movs. (5.21)

Drugu jednac¢inu za odredivanje brzina v; i vo formiramo preko Njut-
nove hipoteze o koeficijentu uspostavljanja (5.8)

y Vo — V1
T V=V
gde su Vi — V5 1wy — vy relativne brzine tela pre i posle sudara. Odavde
je

k (5.22)

Vg — V1 = k(‘/l — ‘/2) (523)

Resavanjem sistema (5.21) i (5.23) po nepoznatim v; i vy dobijaju se
brzine tela posle sudara

Vi(my — kms) + maVo(1 + k)

= .24
1 mq + mo ’ (5 )
my + Mo

Za nalazenje udarnog impulsa I izmedu dva tela posmatra se samo prvo
telo. Teorema o promeni koli¢ine kretanja prvog tela glasi

I = ml(U1 - Vl)a
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odnosno posle koriséenja izraza (5.24) dobija se

mims

I=(1+k) (Va — V4). (5.26)

my1 + Mo

Neki posebni slucajevi su:

1. Apsolutno elasti¢ni sudar, & = 1.

I (my —ma)Vi + 2m, Vs
1 — ’

mi1 + me
(mg —mq)Va + 2m V3
Vg = y
mi + Mo
mime
I = 2—"2 (1, - 1).
my + m2( 2 1)

Ako su mase jednake, m; = mgy = m, ovi izrazi postaju
v =Vy, wva=W,

znaci da tela razmenjuju svoje brzine. Neka, na primer telo B sa
slike 5.7 stoji a telo A gadari, tada ¢e telo A da se zaustavi, a telo
B ¢e poceti da se krece onom brzinom sa kojom se telo A kretalo
pre sudara. Ova pojava je lako uocljiva kod sudara bilijarskih kugli
ili sudara klikera.
2. Apsolutno neelastican sudar, k& = 0.

U ovom slucaju jednacine (5.24) i (5.25) postaju

Vi V;

vy = vy = AL MYz (5.27)
mi + Mo

i tela kre¢u zajedno. Sada je udarni impuls

Poredenje ovog rezultata sa rezultatom za impuls pri apsolutno
elasticnom sudaru vidi se da je impuls u plasticnom sudaru dva
puta manji nego u idealno elasti¢nom.

Primer 62 Duve jednake kugle A i B kretu se jedna prema drugoj (Slika
5.8) . Odrediti odnos izmedu brzina kugli pre sudara da se kugla A posle
sudara zaustavi. Koeficijent uspostavljanja je k.
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7 % Spoljagnjih impulsa nema pa je
A B

kolicina kretanja sistema pre i posle su-
A\ A\ dara jednaka

mVy — mVp = mug (a)

Qlika 5.8: Relativna brzina kugli pre sudara
iznosi V4 + Vg, pa je prema Njutnovoj
hipotezi koeficijent uspostavljanja

=B
Va+ Vg’
odnosno
v = k(Va+ V) (b)
Posle zamene brzine vp iz (b) u izraz (a) dobija se trazeni odnos brzina
Vi 14k
Ve 1-k

Primer 63 Tri elasticne kugle, ¢ije su mase my, mo i ms, leze u glatkom
horizontalom Zljebu na izvesnom rastojanju jedna od druge. Sve kugle su
u miru. Prva kugla krene jer joj je saopstena pocetna brzina, sudari se sa
drugom, koja krene i sudari se sa trecom kuglom. (Slika 5.9). Odrediti
masu druge kugle mo, da bi treta kugla krenula sa najvecom mogucom
brzinom. Velika slova oznacavaju brzine pre sudara a mala posle.

a) Jednacine sudara prve i

7 7, druge kugle glase
miVi = mivp + mavs,
Vo — U1
[ A—
‘/1 )
e A Slika 5.9:
v9 — U1 = kEV4.

Za zadate vrednosti k i V7, resavanjem ovih jednac¢ina dobija se brzina
druge kugle posle sudara

my Vi

Vg = (1 + k') (a)

m1+m2
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b) Oznac¢imo nadenu brzinu vs sa Vs, znaci vy = Vs, posto je to brzina
druge kugle pre sudara sa trecom. Sada su osnovne jednacine za sudar
druge i trece kugle

Vg — U5
maVa = mavy +mavy, k= ——2,
Vi
odnosno
vy — vy = kVa.
Resenje ovih jednacina po vz glasi
mo Ve
vy = (14 k)———.
™Mo + M3

Kako je V4 = vy to zamenom (a) u ovaj izraz sledi

mimes

v = () e S e )

Vi. (b)

Smatrajuci velicine Vi, k, my i_ms konstantnim, ova relacija predstavlja
zavisnost brzine vz od mase ma, odnosno vs = v3(ms). Za nalazenje
najvece vrednosti za vs trazi se prvi izvod ove funkcije po mo

my(myms — m3)

(m1 + m2)2(m2 + m3)2'

vs

= (1+ k)?*V,
dm2(+)1

Izjednacavanjem izraza dvs/dms sa nulom dobija se masa mqy za koju je
brzina v3 ekstremalna

meo = mims. (C)

Drugi izvod funkcije v3 po nezavisno promenljivom my za my = \/mimsg
iznosi

d2U3 . 2(1 + k?)z‘/lmlmg
dm% o=/ N (mq + mg)?(mg + m3)2'
Vidi se da je

d2
5 <0,
Y —T

pa je za tako izracunato ms brzina tre¢e kugle v3 maksimalna.
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5.2.2 Gubitak kineticke energije pri sudaru.
Koeficijent korisnog dejstva pri kovanju

U najopstijem slucaju udar je nekonzervativan proces i zato je od velikog
interesa pronaci gubitak kineticke energije pri sudaru. Ovde se posmatra
ranije proucen centralni sudar dva tela. Pri sudaru gubitak kineticke
energije oba tela je razlika kineticke energije oba tela pre sudara i posle
sudara, odnosno

V2 V2 2 2
s (oito) (1S

Kada se u ovaj izraz zamene vy i vy iz (5.24) i (5.25) posle sredivanja

dobija se
1-— kJQ mqme

AE), = (Vi — Vo). (5.28)

2 mq+ me

Odavde se odmah zakljucuje da je u slucaju idealno elasti¢nog sudara
dva tela, k£ = 1, gubitak kineti€ke energije jednak nuli, a da je ovaj
gubitak najve¢i u sluc¢aju apsolutno neelasticnog sudara, k£ = 0. Takode
se vidi da je uvek gubitak energije AFEy > 0.

U slucaju kada je jedno telo mepokretno pre sudara, recimo Vo = 0
bice

1— ]{72 mq1me

AE;, = V2 (5.29)

2 my+me
Posto je u ovom slucaju Ey, = m,V}?/2, ovaj izraz postaje

AE, = (1—k)—2 [, (5.30)

mi + Mo
Ako je u tom slucaju jos sudar apsolutno neelastican, k& = 0, dobija

se

mg

AE, = Ej,. (5.31)

mi + me
U istom slucaju kineticka energija ovog sistema posle sudara iznosi

mivi  mayvl
B =75 2

Medutim, zbog apsolutno neelasticnog sudara je v; = v,, pa kad se
upotrebi (5.27) i uslov V5 = 0, dobija se
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my
Ek2 == mEkl. (532)
Ovaj izraz predstavlja kineticku energiju koja ostaje u materijalnom
sistemu posle potpuno plasticnog sudara.
Primenimo ova razmatranja na odredivanje koeficijenta korisnog dej-

stva u dva za praksu vrlo vazna slucaja.

a) Udar ceki¢a u nakovanj

Ceki¢ mase m; = m udara brzinom V
u nepokretni nakovanj na kome se nalazi
predmet koji treba kovati (Slika 5.10).
Neka je masa nakovnja i predmeta za ko-
vanje my = M. Sada je

m

e
M M

Ep,. (5.33)

U ovom slucaju korisna energija je

Slika 5.10: izgubljena kineticka energija

AFE, = Ey, — Ey,,

koja se trosi na plastiénu deformaciju tela koje se kuje. Energija Ej, koja
ostaje u sistemu posle udara i koja se prema tome tro$i na pomeranje
nakovnja i ¢ekica kao celine, u ovom slucaju je nekorisna, pa je koeficijent
korisnog dejstva

AFE ‘ Ey, — Ey, 'Ek2 ‘
= = = —1]. 5.34
7 ‘ Ek1 Ek1 Ek1 ( )
koji zbog izraza (5.33) postaje
M/m
="t 5.35
Tm1y M/m (5:35)

Sada je jasno, da ce koeficijent korisnog dejstva pri kovanju biti utoliko
veti ukoliko je masa tekita manja u odnosu na masu nakovnja. 1z (5.35)
se vidi da je 0 < n < 1. Iz izraza (5.35) se vidi da koeficijent korisnog
dejstva n asimptotski tezi ka jedinici kada odnos M/m tezi ka velikim
vrednostima ali da on nikada ne dostize tu vrednost jedan.
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b) Zakivanje klina

Posmatrajmo sada zakivanje klina mase ms = m u zid pomocu cekica
mase my; = M. U ovom slucaju je korisna energija

M

EkZ:M+m

By,

posto je zakivanje tim efikasnije $to je energija
posle sudara veta, pa je prema tome koeficijent
korisnog dejstva (Slika 5.11)

B, M
" Epge Mytm’

n

Odavde sledi jasan zakljucak da je kod zakivanja
koeficijent korisnog dejstva utoliko veci ukoliko je
Slika 5.11: masa klina manja u poredenju sa masom cekica.

Primer 64 Parni ceki¢c, mase % =12 [kg|, gde je g ubrzanje zemljine
teze, pada brzinom 'V = 5{m/s] ma nakovanj (Slika 5.12). Masa nakovnja
sa komadom gvoZda koji na njemu treba kovati 1znosi % = 250 [kg].
Izracunati:

a) energiju utrosenu na kovanje komada gvoida

b) energiju utroenu na potresanje temelja

c) koeficijent korisnog dejstva cekica

Pretpostaviti da je sudar neelastican.

Izracunava se prvo kineticka energija pre sudara, samo

cekica
A 1G 12 % 25
i 1 9 *9.
G, Kineticka energija koja ide na potresanje temelja izrazava
se, kao $to je videno, sa izrazom (5.31)
Slika 5.12:

G4 12
E, =——F. =— %15.29574 = 0.70057[kgm?/s?].
k=G o,k 562 * [kgm=/s7|
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Energija utrosena na kovanje iznosi
AEy = By, — By, = 14,59517[kgm?/s?].

I najzad, koeficijent korisnog dejstva cekica je

AR

k1

= 0.954198.

Primer 65 Resiti prethodni zadatak pretpostavljajuci da sudar nije ap-
solutno neelastican, ve¢ da je elastican sa koeficijentom uspostavljanja
k=0.5.

U ovom slucaju energija koja se utrodi na kovange iznosi prema (5.29)

1— k2 mime

AE, = V2 =10.945991[kgm?/s%.

2 mq+ me
Prema (5.84) koeficijent korisnog dejstva cekiéa iznosi

AEj
Ey,

10.945991
_ 15.29574

= 0.715624,

-

pa se vidi, uporedivanjem ove vrednosti sa rezultatom proslog primera, da
koeficijent korisnog-dejstva opada sa povetanjem koeficijenta uspostav-
ljanja.

5.3 Odredivanje impulsnih reakcija tela koje
se obrce oko nepomic¢ne ose

Pretpostavimo da na kruto telo, koje moze slobodno da_) se gbrée o_l)qo
vertikalne ose Oz, dejsgfuju istovremeno udarni impulsi 11, I o,.... I,
i udarni impuls sprega [y, koji se smatraju zadatim. Oznaci se ugaona
brzina neposredno pre udara sa w1, a neposredno posle udara sa ws (Slika
5.13). Neka je napadna tacka i—tog impulsa

Mi<ai7 bi, Ci>, 1= 1, 2, ...n.

Posto telo usled udarnih impulsa udara o lezista u tackama A i B, to se
— —
u njima javljaju impulsne reakcije I 4 i I g koje treba odrediti.
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Da bi se odredile ove impulsne reakcije primenjuju se teorema o
promeni koli¢ine kretanja i teorema o promeni momenta koli¢ine kre-
tanja za ose x,y i z (5.16) i (5.17). Iz tih zakona slede jednacine

M (Vex(2) = Vea()) = Z L2,
M (Vey(2) = Vey(r)) = Z Lo, (5.36)
M(ve(a) = vee)) = Y Lz, (5.37)

Lo — Loy = > Mpiy+ v, ,

Ly = Lyyy = Y Mpip+1u,, (5.38)
Lo — Ly = ) My + Ing (5.39)
U ovimyizrazima su sa 70(1) i 70(2) oznacene
H
z brzine centra inercije pre i posle udara, a sa L ()
ﬁ
i L () momenti koli¢ine kretanja pre i posle su-
dara.
Projekcije brzine centra mase na ose z,y i 2
iznose
Vex(2) = —YeW2, Vez(l) = —YcWi, (540)
Vey(2) = TcW2, Vey(1) = TeWi,
Ves = 0, Vez(1) = 0, 5.41
7 - (2) () (5.41)
% dok vektori ugaonih brzina imaju projekcije na
ove ose
Slika 5.13:
wiy = 0, wiy =0, w,=uw, (5.42)
Wy = 0, Woy = 0, W, = Wa. (543)

Sada se mogu formirati projekcije glavnog momenta koli¢ine kretanja na
ose =,y 1 z a prema izrazima (3.59)

Lz(l) = TJgWi, Ly(l) = _Jyzwla Lz(l) = szlv
—sz(,L)Q, Ly(g) = —JyZWQ, Lz(g) = JZCUQ. (544)

La(2)
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Zbog postojanja relacija (5.41), (5.43) i (5.44), a posto su reaktivni
— — —

impulsi u lezistima A i B oblika [ 4 = [ s(lag,Lay,la.) 1 I =

%

I 5(Ips, Iy, 0), relacije (5.37) i (5.39) postaju

= [Ax+[Bx+Z[xl27
= [Ay+[By+ZIy127

)

)

0 = ]Az+zjz127
) = ZMa{i2+IMz_IByh,

) = Y Mp,+ 1w, + Iph,

) = Y MhyF .. (5.45)

Iz prvih pet jednacina (5.45) odreduju se pet impulsnih reakcija veza
Iaw, Iay, Lz, IBs 1 I,. Poslednja iliSesta jednacina (5.45) je ranije dobi-
jena i sluzi za odredivanje ugaone brzine ws posle udara.

5.3.1 Slucaj kada na telo deluje samo jedan udarni
impuls. Centar udara.

Neka na telo, koje se obrée oko nepokretne ose ugaonom
brzinom wi, dejstvuje samo jedan udarni impuls T.
Postavlja se pitanje da li i pored dejstva ovog impulsa
impulsne reakcije mogu biti jednake nuli. Ako je to
moguce telo ¢e biti uravnotezeno u pogledu udarnog
impulsa. Iz trete jednacine (5.45) vidi se da je za
I,, =01 I,15 = 0 pa udarni impuls mora biti u ravni
upravnoj na obrtnoj osi z. Neka se udar posmatra u
koordinatnom sistemu Oxyz, gde je osa x normalna na
udarnom impulsu /, odnosno udarni impuls [ je parale-

x' lan sa osom y. Neka su ose novog koordinatnog sistema
z',y iz (Slika 5.14) paralelne osama 2,7 i z a njegov
Slika 5.14: koordinatni pocetak u tacki A. U tom koordinatnom

sistemu tacka M udara ima koordinate M (a, 0, ¢). Ako
su sve impulsne reakcije u lezistima A i B Lay, Iay, Ia., Ipy 1 Ipy jed-
nake nuli, a posto su projekcije udarnog impulsa I, = 0,1, =I'i 1, =0,
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jednacine (5.45) postaju

—_ — — O ~— —
| |
o O \_O ~ O

= Ja. (546)

Iz prve jednacine (5.46) sledi da je y. = 0 pa se centar mase mora
nalaziti u ravni 2/, 2’. 1z Seste jednacine (5.46) sledi da je

la
(JJZ —_— Wl = —’ (5.47&)
I
pa iz Cetvrte i pete jednacine (5.46) sledi da mora biti Jy,y = 01 Jy . = 0.
To znadi da je osa 2’ glavna osa inercije tela za tacku A a i osa z je glavna
osa inercije tela za tacku O. Iz druge jednacine (5.46) dobija se

22 T N
C

pa je rastojanje a
N JZ/
- Mzl

a (5.48)

Tacka M u kojoj mora da deluje udarni impuls naziva se centar udara.
Konaéno zakljucuje se da udarni impuls nece izazvati udarne reakcije veza
u lezistima A i B ako su ispunjeni sledeé¢i uslovi:

1. Udarni impuls mora biti u ravni normalnoj na obrtnoj osi.

2. Udarni impuls mora biti normalan na ravan koja prolazi kroz obrtnu
osu i centar mase tela.

3. Udarni impuls mora da sece ovu ravan u tacki koja je na strani
centra mase tela i na rastojanju (5.48) od ose obrtanja.



2920dredivanje impulsnih reakcija tela koje se obrée oko nepomicne ose

Iz teorije kinetickih pritisaka zna se da ¢e telo biti bez kinetickih
pritisaka, ili dinamicki uravnotezeno, ako mu se centar mase nalazi na
osi obrtanja, odnosno kada je 2/, = 0. Ali u tom slucaju centar udara bi
bio u beskonaénosti, zbog relacije (5.48). Odavde sledi vazan zakljucak,
telo se ne moze istovremeno uravnoteziti protiv udara i protiv dinamickih
sila inercije. Ako je telo dinamicki uravnotezeno, tada su udarne reakcije
u lezistima razlicite od nule. Ako je telo uravnotezeno u odnosu na udarni
impuls tada su dinamicke reakcije u lezistima razlicite od nule.

Interesantna je i ¢injenica da se izraz (5.48) poklapa sa izrazem (3.39)
za redukovanu duzinu fizickog klatna. U tom slucaju, osa z’' bi bila
horizontalna osa fizickog klatna a telo bi se oko nje klatilo.

5.3.2 Centar udara ravne ploce

Posmatra se ravna ploca koja moze da se obrce oko
: ose z' koja lezi u ravni ploée (Slike 5.151 5.16). Posto

o:’ v je w; = 0 1i zbog 2/, = OC, jednagine (5.45) sad glase
// y
S —Mywy, = 0,
OF; - e
M-OC - Wo = [,
1| zy=c
y 0 = 0,
O, v 7) —JpxWo = 07
—Jy/Z/WQ = O,
JZ/(,UQ = Ja. (549)
Slika 5.15:

Posto je centar mase ploce u njenoj ravni udarni
impuls mora delovati normalno na ploc¢u u tacki M.
Zmnaci tacka M je centar udara. Sa slike je

¥=x 9=y, Z=z+c

Sada je

T = /x’z’dm— /a:(z—i—c)dm— /a:zdm—l—c/a:dm,

(M) (M) (M) (M)
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odnosno
Jyo = Jpo +c-0OC - M, /mdmzm-M.
(M)
Posto je osa z glavna osa inercije za tacku O mora biti J,, = 0 pa se
dobija
JCC/Z/
C= ————.
M-OC

Iz druge i Seste jednacine (5.49) sledi da je

.
a = ——,
M -OC
L (5.50)
w. = —r .
* M-OC

Primer 66 U uredaju za odredivanje koefici-

Slika 5.16: jenta uspostavljanja k stap mase M i duZine [

moze da se obrce u vertikalnoj ravni oko hor-

izontalne ose u tacki O. (Slika 5.17) Na Stapu je na odredenom mestu

utvrséeno telo mase m od materijala koji se ispituje. Stap potinje da

pada 1z horizontalnog poloZaja zbog sopstvene tezine bez pocetne brzine 1

u vertikalnom poloZagu se sudari sa preprekom. Prepreka je od materijala

koji se ispituje. Odrediti: 1. Koeficijent sudara k ako se posle sudara

Stap popeo do poloZaja koji je odreden uglom ; 2. Rastojanje x mereno

od ose obrtanja, na kojem treba ucvrstiti teziste uzorka, da se u leZistima
osovine; pri-sudaru, ne javljaju impulsne reakcije.

h . 5
7 Ugaona brzina stapa w; neposredno
0 . .
e-s==s=====sss == pre sudara zadovoljava zakon o promeni
TN - . .y .. . . e o .
RN kineticke energije sistema kojeg ¢ine Stap i
il
W uzorak
\‘,\
x i \\'}.\ M,
0 \\\\\\ ! JO 9
: \\\}\\ 7(,01 = (M + m)gh,
; (\ \}}\
1 NN
m 2(M + m)gh
- wy = (1)

Slika 5.17:
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gde je Jo moment inercije sistema Stap i uzorak za osu obrtanja u tacki
O, a h rastojanje tezista sistema od tacke O. Ako se uzorak smatra
materijalnom tackom ukupan moment inercije Jo ima vrednost

M
Jo = ?ZQ + ma?. (2)

Polozaj tezista sistema u pravcu stapa odreden je sa duzinom

B M%+mx

h= 3)

Ako je wo ugaona brzina sistema neposredno posle sudara bice opet po
zakonu o promeni kineticke energije sistema za taj trenutak i trenutak
penjanja stapa do najvise tacke, gde je njena kineticka energija jednaka
nuli

—7w§ = —(M +m)gh(l =cosp).
Odavde je
R = 2(M —ti]—om)gh(1 Ns o) ~ 2(M }—Om)ghQSi 5 g’
odnosno
we =2 Msinf. (4)

Jo 2

Posto je po hipotezi Njutna koeficijent restitucije dat sa

gde su v i v; brzine uzorka neposredno pre i posle sudara, dobija se

TWo W2
]{j = — = —,
TWq W1

odnosno koris¢enjem (1) i (4)

k= ﬁsing.
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Da u lezistu nema udarne reakcije mora teziste uzorka da lezi u centru
udara sistema. Prema (5.50) mora biti

Jo
r=-—"—.
(M +m)h
Zamena veli¢ina (2) i (3) u ovaj izraz dovodi do
Y12+ ma?
L= ML—&—mm ’
(M +m) (S

Posle sredivanja ovaj izraz postaje

[ M
M§x +ma? = ?ZQ + ma?,

pa je polozaj mase m odreden sa
2
3
Primer 67 Homogena pravougaona prizma, postavljena na horizontalnu
ravan, moze da se obrte oko ivice AB, koja leZi u toj ravni. DuZina ivice
kvadratne osnove je a, wisina prizme je 3a. Masa prizme je 3m. U
sredinu C' bo¢ne strane prizme, koja lezi naspram iwvice AB udari kugla
mase m brzinom v u horizentalmom praveu (Slika 5.18).

Odrediti mimamalnu brzinu v pri kojoj dolazi do prevrtanja prizme
preko ivice AB. Pretpostaviti da je udar potpuno neelastican i da kugla
posle sudara ostaje w tacki C'.

T &~

Prizma i kugla se
posmatraju kao jedan
sistem. Tada je nji-
hov medusobni udarni
impuls unutrasnji im-
puls. Zato primena
teoreme o promeni mo-
menta koli¢ine kre-

oB ol
X x . . .
i a DA tanja pri sudaru dovodi
a
do

Ly@) — Lyay = 0. (1)

<

3a/2

Slika 5.18:
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Pre sudara moment koli¢ine kretanja ima samo kugla i on iznosi

3a
Ly = mv;. (2)

Moment koli¢ine kretanja sistema posle sudara je
Ly(g) = JyWQ + dl(mdlwg),

gde je J, moment inercije prizme za osu y, a d; najkrace rastojanje udarne
tacke C' do ose y (slika 5.18b).

Moment inercije prizme kvadratne osnove a i visine h iznosi

M 3
Jy =5 (@ ) = ?m(cﬂ +9a%) = 10ma?. (3)
Sa slike 5.18b je
9 13
d? = a® 4+ Za2 = Za2,
pa L) postaje
2 2 23 5
Ly2y = 10ma“w, + - w2 = —Ematws. (4)

Zamenom izraza (2) 1 (4) u (1) dobija se

53 3
Zma2w2 — mv?a =0,

pa je ugaona brzina neposredno posle sudara

6v
Wo =

- (5)

Sistem ¢e se prevrnuti preko ivice AB ako u polozaju kada mu teziste
bude iznad ivice AB teziste sistema ima brzinu vetu od nule. Zakon o
promeni kineticke energije sistema daje

Ek3 - Ek2 = A23~

Znaci mora biti
Es = A23 + Eyo > 0. (6)
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Pocetna kineticka energija, neposredno posle sudara, iznosi

1
Ero = = J,wi+

1 1 1 13 93
5 —m(d1w2)2:< 10ma* + ~m—a )w% —ma*ws.

2 2 2 4 8
(7)

Rad vrse samo tezine kugle i prizme. Teziste sistema, odnosno tacka 7',
se nalazi na visini

Zr = ECL,

dok je zp odredeno sa

3m§ +ma 5
Tp = ——— = —a.

4m 8

Sada je rad sila sistema jednak
A= —dmg(d — 2),
a posto je
IT + zT

dobija se

13 3 mga

Sada, koris¢enjem izraza (5) - (8) dolazi se do potrebne brzine kugle za
prevrtanje prizme

1
> —+/53agq.
v 3 ag

5.4 Dejstvo udara na ravansko kretanje kru-
tog tela

Neka se telo krece ravanski i neka u nekom trenutku vremena na njega
dejstvuju udarne sile i jedan udarni spreg. Pretpostavimo da dejstvo
udarnih sila i udarnog sprega ne menja nacin kretanja tela, pa se ono i
posle udara krece ravanski. Osnovna svojstva udara, koja su bila objas-
njena kod proucavanja udara jedne materijalne tacke, vaze i ovde:

1. Za vreme udara sva pomeranja tacaka tela su zanemarljivo mala,
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2. Impulsi neudarnih sila i neudarnih spregova su zanemarljivi u odno-
su na impulse udarnih sila i udarnog sprega,

3. Pri udaru dolazi do kona¢nih promena brzine centra mase i ugaone
brzine ravanskog kretanja,

4. Pri udaru, udarne sile i udarni spreg, vrse konacan rad pa priudaru
dolazi do promene kineticke energije krutog tela,

5. Odnos apsolutnih vrednosti projekcija brzina centra mase tela posle
i pre udara na pravac zajednicke normale u tacki kontakta tela u
udaru je koeficijent restitucije brzine i odreduje se ogledom.

Prilikom udara krutog tela spoljasnje udarne sile i spreg izazivaju
unutrasnje udarne sile i spregove. Za njihovu analizu primenjuje se prin-
cip preseka tela, koji je obrazlozen u statici ¢vrstog tela. Presecanjem
tela u raznim ravnima, primecuje se da se ove sile i spregovi javljaju u
uravnotezenim parovima. Zato je zbir impulsa svih unutragnjih udarnih
sila i spregova jednak nuli. Drugim recima, impulsi unutrasnjih sila i
spregova ne uticu na kretanje tela kao celine.

Neka se ploca S mase m ravanski
kre¢e u ravni Ozxy (Slika 5.19). U nekom
trenutku vremena na ploc¢u deluju u ravni
ploce, vrlo kratko, udarne sile ?E“) i
udarni spreg 9. Ravansko kretanje se
odvija u skladu sa zakonom o kretanju
centra mase (3.72) i zakonom o obrtanju
oko centra mase (3.74). Mnozenjem ovih

Slika 5.19: jednacina sa dt, i uzimanjem u obzir ¢in-
jenice da se pri udaru impulsi neudarnih
sila i neudarnog sprega zanemaruju, dobija se

N
mdve = Y Fdt,
i=1
N
Jedp = Y mFMdt+mMadt,
=1

gde je h; krak sile ?Eu) za momentnu tacku C' (Slika 5.19).



Teorija udara 299

Neka je t; trenutak pocetka a to kraja udara. Integracijom prethodnih
jednac¢ina u tim granicama, a posto je za vreme udara krak h; ~ const.,
dobija se

N
- u
m(Vez—Ver) = Y. I, (5.51)
i=1
N 7 (u)
Jo(ws —wi) = Y Mg™ +1, (5.52)

gde su

to to

T _ / Flg M — / Mt
t1

t1

impulsi udarnih sila ]_T)Eu) i impuls udarnog sprega MM™ a w = ¢ ugaona
brzina ravanskog kretanja tela.

Jednacina (5.51) je zakon opromeni koli¢ine kretanja tela pri udaru,
i ona je u ravni Oxy ekvivalentna sa dve skalarne jednacine

N

m(Ves — Voiz) = Z Ii(fz);p (5.53)
i=1
N

m(vesy — ve1y) = Z Ii({gy. (5.54)
i=1

Jednagina (5.52) je zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja tela oko
centra mase pri udaru.

Ako u udaru ucestvuje vise krutih tela, onda se na svako od njih pri-
menjuje sve ono §to vazi za udar jednog tela, odnosno jednacine (5.52)-
(5.54). Naglasimo da za udarne impulse, koji su rezultat medusobnog
udara ovih tela, a pri pojedinacnom proucavanju svakog tela, uvek pri-
menjujemo tre¢i Njutnov zakon.

Primer 68 Centar udara ravne ploce.

Posmatragmo plotu S mase M koja je zglobno vezana u tacki O 1
koja moze da se obrée oko te tacke u ravni same ploce (Slika 5.20). Neka
u ravni ploce na nju deluje impuls I™ udarnog sprega IM™ i u tacki A
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impuls T udarne sile F™. Pre dejstva ovih udarnth impulsa ploca je
bila u miru. Potrebno je odrediti reakcije zgloba u tacki O kao i uslov koji
mora biti ispunjen da bi te reakcije bile jednake nuli.

Za proucavanje problema izabere se u ravni ploce u tacki O koorgi)—
natni sistem Ozxy, pri ¢emu je osa y paralelna sa pravcem impulsa I .
Zbog udira, u _z)globu O se javljaju udarne sile i odgovarajuci udarni
impulsi [ o, i I oy. Za ovaj problem jednacine (5.52)-(5.54) glase

M(“C2x - 'Uc’lx) = [Oa:;
M(”C2y - UCly) = ]Oy + ]7
JC(W2 - wl) = [O:chc - IOya;c

+ (w2 me) +dM (A)

gde su x¢, yo i 4, ya koordinate cen-
tra mase C' i tacke A. Zbog mirovanja
ploce pre udara je voi; = 0, vo1, =01
wy = 0. Posle udara ploca pocinje obr-
tanje oko tatke O pa je brzina centra
mase

Vo2 = mwg. (B)

Prema slici 5.20 je sina = yo/OC i
cosa = x¢/OC, pa se dobija

Slika 5.20:

Vo2rx = —W2Yc, Uo2y = Walc.
Sada, prethodne jednacine postaju
—Mycws = Ioq,
Mzcwy = oy, +1,

Jows = logyc — loyre + 1(xa — xc) + ™.

Resavanjem ovih jednac¢ina nalaze se vrednosti udarnih impulsa u zglobu
O 1 ugaona brzina ploce posle udara

Ia:A—i—IM [:L‘A-l—[M
— AT = —MyeA T
W2 JO ; O Yo JO
I ™
Ip, = MﬁoL_[,

Jo
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gde je

Jo = Jo+ M(z% + yg),
moment inercije za tacku O. Ako su udarni impulsi Ip, i Ip, reakcije
zgloba O jednaki nuli onda se tacka A u kojoj pri tom deluje udarni
impuls naziva centar udara. Posto je wy # 0, odnosno zbog Iz 4+1M 0,
vidi se da je to ispunjeno ako je

Jo ™
MJIC ]

Yo =0, za=1xc+ (€)
Zmaci, tada se centar mase nalazi na x osi i x4 koordinata tacke A udara
mora zadovoljiti drugu relaciju (C).

Primer 69 Lopta poluprecnika r i mase m udara o mepomicnu povrsinu.
Pre udara lopta ima ugaonu brzinu wi dok se njen centar mase krece brzi-
nom v ¢1 pod uglom «, gde je 0 < a < /2, prema normali na povrsinu
u tacki kontakta. Poznat je koeficijent restitucije za loptu i podlogu. Ko-
eficijent trenja klizanja izmedu dopte i podloge je 1 a koeficijent trenja
kotrljanja 1zmedu lopte i povrsine je €. Treba odrediti brzinu centra mase

. . . .. . o Zm,,,2
lopte i ugaonu brzinu posle udara. Moment inercije lopte je Jo = =%—.

Naglasimo da zbog zanemarivanja impulsa
sile tezine za vreme udara povrsina u koju udara
lopta moze imati proizvoljan polozaj u prostoru.
Zbog hrapavosti lopte i podloge u tacki kontakta
i javljaju se udarne sile i udarni impulsi T N1
I 7 u pravcima normalne reakcije i sile trenja
klizanja (Slika 5.21)._>Si1a trenja, pa i odgovara-

juci udarni impuls 7 7 u njenom pravcu, moze

biti kao na slici, ali i u suprotnom smeru. Posle

Slika 5.21: udara lopta ima ugaonu brzinu ws a njen centar

mase brzinu v ¢ pod uglom (3 prema normali u

tacki udara. Osnovne jednacine (5.52)-(5.54) udara pri ravanskom kre-
tanju, za odabrani koordinatni sistem Pxy, glase

m(vegsin B —veysina) = I,
m(vegcos B+ veycosa) = Iy,
Jc<w2 — wl) = —ITT — INé. (A)
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Za odredivanje koeficijenta restitucije posmatrajmo ravansko kretanje
lopte. Iz kinematike je

pa projekcija ove relacije na vertikalnu osu iznosi vp, = v¢y, jer je vektor

7'% normalan na pravac PC. Sada je konacno koeficijent restitucije

b |vpya|  veocos B (B)

~|upy|  wercosal

Cetiri jednacine (A) i (B) sadrze pet nepoznatih-veli¢ina ves, 3, Iy,
It i wy pa je za resavanje problema potrebna jo§ jedna jednacina. Ta
jednacina je razlicita ako u tacki kontakta ima ili nema proklizavanja, pa
se dalje razlikuju ta dva slucaja:

1. U tacki kontakta nema proklizavanja.

Ako u tacki kontakta nema proklizavanja onda je tacka kontakta P
pol brzine na kraju udara, pa vazi

Voo Sin B = rws. (€)

Resavanjem jednacina (4), (B) i (C) dobija se

tanfg = %f(a,&wl,vm),
fla,e,w1,v01) = ; [%—l—tana—;(l+k)} ,
Wy = w(}”(a,e,wl,vm),
In = muei(1+k)cosa,

2muc1 oS & Wy He
g 7 L’Cl cosa 2r( k)~ tan a] ’

2
Vog = \/k2 + [;f(a,e,wl,vol)] Vo1 COS Q. (D)

Iz ovih rezultata se zapaza da su veli¢ine tan 3 i wy uvek istog znaka.

1. Ako je vc:% + %(1 + k) > tan o udarni impuls I7 usmeren je kao
rWw1

na slici 5.20, a za ———
ve

s T S—i(l +k) < tan o on ima suprotan smer;
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2. Ako je =21 4 tana < £(1 + k) onda je ws <01 3 < 0. U tom
C1 COS & r

slucaju, lopta se posle udara obr¢e u suprotnom smeru od onog

prikazanog na slici. Posto je 5 < 0 lopta se odbija od povr§ine u istu

stranu u odnosu na normalu u tacki kontakta lopte sa povr§inom

sa koje je u nju i udarila;

3. Ako je ﬁ%+tana > 2(1+ k) onda jew; >04ip >0 U
tom slucaju, lopta se posle udara obr¢e u smeru-prikazanom na
slici. Posto je sada S > 0 lopta se odbija od povrsine u odnosu na
normalu u tacki kontakta lopte sa povrsinom kao $to je to na slici

nacrtano.

Lopta se odbija od podloge bez proklizavanja ako je zadovoljen uslov
|I7| < pln, odnosno —uly < Iy < ply. Keristeéi prethodne rezultate
i posto je za 0 < a < /2 zadoyoljeno cosaw > 0, ovaj uslov dovodi do
sledete nejednacine

14+ k 1+
a— T vorcosa < rwy < |a+ T Vo1 COS @,
gde je
1+ k5e
a=tanoy — ——
2 r

koju zadovoljava brzina tacke rw; na povrsini lopte pre udara ako lopta
ne proklizava po podlozi.

2. Lopta u tacki kontakta proklizava.

Ako ugaona brzina pre udara w; ne zadovoljava prethodnu nejed-
nacinu onda lopta u tacki kontakta proklizava. Lopta pri kontaktu sa
povr§inom moze proklizati u desnu stranu ili levu. To zavisi od odnosa
brzine centra mase lopte i njene ugaone brzine. Pri proklizavanju impuls
I7 dostize svoju najvetu vrednost i vazi

Ir = ply. (E)
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Sada, resavajuéi (A), (B) i (E) nalaze se nepoznate veli¢ine

In = muvei(1+k)cosa,
1
tanf = Z [tan o + (1 4+ k)],
wy = w —Ev (1+E)( +§)Cosa
2 = Wi ool H , J

voy = Vo1 1—[1— k2 — p2(1+ k)2 cos? a + u(1l k) sin 2.

Primer 70 Sistem se sastoji od klizaca mase M koji moZe da se krece
po idealno glatkoj horizontalnoj ravni i stapa mase m i duZine . Stap
i kliza¢ su zglobno vezani u tacki A. Na $tap, na udaljenju a od tacke
A, deluje udarni impuls I pod uglom o (Slika 5.22). Odrediti brzinu
klizaca © ugaonu brzinu Stapa neposredno posle udara. Pre udara sistem
je mirovao.

Sistem se sastoji iz kli-
N zaCa i Stapa koji su spo-
W—: I Rw jenl unutrasnjom vezom.
T . < ,
—T l L Kliza¢ se krete po spo-
N ¥

., ljasnjoj vezi, tj. po hori-
Y E:—Vﬁ zontalnoj ravni. Oslo-
p : bodimo se svih veza i
> m X b . .. .
zamenimo njihovo dejstvo
udarnim impulsima I, i I,
Slika 5.22: u zglobu A i udarnim im-
pulsom [y koji deluje na
klizag. Pri razdvajanju veze klizaca i $tapa treba voditi racuna o tre¢em
zakonu dinamike (Slika 5.220).
Posto se kliza¢ krece translatorno to se smatra materijalnom tackom,
pa jednacine (5.53) i (5.54) za kliza¢ glase

ML.UAQ :]Z" M?JAz :]N_]y (A)
Za dejstvo udara na stap vaze jednacine (5.52) - (5.54)
micy = lcosa—1I,, mycs=1,—Isina,

l l
Jows = Ixi +1 (a — 5) Cos Q. (B)
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Posle udara stap pocinje ravansko kretanje pa vaze kinematicke veze
izmedu brzina njegovih tacaka U co=0 Ao+ Uy, gde je vi, = lwy/2.
Projektovanjem ove vektorske jednacine na ose z i y dobijamo

) ) l ) .
Too = Taz + §w27 Yo2 = YA2. (©)

Ovde imamo 7 jednac¢ina sa osam nepoznatih veli¢ina oo, Yooy & A2, YA2,
wa, Iy, Iy, In. Za reSavanje problema do kraja mora se uciniti pret-
postavka o kontaktu klizaca i podloge. Neka pri udaru klizac i podloga
ostaju u kontaktu. Tada je osma jednacina

Yz = 0. (D1)

pa je resenje jednacina (A), (B), (C) i (D1) oblika

2] cos o a
e = 0. :—<2—3—), I, = Mi s,
YAz T A2 (m + 400 ] T A2
I cosa a M
ro2 m+4M( Bz lm)’ o2 ’
6/ cosa 1 M .
2T o gaMe P“(”E)‘l]’ b= = fene (B

Primer 71 Na kolicima se nalazi, u relativnom miru, kocka mase M 1
stranice a. Kolica i kocka se kretu konstantnom brzinom U 4 trenutno
zaustavljaju udarom o prepreku D. Klizanje kocke po kolicima sprecava
klin u tacki A (Slika 5.23). Odrediti potrebnu brzinu v pre udara da bi
se kocka prevrnula oko tacke A. Moment inercije kocke za centar mase
iznosi Jo = Ma? /6.

Problem se pri resavanju deli na tri vremenska intervala: pre udara;
udar; posle udara. Kretanje pre udara je poznato. Pri udaru kolica o
prepreku B javljaju se udarni impulsi 7, i I, u tacki A. Proces udara se
odvija u skladu sa jednacinama (5.52)-(5.54). Kako je pre udara w; = 0,
Vciz = U, Uc1y = 0, ove jednacine postaju

M(UC’Qac - U) = Ia:a MUCQy = Iya

Jows = -2 1,2

Vo 2
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Posle udara kocka pocinje obrtanje oko tatke A, pa je brzina centra mase
—_— a
Vo2 = ACCUQ = (JJQ\/_§,

odnosno

™ a . a
Vo2r = Voo COS Z = w2§, Vcooy = Vg2 811l Z = WQE.
Resavanjem prethodnih jednacina dobijaju
se ugaona brzina kocke meposredno posle

udara i vrednosti udarnih impulsa u tacki
A

= 3—U, I, = —§Mv, I, = §Mv.
4a 8 8
Posle udara kocka se obrée oko tacke A.
Slika 5.23: Nekaje polozaj 3 kocke u kome se njen centar
mase nalazi iznad tacke A. Zakon o promeni
kineticke energije za polozaje 3 i neposredno posle udara glasi

1 1 av2 a
Sdais s Tad —Mg(TeZ - 0),
jer samo sila tezine kocke vrsi rad, i to negativan. Posto je po Hajgens
- Stajnerovoj teoremi J, = Jo + M(a\/2/2)? = 2Ma?/3, iz prethodnog
izraza nalazi se ugaona brzina kocke prilikom prolaska centra mase iznad
tacke A

w3 = \/wg—g—z(\/i—l).

Ako kocka treba da se prevrne preko zgloba A mora biti wz > 0, odnosno

39
>/ —=(V2-1

sto daje potrebnu brzinu kretanja kolica i kocke pre udara

v > gag(\/ﬁ —1).
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5.4.1 Primena Lagranzevih jednac¢ina druge vrste u
teoriji udara

Do sada izlozena teorija udara uspesno se koristi kod relativno jednos-
tavnih problema udara. Za slozenije sisteme u teoriji udara koriste se
metode analiticke mehanike. Metode analiticke mehanike to proucavanje
pojednostavljuju jer se u jedna¢inama za proucavanje problema eliminisu
udarne reakcije idealnih veza.

Posmatra se sistema sacinjen od N materijalnih tacaka i krutih tela.
U sistemu dolazi do udara izmedu tacaka i tela sistema. Pri tome se
javljaju udarni impulsi sila i spregova. Udarne impulse delimo na udarne
aktivne impulse i udarne impulse reakcija veza.

Neka su udarni impulsi reakcija veza impulsi sila 7§R). Tada se
slede¢im izrazom

N
SN TW .67, =0, (5.55)
i=1

definisu udarne reakcije idealnih veza. Virtualna pomeranja 6 7; su ele-

mentarna pomeranja koja sistem dopusta u trenutku udara. .

Neka je aktivni impuls koji deluje na tacku M; sistema [ ;. Tada
za svaku materijalnu tacku vazi osnovna jednacina teorije udara pa se
dobija sistem jednacina

m1A71 = 71 + TgR),
m2A72 = ?2 + TgR),
myAT Ny = Ty + T, (5.56)

gde je sa A oznatena razlika brzine i- te materijalne tacke posle i pre
sudra, odnosno A7'; = 71'(2) — 72-(1), 1 =1,2,....,N. Ako se svaka jed-
nacina sistema (5.56) pomnozi sa odgovarajuéim virtualnim pomeranje
67 ; pa se sve tako dobijene jednagine saberu i koristi uslov (5.55) dobija
se

i (72 - miAm) 6T, =0, (5.57)

=1



308 Dejstvo udara na ravansko kretanje krutog tela

Prethodna jednacina je uopstenje Lagranz-Dalamberovog principa na
teoriju udara.

Neka su q1, g9, -..q, nezavisne generalisane koordinate problema udara,
gde je n broj stepeni slobode kretanja uocenog problema. Posto je sada
T =Tilq, g2, ...qn, t) sledi da je

pa je

=1 i=1 a=1

Posto se operator A odnosi samo na brzinu, promenom reda sabiranja
po indeksima i i o dobija se

N
Z(mlAv ) 0T = ZéquZmzvz-
i=1

Od ranije je poznato da je

— —
8“ (“)vi

daa g,
pa prethodni izraz postaje
N n N 07
Z (miAV;) - 675 = Z 5%Azmi7i Py .
— — — q
=1 a=1 i=1 «@

odnosno
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odnosno posle promene reda sabiranja

! (5.60)

generalisani udarni impuls. Generalisani udarni impulsi se izracunavaju
kao koeficijenti uz varijacije generalisanih koordinata 0¢g, u izrazu za
virtualni rad udarnih impulsa (5.59)

Zbog relacija (5.58) i (5.60) izraz (5.57) postaje

En: {A (?) - Ua} 0ga = 0. (5.61)

a=1 Yo

Posto su sve varijacije 0q4 nezavisne iz prethodnog izraza sledi da

mora da bude
A (%) =U,. (5.62)
9q,,

Ovo su Lagranzeve jednacine druge vrste za probleme udara kod sis-
tema materijalnih tacaka sa n stepeni slobode kretanja.

Napomena

Ako u sistemu postoje i kruta tela na koja deluju udarni spregovi
onda se za te spregove_izraéunava odgovarajuci virtualni rad u izrazu
(5.59). Ako je spreg M a virtualno obrtanje dp oko neke ose z onda
je_9dgovarajuéi virtualni rad 9,0 gde je M, projekcija vektora sprega
M na osu 2z

Primer 72 Dva homogena diska svaki mase M spojena su homogenim
Stapom duzine | i mase M kao $to je prikazano na slici 5.24. O ovaj sis-
tem obesen je takode homogeni Stap duzine l i mase M. Na kom udaljenju
s mereno od donjeg kraja Stapa treba delovati impulsom I da bi ugaona
brzina vertikalnog Stapa bila jednaka nuli? Pretpostaviti da se diskovi za
vreme sudara kotrljaju bez klizanja po horizontalnoj ravni ¢ da su sve veze
1zmedu stapova i diskova zglobne.
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Posmatrani problem ima dva stepena slobode kretanja. Za gener-
alisane koordinate mogu se izabrati horizontalno pomeranje kolica x i
ugao obrtanja ¢ vertikalnog stapa. Ako je # ugao obrtanja diska onda je
kineticka energija diskova pri njihovom ravanskom kretanju oblika

1,2 2

Posto se diskovi kotrljaju bez klizanja vazi da je z = Ré, a posto je
J=MR?/21i R =1/3, prethodni izraz postaje

3 .
Ekl = §MZL'2 (a)
Kineticka energija horizontalnog stapa iznosi
M o

Centar mase vertikalnog
Stapa ima koordinate

l

T, = x—l—551ngp,

- I
L/3 Ye = 5@0590.

Diferenciranjem ovih izraza
27/3 PO vremenu i za vrlo male
vrednosti ugla ¢ dobija se

[

te = T+ 30,
Slika 5.24: y. = 0,
pa je kineticka energija vertikalnog stapa
M. o 9 J. .2
Eys = _<Ic + yc) TP (d)

2 2

Konaé¢no iz prethodnih izraza dobija se kineticka energija celog sis-
tema

5M . Ml MI?
Ey = Ep + Ejo + Eig = 71’2 + 5 P + Twz- (e)
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Udarni impuls [ vrsi rad na pomeranju tacke P u horizontalnom
pravcu. Horizontalna koordinata tacke P iznosi xp = = + (I — s)sin .
Odavde je 6z, = dx—dssin p+ (I —s)dyp cos p, odnosno za male vrednosti
ugla ¢ sing ~ 0 i cosp = 1, pa je dzp = dx + (I — s)dp. Sada je virtualni
rad udarnog impulsa I oblika 6AT = Idx, = I [dz + (I — s)d¢]. Znaci
generalisani udarni impulsi su

u, = 1,
U, = I(l—ys).

Lagranzeve jednacine druge vrste za ovaj problem udara glase

((E) _<f£) p—
0z ) (3 oz ) i

(%))
— -\ — U4p~
dp (2) Op (1)

Posto je sistem pre sudara bio u miru to su sve veli¢ine sa donjim
indeksom (1) jednake nuli, pa se koriséenjem (e) dobija

. Ml
oMz + —¢ = 1,

2
Ml MIP? .
T$+Tgﬁ = I(l—s). (f)

Posto je potrebno da posle udara ugaona brzina stapa bude jednaka nuli,
odnosno ¢ = 0, iz (f) se dobija

1
e

9l
10
Primer 73 Teret A mase m wvezan je uZetom koje je drugim krajem
obmotano oko cilindra mase M i poluprecnika r, kako je na slici 5.25
prikazano. Teret A slobodno pada i neposredno pre zatezanja uzeta imao
je brzinu vg. Naci ugaonu brzinu diska i brzinu tereta meposredno posle
zatezanja uzeta ako je sudar: 1. idealno elastican; 2. idealno plastican.



312 Dejstvo udara na ravansko kretanje krutog tela

v 0.0 1. Ako se uze posmatra kao
/ \‘&P elastican element onda ovaj sistem

A 4 ima dva stepena slobode kretanja pri

I udaru. Neka su generalisane koordi-

T nate pomeranje x tereta A i ugao ¢

I obrtanja cilindra. Polozaj sistema pre

[] lgx i neposredno posle sudara prikazan je
na slici 5.25 a i b. Kineticka energija
sistema neposredno pre sudara je

Slika 5.25: mi
Erqy = 5

(a)

gde je x(1) = vy, a posle sudara

.2 9
M g) lMT’ 2

Ey@) = 5 T35 5Py (b)

gde je z(z)brzina tereta A i () ugaona brzina cilindra posle sudara.

Posto je uze elastiéno njegovo uklanjanje dovodi do udarnih impulsa T
é

i — I koji deluju na teret A i preko uzeta na cilindar. Njihov virtualni

rad je

—

AT =16z + Irdp, (c)

pa su generalisani impulsi
U, =—-1, U,=Ir. (d)

Lagranzeve jednacine ovog problema udara

(a_Ek) _<9_Ek) - U
0z ) (3 oz /) ) v
(am) _<8Ek) _

0% ) 2 0% /) U,

mxey —mvy = —I,

Mr?
5 Yo = Ir (e)

sada glase
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1. Ako je sudar idealno elastican onda nema gubitka energije pri sudaru
pa je Epa) = Ej2), odnosno koris¢enjem izraza (a) i (b)

2 2 2
mug  MTigy 1 Mr® o

Resenje tri jednacine (e) i (f) po nepoznatim velicinama I, @) 1 Z(g)
iznosi

[ 2uomM
 2m+ M’
. B 4vom
Y@ T 5 (2m+ M)’
. 2m — M
[L’(g) = UO—Qm + M .

2. Za slucaj idealno plasticnog sudara brzina tereta posle sudara jednaka
je obimnoj brzini diska, odnosno

L(2) = T'P(g)- (2)

Eliminacijom impulsa [ iz jednacina (e) i koris¢enja (g) slede veli¢ine
posle sudara

. B 2muyg

“ - r(2m+ M)’
2muyg

2m + M~



