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1. Opis problema koji se rešava tehničkim rešenjem 

Oblast na koju se tehničko rešenje odnosi 

Teorija signala i sistema, teorija električnih kola, memristor, histerezisna petlja, uštinuta histerezisna petlja, Takačev 
model histerezisa, Duhemov model histerezisa 

Problem koji se tehničkim rešenjem rešava 

Histerezisne petlje su uočene kod feroelektričnih memristora u ravni memristansa-napon, kod spintroničkih 
memristora u ravni memristansa-fluks, kao i kod elektroluminiscentnih sijalica (koje su takođe podklasa memristora) u 
fluks-naelektrisanje ravni (kao što je to uobičajeno, pod fluksom/naelektrisanjem podrazumevamo vremenski integral 
napona/struje). Histerezisne petlje se takođe pojavljuju kod modela memristora sa Biolekovom prozorskom funkcijom u 
memristansa-naelektrisanje ravni i u modelovanju praga memdiode. U dostupnoj literaturi postoji znatan broj matematičkih 
modela histerezisa, među kojima je i Takačev model. Ovaj model opisuje histerezisnu petlju korišćenjem dve analitičke 
funkcije sa malim brojem parametara i može pružiti dobro slaganje sa eksperimentalno dobijenim podacima. 

U ovom tehničkom rešenju je povezana klasična teorija histerezisa (Takačev i Duhemov model) sa matematičkim 
modelovanjem memristora. Takođe, predložen je modifikovan Takačev model, koji omogućava opis asimetričnih 
histerezisnih petlji i odgovarajućih povratnih krivih prvog reda. Prikazana su dva primera korišćenja Takačevog modela u 
fitovanju eksperimentalno dobijenih podataka fabrikovanih memristora. Osim toga, pokazano je da diferencijalna jednačina 
Duhemovog modela histerezisa može biti korišćena kao jednačina stanja memristora. U tom slučaju histerezis se pojavljuje 
u promenljiva stanja-naelektrisanje ravni za strujom-kontrolisan memristor, i ne zavisi od talasnog oblika i frekvencije 
pobude. Jednačina stanja modela memristora sa Biolekovom prozorskom funkcijom takođe pripada klasi diferencijalnih 
jednačina u Duhemovom modelu. U specijalnom slučaju kada je 1p =  u Biolekovoj prozorskoj funkciji, pokazano je da se 

ustaljeno rešenje može izraziti u terminima Takačevog modela. 

2. Stanje rešenosti razmatranog problema u svetu 

Histerezis je nelinearan fenomen, koji se javlja u mnogobrojnim oblastima, uključujući fiziku, elektroniku, nauku o 
materijalima, biologiju, mehaniku, ekonomiju itd. [1]. Histerezis je prvi put uočen kod feromagnetskih materijala, a potom i 
kod tzv. “pametnih” materijala, kao što su piezoelektrični materijali, elektroaktivni polimeri, magnetostriktivni materijali, 
legure koje pamte oblik, itd. [2]. 

U literaturi je opisan znatan broj modela histerezisa [3]-[13]. Glavna prednost matematičkog modelovanja je u 
njegovoj mogućnosti da opiše eksperimentalne podatke preko analitičkih izraza, koji omogućavaju jednostavniju i 
efikasniju analizu sistema sa histerezisom. Matematički model histerezisne petlje (nadalje kratko HISP-e) se najčešće 
opisuje matematičkim funkcijama [14]. Takačev model [15], [12] se bazira na linearnoj kombinaciji tangensa hiperboličnog 
i linearne funkcije. Različite modifikacije Takačevog modela, uključujući Langevin-ovu funkciju, arkus tangens, sinus od 
arkus tangensa ili Frolich-ovu funkciju su razmatrane u [16]. Modifikacije koje uključuju logističku funkciju, algebarsku 
sigmoidalnu funkciju ili Gompertz-ovu funkciju su analizirane u [17]. Pored modela koji su bazirani na matematičkim 
funkcijama, histerezis se takođe može opisati i diferencijalnim jednačinama (npr. Duhemov model [6]). 

Pojavljivanje uštinute histerezisne petlje (kratko UHISP-e) u napon-struja ravni je jedan od “otisaka prsta” (eng. 
fingerprints) memristivnog ponašanja [18]-[20]. Pored memristora, memkondenzatora i memkalema, i ostali nelinearni 
elementi u Chua-inom sistemu elemenata takođe ispoljavaju UHISP-e u odgovarajućim ravnima, kao što je to pokazano u 
[21]. Jednostavan integrator-množač model UHISP-i je predstavljen u [22]. Teorija Lissajous-ovih figura je primenjena na 
kreiranje UHISP-i i eksperimentalno verifikovana u [23]. Postupak grafičkog modelovanja UHISP-i je opisan u [24]. 

Matematički model glavne i malih UHISP-i memdiode (diode sa memorijom) je predložen u [25], a zatim 
modifikovan u [26] uvođenjem frekvencijski zavisne promenljive stanja. U oba modela, grane histerona su logističke krive, 
izražene preko eksponencijalnih funkcija. Grana histerona se takođe može opisati sa tangens hiperboličnom funkcijom, 
zbog jednostavne veze između nje i eksponencijalne funkcije. 

Memristor hiperboličkog tipa, kod koga je memduktansa izražena kao tangens hiperbolična funkcija promenljive 
stanja je predložen u [27]. Iako to nije eksplicitno navedeno u [27], HISP se pojavljuje u memduktansa-fluks ravni za ovaj 
tip memristora. Slično ovome, HISP u memduktansa-fluks ravni TaOx  memristora može biti uočen u simulacijama 

korišćenjem modela opisanog u [28]. 
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Pojava HISP-a je uočena i opisana kod spintroničkog memristora u memristansa-fluks ravni [29], kod feroelektričnog 
memristora (zajedno sa tzv. povratnim krivama) u memristansa-napon ravni [30], za memristor sa kvantnim kontaktom u 
rezistansa-napon ravni [31]. HISP-e su izmerene kod spintroničkih sinapsi ANN-ova u memristansa-struja ravni [32], [33]. I 
realni (konduktansa) i imaginarni (susceptansa) deo admitanse RRAM uređaja opisanih u [34] i [35] ispoljavaju histerezis 
sa promenom pobudnog napona. Koegzistencija histerezisa u memristansa-napon i memkapacitansa-napon ravnima 
analizirana je u [36], [37]. Elektroluminiscentne sijalice (eng. gas discharge lamps) koje su podklasa memristora, imaju 
inverzni histerezis u fluks-naelektrisanje ravni [38]. 

3. Detaljan opis tehničkog rešenja (uključujući i prateće ilustracije i tehničke 

crteže) 

Takačev model HISP-e je kratko opisan u odeljku 3.1. U odeljku 3.2, klasičan Takačev model je proširen na slučaj 
asimetričnih HISP-i sa povratnim krivama prvog reda [39]. U odeljku 3.3 je pokazano da klasa diferencijalnih jednačina u 
Duhemovom modelu histerezisa može biti iskorišćena kao jednačina stanja memristora [39]. Takođe je pokazano da 
jednačina stanja modela memristora sa Biolekovom prozorskom funkcijom, kao i diferencijalna jednačina koja odgovara 
Takačevom modelu, obe pripadaju razmatranoj klasi diferencijalnih jednačina Duhemovog modela. Tri primera, uključujući 
spintronički memristor [29], višeslojnu metal-oksid memristivnu strukturu [36] i model memristora sa Biolekovom 
prozorskom funkcijom [40] su predstavljeni u odeljku 3.4. Mogućnosti primene tehničkog rešenja su opisane u odeljku 3.5.  

3.1 Kratak opis Takačevog modela histerezisa 

Takačev model je baziran na ( )T x  funkciji, koja je definisana kao linearna kombinacija tangens hiperbolične funkcije 

i linearne funkcije: 
 0 0 0( ) tanh .T x B C x A x= +   (1) 

Da bi se opisale grane simetrične HISP-e, hiperbolični deo ( )T x  funkcije je transliran horizontalno (ili desno ili levo za 

0a ) i vertikalno (ili gore ili dole za 1b ). Uzlazna grana 0A
f+  za rastuće vrednosti x  je opisana sa 

 ( )0
0 0 0 0 1( ) tanh ( ) ,A

f x B C x a A x b+ = − + +  (2) 

dok je silazna grana 0A
f−  za opadajuće vrednosti x  opisana sa 

 ( )0
0 0 0 0 1( ) tanh ( ) .A

f x B C x a A x b− = + + −  (3) 

U kontekstu magnetskih materijala, parametar 0A  u izrazima (2) i (3) se odnosi na reverzibilnu magnetizaciju, i može biti 

iskorišćen da “iskosi” HISP-u. U razmatranjima koja slede, koeficijent 0A  je postavljen na nulu. Za 0 0,A =  izrazi (2) i (3) 

prelaze u  
 ( )0 0 0 1( ) tanh ( ) ,f x B C x a b+ = − +  (4) 

 ( )0 0 0 1( ) tanh ( ) .f x B C x a b− = + −  (5) 

Kod zatvorenih HISP-i, grane imaju dve zajedničke tačke na vrhovima (“špicevima”) histerezisa. Za periodičnu 
pobudu ( ),x x t=  sa nultom srednjom vrednošću i ,m mX x X− ≤ ≤  vrhovi se pojavljuju za .mx X= ±  Simetrična HISP je 

zatvorena kada je ( ) ( ).m mf X f X+ −=  Ova relacija se može rešiti po 1b : 

 ( ) ( )0
1 0 0 0 0tanh ( ) tanh ( ) .

2 m m

B
b C X a C X a = + − −   (6) 

Lako se može pokazati da su horizontalne asimptote za ( )f x+  i ( )f x−  date sa 0 1B b± +  i 0 1,B b± −  respektivno. 

Primetiti da se HISP može translirati vertikalno dodavanjem iste konstante na obe grane f+  i .f−  Budući da je hiperbolički 

tangens neparna funkcija, bez gubitka opštosti može se smatrati da je 
 0 0.B >  (7) 

Smer obilaska HISP-e se može izabrati podesnim izborom konstanti 0C  i 0 .a  Za 0 0C >  i 0 0a >  dobija se klasičan 

histerezis kod kog je smer obilaska u pozitivnom matematičkom smeru (slika 1(a)). Za 0 0C <  i 0 0a >  smer obilaska je 

suprotan. U ovom slučaju minimum/maksimum ulazne veličine odgovara maksimumu/minimumu izlazne veličine (slika 
1(b)). Za 0 0C >  i 0 0a <  dobija se histerezis kod kog je smer obilaska u smeru kazaljke na časovniku (slika 1(c)). Za 
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0 0C <  i 0 0a <  smer obilaska je u pozitivnom matematičkom smeru, a minimum/maksimum ulazne veličine odgovara 

maksimumu/minimumu izlazne veličine (slika 1(d)). 

 

Slika 1. Primeri HISP-i za =2,
m

X  
0 =4,B  a) 

0 =1C  i 
0 =1,a  b) 

0 = 1C −  i 
0 =1,a  c) 

0 =1C  i 
0 = 1,a −  d) 

0 = 1C −  i 
0 = 1.a −  

Grane inverznog histerezisa dobijaju se rešavanjem jednačina (4)-(5) po x : 

 1 1
0 0

0 0 0 0

1 1
( ) artanh , ( ) artanh ,

f b f b
x f a x f a

C B C B
+ −

− +
= + = −  (8) 

gde artanh(.)  označava inverzni tangens hiperbolični. 

Najveća HISP koja može biti dostignuta u nekom sistemu ili materijalu je po definiciji glavna HISP [12]. Nadalje, 
kada se pobudni signal zaustavi i obrne na uzlaznoj grani u ,rx X=  ,m r mX X X− < <  i vrati do 

mX−  (negativna 

saturacija), odgovarajući povratna kriva ( )rf x−  se može opisati sa [12] 

 ( )0 0( ) tanh ( ) .r down downf x B C x a c− = + −  (9) 

Uzlazna grana (4) i silazna povratna kriva (9) imaju dve zajedničke tačke: jedna odgovara ,rx X=  dok druga odgovara 

.mx X= −  Zbog toga, 

 
( ) ( ),

( ) ( ).
r r r

m r m

f X f X

f X f X

+ −

+ −

=

− = −
 (10) 

Sistem (10) se može rešiti po 
downB  i :downc  

 0

0 1

,

( ) ,

down

down down

B B

c B B b

β α

γ δ

δ α

−
=

−

= − −

 (11) 

gde je 1b  dato izrazom (6) i 

 
( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0

0 0 0 0

tanh ( ) , tanh ( ) ,

tanh ( ) , tanh ( ) .

m r

r m

C X a C X a

C X a C X a

α β

γ δ

= − − = −

= + = − +
 (12) 

Dualno, kada je tačka obrtanja na silaznoj grani, uzlazna povratna kriva ( )rf x+  može se opisati sa 

 ( )( )0 0( ) tanh .
r up up

f x B C x a c+ = − +  (13) 

Silazna grana (5) i uzlazna povratna kriva (13) imaju dve zajedničke tačke: prvu za rx X=  i drugu za .mx X=  Na osnovu 

dualnosti, nepoznati parametri mogu se odrediti iz izraza (11)-(12) zamenom 
downB  sa ,upB  

downc  sa ,upc  
mX  sa 

mX−  i 
rX  

sa .rX−  
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Primeri HISP-i i povratnih krivih prvog reda su prikazani na slici 2. 

 

Slika 2. Glavna HISP za 
0 =1,B  

0 =1,a  
0 =1,C  =3,

m
X  (a) silazne povratne krive za { 0, 5; 0; 0, 5; 1; 1.5; 2},

r
X ∈ −  i (b) uzlazne povratne 

krive za {0, 5; 0; 0, 5; 1; 1.5; 2}.
r

X ∈ − − − −  

3.2 Modifikovan Takačev model - asimetrična HISP 

Asimetrična HISP i odgovarajuće povratne krive primećene su kod feroelektričnih memristora [30], kao i u 
višeslojnim metal-oksid strukturama [36]. U našem radu [39] opisana je modifikacija Takačevog modela koja omogućava 
modelovanje asimetrične glavne HISP i odgovarajućih povratnih krivih. 

Asimetrična glavna HISP može se modelovati korišćenjem modifikovane verzije Takačevog modela uvođenjem 
dodatnih parametara na sledeći način: 
 ( )0 0 0 1( ) tanh ( ) ,as as

f x B C x a b+ + + += − +  (14) 

 ( )0 0 0 1( ) tanh ( ) .as as
f x B C x a b− − − −= + −  (15) 

Za periodični pobudni signal ( ),x x t=  sa nultom jednosmernom komponentom i ,m mX x X− ≤ ≤  vrhovi HISP-e se 

pojavljuju za ,mx X= ±  odakle sledi 

 
 ( ) ( ),

( ) ( ).

as as

m m

as as

m m

f X f X

f X f X

+ −

+ −

=

− = −
 (16) 

Sistem jednačina (16) se može rešiti po 0B −  i 1 ,asb  

 
0 0

1 0 0

,

1
( ),

2
as

B B

b B B

β α

γ δ

δ α

− +

− +

−
=

−

= −

 (17) 

gde su 

 
( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0

0 0 0 0

tanh ( ) , tanh ( ) ,

tanh ( ) , tanh ( ) .

m m

m m

C X a C X a

C X a C X a

α β

γ δ

+ + + +

− − − −

= − − = −

= + = − +
 (18) 

Primetiti da za asimetrične HISP-e mora biti 0 0C C+ −≠  i 0 0 .B B+ −≠  Simetrična HISP se dobija iz (14)-(15) za 0 0C C+ −=  i 

0 0 .B B+ −=  

Kada se pobudni signal zaustavi i obrne u 
rx X=  na uzlaznoj grani asimetrične HISP-e, ,m r mX X X− < <  i vrati do 

,mX−  odgovarajuća povratna kriva može se opisati sa 

 ( )0 0( ) tanh ( ) .as as as

r down down
f x B C x a c− − −= + −  (19) 

Kako uzlazna grana (14) i povratna kriva (19) imaju dve zajedničke tačke za 
mx X= −  i ,rx X=  sledi da 

 
( ) ( ),

( ) ( ).

as as

r r r

as as

m r m

f X f X

f X f X

+ −

+ −

=

− = −
 (20) 
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Zamenom izraza (14) i (19) u izraz (20) dobija se sistem jednačina, koji se može rešiti po as

downB  i ,as

downc  

 0

0 1

,

( ) ,

as

down

as as as

down down

B B

c B B b

β α

γ δ

δ α

+
+

−

+

−
=

−

= − −

 (21) 

gde je 1
asb  dato izrazom (17), α  i δ  izrazom (18), i 

 ( ) ( )0 0 0 0tanh ( ) , tanh ( ) .
r r

C X a C X aβ γ+ + + − − −= − = +  (22) 

Dualno, kada je tačka povratka na silaznoj grani asimetrične HISP-e, uzlazna povratna kriva ( )rf x+  se može opisati sa 

 ( )0 0( ) tanh ( ) .as as as

r up upf x B C x a c+ + += − +  (23) 

Silazna grana (15) i povratna kriva (23) imaju zajedničke tačke za 
mx X=  i ,rx X=  tj. ( ) ( )as as

m r mf X f X− +=  i 

( ) ( ).as as

r r rf X f X− +=  Iz ovih relacija, za nepoznate parametre as

upB  i as

upc  se dobija 

 0

0 1

,

( ) ,

as

up

as as as

up up

B B

c B B b

γ γ

β β

γ β

−
−

+

−

−
=

−

= − −

 (24) 

gde je 1
asb  dato izrazom (17), a β+  i γ −  izrazom (22). 

Primeri asimetrične glavne HISP-e zajedno sa povratnim krivama prvog reda su prikazani na slici 3. 

 

Slika 3. Asimetrična glavna HISP za 
0 =0, 2,B

+
 

0 =2,C
+

 
0 =0,5,a

+
 

0 =4,C
−

 
0 =1,a

−
 =2,

m
X  i povratne krive prvog reda koje počinju (a) na 

uzlaznoj grani za {1, 5; 1, 3; 1,1; 0, 9; 0, 7; 0, 3},
r

X ∈  (b) silaznoj grani za { 1, 5; 1, 3; 1,1; 0, 9; 0, 7; 0, 3}
r

X ∈ − − − − − − . 

3.3 Jednačina stanja i histerezis 

Klasa diferencijalnih jednačina u Duhemovom modelu histerezisa može igrati ulogu jednačine stanja u matematičkom 
modelu memristora [39]. Ovoj klasi jednačina pripada jednačina stanja sa Biolekovom prozorskom funkcijom, kao i 
diferencijalna jednačina koja odgovara Takačevom modelu histerezisa. 

Duhemov model histerezisa u x U−  ravni je opisan sa (npr. [5]) 

 max(0, ) ( , ) min(0, ) ( , ),
dx

u g x U u h x U
dt

= +  (25) 

gde je x  promenljiva stanja, 0(0)x x=  početni uslov, u  je prvi izvod U  po vremenu, tj. 

 ,
dU

u
dt

=  (26) 

max/min označava maksimum/minimum funkcije, i ( , )g x U  i ( , )h x U  su neprekidne funkcije. Ovaj model je poznat i kao 

Madelung-ov histeron [3]. Važno je napomenuti da je Duhemov model histerezisa frekvencijski nezavisan. 

Razmotrimo klasu diferencijalnih jednačina Duhemovog modela histerezisa u x U−  ravni, kod kojih su g  i h  

funkcije koje zavise samo od ,x  odnosno koje su nezavisne od .U  Odgovarajuća diferencijalna jednačina je oblika 
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 max(0, ) ( ) min(0, ) ( ).
dx

u g x u h x
dt

= +  (27) 

U radu [25] je pokazano da se formiranje i prekidanje filamentarnih provodnih kanala duž izolacionog filma može 
opisati diferencijalnom jednačinom tipa (27). U modelu opisanom jednačinom (12) u [25], U  odgovara naponu, a u  
prvom izvodu napona. 

Lako se pokazuje da jednačina (27) može biti napisana u obliku 

 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ,
dx

H u g x H u h x u
dt

= + −  (28) 

gde je (.)H  Heaviside-ova funkcija: ( ) 1H u =  za 0,u ≥  i ( ) 0H u =  za 0.u <  U skladu sa Duhemovim modelom, 

histerezis će se pojaviti u x U−  ravni, gde je 
 .U udt= ∫  (29) 

Primetiti da jednačina (28) može biti napisana u obliku 

 ( , ) ,
dx

w x u u
dt

=  (30) 

gde je 
 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).w x u H u g x H u h x= + −  (31) 

U kontekstu modelovanja memristora, (30) je jednačina stanja. U istom kontekstu, x  je promenljiva stanja, a u  je pobudni 
napon ili pobudna struja. U skladu sa Duhemovim modelom, rešenje jednačina (30)-(31) ispoljava frekvencijski nezavisan 
histerezis u promenljiva stanja-naelektrisanje ravni za strujom-kontrolisan memristor ili u promenljiva stanja-fluks ravni za 
naponom-kontrolisan memristor. 

Specijalno, zamenom 

 
2

2

( ) (1 ),

( ) 1 (1 ) ,

p

p

g x k x

h x k x

= −

 = − − 

 (32) 

gde je k  konstanta, a p  pozitivan ceo broj, zajedno sa u i=  u jednačine (30)-(31) vodi ka 

 
2 ( , ) ,p

dx
kw x i i

dt
=  (33) 

 2 2
2 ( , ) ( )(1 ) ( ) 1 (1 ) .p p

p
w x i H i x H i x = − + − − −   (34) 

Lako je pokazati da se 2 ( , )pw x i  za 0 1x< <  podudara sa Biolekovom prozorskom funkcijom koja je predložena u [40]. 

Zbog toga, jednačina (33) je jednačina stanja za strujom-kontrolisan memristor sa Biolekovom prozorskom funkcijom. 
Prema Duhemovom modelu, histerezis se pojavljuje u promenljiva stanja-naelektrisanje ravni. Model strujom-kontrolisanog 
memristora sa Biolekovom prozorskom funkcijom je dodatno razmatran u odeljku 3.4.3. 

U delu koji sledi izvešćemo diferencijalnu jednačinu koja odgovara Takačevom modelu histerezisa. Pretpostavimo da 
je promenljiva stanja sa histerezisom, transliranim u horizontalnom pravcu za 0d  i u vertikalnom pravcu za 0 ,X  opisana sa 

 ( )
( )

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

tanh ( ) , 0,

tanh ( ) , 0.

B C U a d b X u
x

B C U a d b X u

 − + + + >
= 

+ + − + <
 (35) 

Budući da je kodomen tangensa hiperboličnog konačnog argumenta otvoren interval ( 1, 1),−  iz izraza (35) sledi 

 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1

, 0.

, 0.

X B b x X B b u

X B b x X B b u

− + < < + + >

− − < < + − <
 (36) 

Rešavanjem sistema nejednačina (36) dobija se sledeći opseg za promenljivu stanja: 
 [ ] [ ]0 0 1 0 0 1 0 1| | | | , | | .X B b x X B b B b− − < < + − >  (37) 

Uzimajući u obzir da prvi izvod tangensa hiperboličnog zadovoljava identitet 

 2tanh( ) 1 tanh ( ),
d

z z
dz

= −  (38) 

prvi izvod izraza (35) po vremenu može se iskazati na sledeći način: 
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2 2
0 1 00
2 2

0 0 1 0

( ) , 0,

( ) , 0.

B x b X uCdx
u

dt B B x b X u

 − − − >
= 

− + − <
 (39) 

Ovaj izraz može biti napisan u obliku jednačina (30)-(31), pod uslovom da je 

 

2 20
0 1 0

0

2 20
0 1 0

0

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

C
g x B x b X

B

C
h x B x b X

B

 = − − − 

 = − + − 

 (40) 

Primetiti da se zamenom 0 1,B =  0 ,C k=  1 1 2,b = −  0 1 2,X =  i u i=  u izraz (39) dobija 

 
2

2

1 , 0,

1 (1 ) , 0,

x idx
ki

dt x i

 − >
= 

− − <
 (41) 

što se poklapa sa jednačinom stanja strujom-kontrolisanog Biolekovog modela memristora za 1.p =  To povezuje Takačev 

model histerezisa sa modelom memristora sa Biolekovom prozorskom funkcijom za 1.p =  

3.4 Primeri modelovanja HISP-i 

U ovom odeljku su predstavljena tri primera modelovanja HISP-i. Odeljak 3.4.1 se odnosi na spintronički memristor 
[29], odeljak 3.4.2 na višeslojnu metal-oksid memristivnu strukturu [36] i odeljak 3.4.3 na model memristora sa 
Biolekovom prozorskom funkcijom [40]. 

3.4.1 Modelovanje HISP-e spintroničkog memristora 

HISP spintroničkog memristora u memristansa-fluks ravni je opisana u [29]. Grane HISP-e su modelovane 
korišćenjem izraza 

 H L
H( ) ,

1 exp ( )S

R R
R R

δ

±

± ±

−
Φ = −

 + Φ − Φ 

 (42) 

gde je R+  grana koja odgovara pozitivnom naponu (odnosno rastućem fluksu), a R−  je grana koja odgovara negativnom 
naponu (opadajućem fluksu). U anti-paralelnom magnetskom stanju, visoka i niska otpornost su H 375,9R = Ω  i 

L 362,5 ,R = Ω  respektivno, dok su u paralelnom magnetskom stanju one H 189,6R = Ω  i L 178,9 ,R = Ω  respektivno. 

Fluks je u intervalu [0, 84]Vs.Φ ∈  Preostali parametri su dobijeni fitovanjem: 19,5Vs,S

+Φ =  4,3V,δ + =  52,8Vs,S

−Φ =  i 

5,3V.δ − =   

Korišćenjem identiteta  2tanh( ) 1 2 ( 1),x
x e= − +  grane HISP-e (42) mogu se napisati korišćenjem tangens hiperbolične 

funkcije kao 

 
H L H L

H L H L

tanh ,
2 2 2

tanh .
2 2 2

S

S

R R R R
R

R R R R
R

δ

δ

+
+

+

−
−

−

Φ − Φ− +
= +

Φ − Φ− +
= +

 (43) 

Osim toga, na osnovu odeljka 3.2, grane asimetrične HISP-e koja je translirana horizontalno za 0d  i vertikalno za 0 ,R  

mogu se opisati sa 

 
( )

( )
0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

tanh ( ) ,

tanh ( ) .

R B C a d b R

R B C a d b R

+ + +

− − −

= Φ − − + +

= Φ + − − +
 (44) 

Lako se vidi da se model dat izrazom (42) može predstaviti u terminima modifikovanog Takačevog modela (44). 
Poređenjem izraza (43) i (44) dobijaju se sledeće vrednosti za parametre u izrazu (44): 
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0 0 H L

0 0

0 0

1 0 H L

1
( ) 5,35 ,

2
1 1 1 1

0,1163 , 0,0943 ,
2 V 2 V

1 1
( ) 16,65Vs, ( ) 36,15Vs,

2 2
1

0 , ( ) 184,25 .
2

S S S S

B B R R

C C

a d

b R R R

δ δ

+ −

+ −+ −

+ − − +

= = − = Ω

= − = − = − = −

= Φ − Φ = − = Φ + Φ =

= Ω = + = Ω

 (45) 

U ovom primeru HISP nije zatvorena, što se može zaključiti iz toga što je 0 0B B+ −=  i 0 0 .C C+ −≠  HISP opisana izrazom 

(42), a takođe i izrazom (44) je prikazana na slici 4. 

 
Slika 4. HISP za spintronički memristor u paralelnom magnetskom stanju. 

3.4.2 Modelovanje HISP-e višeslojne metal-oksid strukture 

Na slici 5(a) su prikazani rezultati merenja u memristansa-napon ravni za višeslojnu metal-oksid strukturu opisanu u 
[36] sa podesivim stanjima otpornosti. Za datu strukturu, histerezis u pozitivnom matematičkom smeru između niske 
otpornosti 6,1MΩLR ≈  i visoke otpornosti 7,8GΩHR ≈  se javlja u memristansa-napon ravni. Posmatrana struktura 

ispoljava i mem-kapacitivne efekte sa histerezisom u smeru kazaljke na satu između niske kapacitivnosti 0,7 pFLC ≈  i 

visoke kapacitivnosti 1nFHC ≈  u kapacitivnost-napon ravni. 

U ovom primeru modelovana je glavna HISP i silazne povratne krive prvog reda koje se odnose na rezistivna stanja 
prikazana na slici 5(a). Povratne krive počinju na uzlaznoj grani i završavaju u donjem levom uglu, gde je memristansa 
jednaka .LR  Minimalna i maksimalna vrednost napona su min 10 VV = −  i max 10 V,V ≈  respektivno. Zbog toga je 

10 V,mV =  a skup povratnih tačaka je {4,5; 5; 6}V.rV ∈  
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Slika 5. (a) 
writeR V−  za višeslojnu metal-oksid strukturu (preuzeto iz [36]) i (b) model asimetrične HISP i povratnih silaznih krivih koje 

počinju  u {4, 5; 5, 5; 6} V.
r

V ∈  Parametri modela su 0 0 ,=3,897 GΩB B+ −≈  
0

1
=1, 5 V ,C

+

−  
0 =6,1V,a

+
 

0

1
=2, 3 V ,C

−

−  

0 =4, 5 V,a
−

 
0 =3,903GΩ,R  =10 V.

m
V  

U ovom primeru, korišćen je model asimetrične HISP-e sa odgovarajućim povratnim krivama prvog reda opisan u 
odeljku 3.2. Dodatno, model HISP-e je transliran vertikalno za 0 .R  Uzlazna grana za rastuće vrednosti napona je opisana sa 

 ( )0 0 0 1 0tanh ( ) ,as
R B C v a b R+ + + += − + +  (46) 

a silazna grana sa 
 ( )0 0 0 1 0tanh ( ) .as

R B C v a b R− − − −= + − +  (47) 

Povratne krive za opadajuće vrednosti napona su opisane sa 
 ( )0 0 0tanh ( ) .as as

r down down
R B C v a c R− − −= + − +  (48) 

Za parametar 0R  usvojena vrednosti jednaka je ( ) 2 3,903GΩ.L HR R+ ≈  Parametri 0 ,C +  0 ,a +  0 ,C −  i 0 ,a −  su upotrebljeni 

za fitovanje glavne HISP-e. Vrednosti ovih parametara su dati u zaglavlju slike 5. Parametar 1
as

b  određen je iz izraza (17) 

za 10 V,m mX V= =  i iznosi 1 16,16 kΩ.as
b =  Parametri 0B +  i 0B −  su izračunati korišćenjem izraza (17)-(18) kao 

 
0

0

( ) 3,896966G ,

( ) 3,896934G .

H L

H L

B R R

B R R

γ δ

γ δ β α

β α

γ δ β α

+

−

−
= − ≈ Ω

− + −

−
= − ≈ Ω

− + −

 (49) 

Parametri as

downB  i as

downc  su izračunati iz izraza (21) i iznose 

 
31,809MΩ, 3,8651GΩ,

0,5528GΩ, 3,3442GΩ,

1,6584GΩ, 2,2386G

4,5V,

5,

Ω.

5V,

6V,

as as

r down down

as as

r down down

as as

r down down

X B c

X B c

X B c

= = =

= = =

= = =

 (50) 

3.4.3 Model memristora sa Biolekovim prozorom 

Jednačina stanja sa Biolekovim prozorom reda p  glasi 

 
2

2

1 , 0,

1 (1 ) , 0,

p

p

x idx
ki

dt x i

 − >
= 

− − <
 (51) 

gde je 0 1.x< <  Lako se vidi da se izraz (51) može napisati u obliku 

 
2

2

, 0,
1 1

, 0.
1 (1 )

p

p

dx
i

x
idt

dxk
i

x


> −

= 
 <
 − −

 (52) 
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Označimo sa 

 
2 2

( ) .
1p p

dx
W x

x
=

−∫
 (53) 

2 ( )pW x  se može izraziti u terminima Gauss-ove hipergeometrijske funkcije kao (npr. [43]) 

 2
2 2 1

1 1
( ) , 1, 1 ; .

2 2
p

pW x x F x
p p

 
= ⋅ + 

 
 (54) 

U jednačini (52) se mogu razdvojiti promenljive. Uzimajući u obzir izraze (53), (54) i 0 ,t
Q idτ= ∫  rešenje jednačine 

(52) se može izraziti kao 

 
2 0 0

2 0 0

1
( ) , 0,

1
(1 ) , 0,

p

p

W x a d i
k

Q

W x a d i
k


+ − >

= 
− − − − <


 (55) 

gde su 0d  i 0a  konstante. S obzirom da su max max( , )Q x  i min(0, )x  koordinate vrhova HISP-e, uvrštavanje max max( , )Q x  i 

min(0, )x  u izraz (55) dovodi do sledećeg sistema jednačina: 

 max 0 0 2 max( ) ( ),pk Q a d W x− + =  (56) 

 
max 0 0 2 max( ) (1 ),pk Q a d W x+ + = − −  (57) 

 
0 0 2 min( ) ( ),pk a d W x− + =  (58) 

 
0 0 2 min( ) (1 ).pk a d W x+ = − −  (59) 

Uvrštavanje izraza (58) u izraz (56) i izraza (59) u izraz (57) vodi ka 
 

max 2 max 2 min( ) ( ),p pkQ W x W x= −  (60) 

 
max 2 min 2 max(1 ) (1 ).p pkQ W x W x= − − −  (61) 

Dalje, uvrštavanjem izraza (60) u izraz (61) dobija se 
 

2 max 2 max 2 min 2 min( ) (1 ) ( ) (1 ).p p p pW x W x W x W x+ − = + −  (62) 

Uvedimo pomoćnu funkciju 
 

2 2( ) ( ) (1 ).POM

p p
W x W x W x= + −  (63) 

Prvi izvod ( )POM
W x  jednak je 

 
2 2

1 1
( ) .

1 1 (1 )
POM

p p

d
W x

dx x x
= −

− − −
 (64) 

Lako je pokazati da je desna strana izraza (64) negativna za 0 1 2,x< <  jednaka nuli za 1 2x =  i pozitivna za 1 2 1.x< <  

Zbog toga, ( )POM
W x  je monotono opadajuća funkcija za 1 2x <  i monotono rastuća funkcija za 1 2 .x<  Ove činjenice 

dalje impliciraju da ( )POM
W x  dostiže iste vrednosti za neke međusobno različite 1x  i 2 ,x  za koje važi 1 21 2 .x x< <  Iz 

identiteta ( ) (1 )POM POM
W x W x= −  (videti izraz (63)) sledi da je 2 11 .x x= −  Zbog toga, 

 max min 1,x x+ =  (65) 

je jedino rešenje jednačine (62). Nedavno je dokazano da je model memristora sa Biolekovim prozorskom funkcijom 
globalno asimptotski stabilan [41]-[42], što pokazuje da ustaljeno rešenje ne zavisi od početnog uslova. 

Kako je Gauss-ova hipergeometrijska funkcija 2 1F  izražena u formi beskonačnog reda, njeno izračunavanje je obično 

sporo, te je preporučljivo umesto nje koristiti neki efikasan algoritam za numeričko rešavanje diferencijalnih jednačina. U 
takvom slučaju, relacija (65) može biti iskorišćena za proveru da li je u numeričkim simulacijama dostignuto ustaljeno 
stanje i/ili za procenu numeričkih grešaka u dobijenim rešenjima. 

Funkcija 2 ( )pW x  u specijalnom slučaju kada je 1p =  postaje 

 
2

1 1
( ) ln artanh( ).

2 1

x
W x x

x

+
= =

−
 (66) 
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Za 1,p =  izraz (55) dobija oblik 

 
0 0

0 0

1
artanh( ) , 0,

1
artanh(1 ) , 0.

x a d i
k

Q

x a d i
k


+ − >

= 
− − − − <


 (67) 

U ovom specijalnom slučaju ( 1)p =  moguće je promenljivu stanja izraziti u funkciji naelektrisanja, 

 ( )
( )

0 0

0 0

tanh ( ) , 0,

tanh ( ) 1, 0.

k Q a d i
x

k Q a d i

 − + >
= 

+ + + <
 (68) 

Lako je uočiti da izraz (68) ima formu Takačevog modela histerezisa datog izrazom (35). Kao primer za model sa 
Biolekovom prozorskom funkcijom i 1,p =  na slici 6 su predstavljana dva rešenja, numeričko rešenje sa tranzijentima 

(isprekidana linija) i analitičko rešenje za ustaljeni režim (puna linija), za dve različite amplitude pobudne struje sinusnog 
oblika, za 1mA,mI =  i za 0,5mA.mI =  

 
Slika 6. Rešenje u ustaljenom režimu (puna linija) i numeričko rešenje (isprekidana linija) u promenljiva stanja-naelektrisanje ravni za model sa 

Biolekovim prozorom za =1,p  
4

=10 ,k  off 1= 6kΩ,R  on =1 Ω00 ,R  0 ,=0,5x  max( )= sin(2π ),i t I ft  =1Hzf  (a) =1mA,mI  i (b) .=0.5mAmI  

Promenljiva stanja kao funkcija naelektrisanja za strujom-kontrolisan memristor sa Biolekovim prozorom za 
{1,2,10}p ∈  je prikazan na slici 7. Simulacije su vršene korišćenjem Runge-Kutta-Fehlberg 4(5) metode i prikazan je samo 

ustaljen režim. 

  
Slika 7. Promenljiva stanja kao funkcija naelektrisanja u ustaljenom režimu za strujom-kontrolisan memristor sa Biolek-ovim prozorom za 

{1, 2,10},p ∈  
4

=10 ,k  max( )= sin(2π ),i t I ft  =1mA,
m

I  i =1Hz.f  

Na slici 8 su prikazane HISP-e u promenljiva stanja-naelektrisanje ravni za tri različite neparno-simetrične periodične 
strujne pobude. Za dato max max( )Q Q=  i datu frekvenciju ,f  odgovarajuće amplitude za struju koja je sinusoidalnog 

oblika, trougaonog oblika i oblika povorke četvrtki su jednake maxπ ,Q f  max 4 ,Q f  i max 2 ,Q f  respektivno. Za 
max 1/ πmCQ =  

i =1Hz,f  amplitude su sin 1mA,mI =  tro 1,2732mA,mI =  i čet 0,6366mA.mI =  Sa slike se vidi da se HISP-e u promenljiva 

stanja-naelektrisanje ravni poklapaju za sva tri talasna oblika, što je u skladu sa činjenicom da Duhemov model opisuje 
histerezis koji ne zavisi od talasnog oblika i frekvencije pobude. 
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Slika 8. HISP-e u promenljiva stanja-naelektrisanje ravni za model sa Biolekovim prozorom za =10,p  
4

=10 ,k  off 1= 6kΩ,R  on =1 Ω00 ,R  i 

tri oblika pobudne struje: sinusni, trougaoni i povorku četvrtki sa istim max =1 / πmCQ  i =1Hz.f  

S obzirom da je memristansa za model sa Biolekovom prozorskom funkcijom linearna funkcija promenljive stanja, 

off off on( ) ( ) ,R x R R R x= − −  lako je pokazati da postojanje histerezisa u promenljiva stanja-naelektrisanje ravni povlači 

postojanje histerezisa u memristansa-naelektrisanje ravni. 

3.5 Kako je realizovano tehničko rešenje i gde se primenjuje, odnosno koje su mogućnosti 

primene 

U tehničkom rešenju je prikazana metoda za korišćenje Takačevog modela histerezisa u matematičkom modelovanju 
memristora. Takođe je predstavljena modifikovana verzija Takačevog modela koja može da opiše asimetrične HISP-e i 
odgovarajuće povratne krive koje su uočene u eksperimentima opisanim u literaturi. 

Dokazano je da klasa diferencijalnih jednačina u Duhemovom modelu histerezisa može igrati ulogu jednačina stanja u 
matematičkom modelovanju memristora. U tom kontekstu, histerezis se pojavljuje u stanje-naelektrisanje (stanje-fluks) 
ravni za strujom-kontrolisan (naponom-kontrolisan) memristor. Takođe je pokazano da jednačina stanja modela memristora 
sa Biolekovom prozorskom funkcijom, kao i diferencijalna jednačina koja odgovara Takačevom modelu, obe pripadaju 
klasi diferencijalnih jednačina koje su specijalni slučaj Duhemovog modela. Budući da Duhemov model opisuje 
frekvencijski nezavisan histerezis, sledi da su histerezisi u odgovarajućim ravnima za memristore takođe frekvencijski 
nezavisni. 

Kao demonstracija primene prikazane metode, modelovanje memristora korišćenjem Takačevog modela histerezisa je 
primenjeno na dva fabrikovana memristora opisana u literaturi. 

Metodu opisanu u ovom tehničkom rešenju koriste istraživači sa Fakulteta tehničkih nauka u Novom Sadu u 
aktivnostima koje se odnose na analizu memristora, kao i za dalja istraživanja. Neki od pravaca daljih istraživanja 
obuhvataju: a) proširenje primenljivosti opisane metode na slučaj modelovanje memkondenzatora, memkalema i ostalih 
mem-elemenata koji ispoljavaju HISP-e u odgovarajućim ravnima, b) razvoj novog emulatora memristora i c) upotrebu 
drugih sigmoidalnih funkcija u Takačevom modelu. 
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