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Sta ¢emo nauciti?
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Sferno k,,r‘
Ugaona b
Kretanju \
Projekcije uga ne.brzin
koordinatne ose ((TT rove kinematic¢ke jednacine)

Projekcije ugaonog ubrzanja sfernog kretanja na
koordinatne ose %

tanje - % Lloth
'ma | uga br

Brzine i ubrzanja ta tela pri sfernom kretanju
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(od st. grékog yvpo ,,0kret 1 drev.
grékog orxomew ,,posmatrati'”)
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17. Sferno kretanje krutog tela (broj
stepeni slobode kretanja, Ojler -
D'Alamberova teorema)




Sferno kretanje krutog tela (obrtanje oko nepokretne tacke) —
broj stepeni slobode kretanja

4 )
Xo1 Yo ZosXas YarZa: Xgs YB1 2B
Yo =0

ﬁ:\/xi+y,§+z,§ = const

a_%:\/x§+y§+z§ = const

AB = \/(XB —XA)2 +(Yg — YA)2 +(zg — ZA)2 = const
\_ J

Tri nezavisne koordinate (parametra) — tri stepena slobode kretanja (maksimalno)
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http://www.mech-in-ns.ftn.uns.ac.rs/projects/18-obrtanje-oko-nepokretne-tacke-1-stepen-
slobode/
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http://www.mech-in-ns.ftn.uns.ac.rs/projects/18-obrtanje-oko-nepokretne-tacke-1-stepen-slobode/

Ojler - D'Alamberova teorema
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18. Sterno kretanje - Ojlerovi uglovi




Poznate zavisnosti uglova precesije, nutacije 1 sopstvene rotacije u funkciji od vremena:

[ y=y(t); 6=0(1); o= o(t) ]

su zakoni sfernog kretanja tela.
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Oxyz — nepokretni koordinatni sistem

O&EnC — pokretni koordinatni sistem (vezan za telo)
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Ojlerovi uglovi

Pitch Vertical

stabilizer

Horizontal
stabilizer

Avionski uglovi:

Yaw — skretanje (sa pravca)
Roll — uvrtanje
Pitch - naginjanje
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19. Ugaona brzina i ugaono ubrzanje tela
pri sternom kretanju




w=w,+0,+ 0,

w=w,K+o,N+aov

&=y k+Oh+¢v

—_

O = 0,
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w=w,K+o,N+ao,v

=w=0,K+o,N+w,v+o,K+o,N+ao,v
=0

=0, xN —>

n N =, (0, xN) = (o, xw, N) =0, xo,

§:§1+§2 +<§:3

8220_3p><

V=wxV =(0,+ 0, +0)XV =0, XV +0, XV —
OV =0, X0 + Wy XD
S p S n S
. J
j

+o, N+o,v

Ws

Wy, + O X W
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Primer 1

e

trenutku t,=1s.

)
-

Za vertikalno kruto vratilo vezana je horizontalna osovina OC, duzine L=V3m, na ¢ijem
kraju je cilindricnim zglobom vezan disk, polupre¢nika R=1m. Vratilo se obrée oko
vertikalne ose ugaonom brzinom w,=3t [s*] . Disk se, dodatno, obrée oko osovine OC
ugaonom brzinom o =2t> [s'] . Odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje diska u

V

\

J
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( i
Za vertikalno kruto vratilo vezana je horizontalna osovina OC, duzine Z=V3m. na ¢ijem
kraju je cilindricnim zglobom vezan disk, poluprecnika R=1m. Vratilo se obrce oko
vertikalne ose ugaonom brzinom ©,=37 [s"] . Disk se, dodatno, obrce oko osovine OC Wy, = 3 t o (4 )= 5
ugaonom brzinom ©,=2# [s!] . Odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje diska u P r

trenutku #,=1s.
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— ——

w
— — z'
(A.)P _L ws — CAJ :/wpl + w.s

— — —
W =Wpk + Wsp

- * o .
- — . -3 ) - —y —_—
£ =w = we bk +ij/+w5u+w_,j)
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Primer 2

4 )
Disk, polupre¢nika r, kruto je vezan za stap OC, duzine a, koji je sfernim zglobom O
vezan za podlogu. Disk se kotrlja bez klizanja po nepokretnoj horizontalnoj podlozi.
Stap OC se oko vertikalne ose obrée konstantnom ugaonom brzinom m,=const [s]. .
Odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje diska.

- a
®,=const
| >
O
LSS
. y,
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20. Projekcije ugaone brzine sternog
kretanja na koordinatne ose (Ojlerove
kinematicke jednacine)




4 )
w=w,k+to,N+o,v=yk+0n+¢v

o=l +o, j+ao,k

w, = @sin @siny +Ocosy

w, =—@psin gcosy +Osiny

@, =y +@Ccosé

co:\/a)f + ) +0F =\/1/)2 +0% + ¢ + 2y cos O
. J
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[ )
w=w,k+o,N+o,v=yk+0n+¢v

®; =y sin @sin g+ 0cose

®, =y sin @cosp—Osin p

Wy =y oSO+ ¢

|2 2 2
a)—\/a)§ +w, + o
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21. Projekcije ugaonog ubrzanja sfernog
kretanja na koordinatne ose




@:wxr+wy j+o,k
w, = @sin @siny +Ocosy
o, =—@sin gcosy +Osiny

@, =y +@Ccosl

=w=0,1+o

My

y

j+a,k=..
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w; =ysin @sin p + 0 cos g
, =y sin @cosp—Osin p
Wy =y CoSO+ ¢

—

E=WO=0W: A+@, i+ 0 V+0s A+, L+0,V

—

OXA, I=0OX1L,V=0XV

A

W A+ @, f+ @V =OXOA+OXO, L+ OXOpV =
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22. Brzine i ubrzanja tacaka tela pri
sternom kretanju




h, =ry Sin Z(w, Ty )
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O=0:A+o, i+oyv

v =<Sm /i+77|v| H+EyV

I a v
Vu =oxiy =|lo; o, o,
SV IV Y
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Aksoidi

Ako se napravi telo oblika nepokretnog aksoida i évrsto veze za zemlju, i
telo oblika pokretnog aksoida i tvrsto veze za telo koje vrsi sferno kretanje,
onda se sferno kretanje tela podudara sa kretanjem istog tela koje je vezano
za pokretan aksoid pri kotrljanju bez klizanja pokretnog aksoida po nepokret-
nom. U svakom trenutku vremena pokretan i nepokretan aksoid se dodiruju
duz trenutne ose obrtanja, pa vektor trenutne ugaone brzine w tokom kretanja
opisiju povrsinu 1 koordinatnom sistemu Oxyz koja se poklapa sa nepokret-
nim aksoidom.

. ) R 1ihnan 2 anAlemabnn it 11ANSEANIa NATMA AANS
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ay =a, +a,
ag =&X M
aa):a)XVM

a, =¢-ry -sin Z(e,fy)=¢-h,

: - T
a, =w-Vy -SinZ(oVy)=w-h, -o-sin—=h, o
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Primer 3

( h

Za vertikalno kruto vratilo vezana je horizontalna osovina OC, duzine L=V3m, na ¢ijem
kraju je cilindricnim zglobom vezan disk, poluprecnika R=1m. Vratilo se obrée oko
vertikalne ose ugaonom brzinom w,=3t [s*] . Disk se, dodatno, obrée oko osovine OC
ugaonom brzinom w=2t? [s!] . Odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje diska, kao i
brzinu i ubrzanje tacke A na obodu diska u trenutku t;=1s (u datom trenuktku tacka A se
nalazi u najvisem polozaju).
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— — —
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7
Ua = Va, - Va4, = LC«J,D—R‘U:.

— —pp = _ >
Ay =Wp X Uy + WsX Uy
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Primer 4

4 A
Disk, polupre¢nika r, kruto je vezan za stap OC, duzine a, koji je sfernim zglobom O

vezan za podlogu. Disk se kotrlja bez klizanja po nepokretnoj horizontalnoj podlozi.
Stap OC se oko vertikalne ose obrée konstantnom ugaonom brzinom my=const [s]. .
Odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje diska, kao i brzinu i ubrzanje tacke A na
obodu diska u trenutku kada se nalazi u najvisem poloZzaju.

A

®,=const
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)
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Brzine i ubrzanja tag
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