Poglavlje 2

Dinamika sistema
materijalnih tacaka

2.1 Sistem materijalnih taéaka. Pojam o
vezama. Brojstepeni slobode kretanja

Skup N materijalnih tacaka M; u kome kretanje svake tacke zavisi od
polozaja i kretanja svih ostalih tacaka tog skupa, ¢ini sistem materijal-
nih tacaka. Na slici 2.1 sistem materijalnih tacaka je u unutrasnjosti
zatvorenog prostora.S. Sve materijalne tacke, na primer Mg, i M,s, koje
se nalaze izvan datog sistema materijalnih tacaka, a Cije se kretanje ne
uzima u proucavanje, nazivaju se spoljasnje tacke. Ako kretanje tacaka
sistemas/nije spreceno nikakvim ograni¢enjima, onda je sistem slobodan.
U slucaju da su polozaji
i pomeranja tacaka sistema
ogranicena nekim uslovima,
sistem je neslobodan ili vezan.
U proucavanju dinamike ma-
terijalnih tacaka neobi¢no vaznu
ulogu ima pojam stepena slo-
bode kretanja sistema. Zato
se ponavlja definicija ovog po-
jma iz kinematike: broj nezavisnih kretanja, ili broj nezavisnih para-
metara, koji jednozna¢no odreduju polozaj svih tacaka materijalnog sis-

Slika 2.1:
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tema tokom kretanja, naziva se broj stepeni slobode kretanja.

Ako slobodan sistem ima N tacaka, tada je polozaj sistema potpuno
odreden sa 3N Dekartovih koordinata ovih tacaka. Ako su te Dekar-
tove koordinate medusobno povezane nekim relacijama, koje se nazivaju
jednacine veza, a kojih ima p, onda je broj stepena slobode kretanja
n = 3N — p. Mora biti n > 0, odnosno p < 3N da bi sistem bio pokre-
tan. Ako je n = 0, odnosno p = 3N, tada se sve Dekartove koordinate
tacaka sistema nalaze iz jednacina veza i sistem je nepokretan. Veze
koje ogranicavaju koordinate tacaka sistema nazivaju se‘geometrijskim
ili holonomnim. Postoje i veze koje ogranicavaju brzine tac¢aka sistema
koje se nazivaju neholonomne veze.

Posmatrajmo tri materijalne tacke
2 C A, B i C.wezane lakim S$tapovima
duzina b; i by (Slika 2.2) i koje
mogu slobodno da se kretu u pros-
toru. Polozaj ovog sistema u pros-

B toru je potpuno odreden polozajem

A tri. tacke A, B i C, tj. poznavan-
/) y jem devet Dekartovih koordinata ovih
tacaka. Medutim, poSto su Stapovi

_ kruti, mora biti zadovoljen uslov da
Slika 2.2: su rastojanja izmedu krajnjih tacaka

Stapova konstantna, tj.

(g —wa)’ + (yp —ya)’ + (25 — 24)°> = b7,
(xp — 20?4+ (yp —yo)® + (2 — 20)* = b3

Ove jednacine su jednacine veza. Ima ih, p = 2, pa je broj stepeni slobode
kretanja ovog sistema n = 3N —p = 9 — 2 = 7. Ocigledno, ove veze su
holonomne istacionarne.

Prethodne veze, koje ne zavise eksplicitno od vremena, nazivaju se
stacionarne ili skleronomne. Ako vreme ulazi u jednacinu veze eksplic-
itno ona je nestacionarna ili reonomna. Ako su duzine b, i by u prethod-
nim jednacinama veza poznate eksplicitne funkcije vremena, onda su to
nestacionarne veze.

Veze koje ogranicavaju koordinate tacaka sistema nazivaju se geomet-
rijskim ili holonomnim. Postoje i veze koje ogranicavaju brzine tacaka
sistema koje se nazivaju neholonomne veze.
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2.2 Sile u sistemu materijalnih tacaka

Sve sile koje deluju na tacke materijalnog sistema mogu se podeliti sa
dva medusobno nezavisna stanovista:

1. Sa stanovista da li izazivaju kretanje tacaka sistema ili ga sprecava-
ju, sile se dele na aktilne sile i reakcije veza. Dalje, sa F';/0znacava
se aktivna sila a sa R; reakcija veza koje deluju na.4 = tu tacku
sistema.

2. Sa stanovista gde je izvor sile one se dele na unutrasnje i spoljasnje.
Unutragnje sile su rezultat medusobnog dejstva tacaka istog sis-
tema. Spoljasnje sile su rezultat dejstva-tacaka koje se nalaze van
datog materijalnog sistema na tacke/posmatranog sistema. Unu-

é
trasnja sila, koja deluje na 7 - tu tacku sistema oznacava se sa F' Z(-u)
(s)

i

. . ﬁ
a spoljasnja sa F

Sve sile, pa i unutrasnje, javljaju se
u parovima. Izdvoje se dve tacke M; i
M; (Slika 2.3) iz materijalnog sistema
i posmatra njihovo medusobno dejstvo.

Unutrasnja sila Z?,fu) je rezultat dejstva

tacke M; na tacku M;, dok je sila ?Su)
Slika 2.3: rezultat dejstva tacke M; na tacku M;.

Po tretem zakonu dinamike, ove dve sile
su istog intenziteta i pravca a suprotnog smera, odnosno vazi

FW = _Fw (2.1)

J
Uocavaju se sledeca svojstva unutrasnjih sila:

1. Posto se sve unutragnje sile javljaju u parovima, koji zadovoljavaju
uslov (2.1), glavni vektor svih unutrasnjih sila jednak je nuli

N
Fw=Y"TF"=7. (2.2)

=1
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2. Posto se sve unutrasnje sile javljaju u parovima, koji zadovoljavaju
uslov (2.1), glavni moment svih unutrasnjih sila za bilo koju tacku
O jednak je nuli

N N
— —F W —(u —>
Mg =N"Mi =Y Tix FW=17. (2.3)
i=1 i=1
3. Rad unutarsnjih sila F;7 i F'; na elementarnim pomeranjima
d7r; i d7)j tacaka sistema M; i M; iznosi

dAY = FM g7, + FM . a7,
Zbog slike 2.3 ovaj izraz postaje
dAg;L) — F“(dr; cos of — dr; cos.a;).

Izraz u zagradi predstavlja projekciju pomeranja tacaka M; i M; na
pravac M;M;. Taj izraz u zagradi je jednak nuli samo ako je ras-
tojanje izmedu ovih tacaka konstantno tokom kretanja. Za ceo sis-
tem rad svih unutrasnjih sila bice jednak nuli ako sve tacke sistema
obrazuju kruto telo, Odavde se zakljucuje, da je rad unutrasnjih
sila sistema materijalnih tacaka razli¢it od nule ako bar jedno rasto-
janje izmedu dve tacke M; i M; tog sistema nije konstantno tokom
kretanja.

Posmatrajmo kretanje materijalnog sistema N tacaka, ¢ije su mase m;
(i = 1,2...N) i ¢iji je pelozaj odreden vektorima polozaja 7 ; u odnosu na
neku nepokretnu tacku O. Ako se svaka tacka izoluje iz sistema i sva dej-

stva na tu tacku zamene silama dejstva ostalih tacaka sistema, odnosno
(s)

— —
silom. F' Eu), i onih van njega, odnosno silom F';”’, onda za kretanje svake

tacke vazi drugi Njutnov zakon
mia@; = FW+F®, =12 ..N, (2.4)

gde je @ ;=7 ,; apsolutno ubrzanje i - te tacke sistema. Nalazenje kre-
tanja svih tacaka sistema, pri zadatim silama, je povezano sa integraci-
jom diferencijalnih jednacina kretanja koje odgovaraju prethodnim vek-
torskim jednac¢inama. To je vrlo obiman i slozen problem i on se u di-
namici materijalnih sistema uglavnom izbegava. Isto tako, nekad nam ne
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treba pojedina¢no kretanje svake tacke sistema, ve¢ samo neke globalne
karakteristike kretanja celog sistema, pa su i za resavanje ovog problema
jednacine (2.4) nepogodne.

Problem kretanja materijalnog sistema se resava na dva nacina:

1. Primenom opstih zakona dinamike,

2. Metodama analiticke dinamike.

Opsti zakoni dinamike sistema su posledice jednag¢ina kretanja (2.4).
U dinamici sistema tacaka postoje Cetiri opsta zakona dinamike, za jedan
viSe nego u dinamici materijalne tacke. To je zato §to se za proucavanje
sistema uvodi i jedan nov pojam, pojam sredista ili centra mase materi-
jalnog sistema, koji nije postojao u dinamici tacke.

2.3 Centar mase sistema materijalnih tacaka

Posmatrajmo sistem N materijalnih tacaka masa m;, ¢iji su vektori
polozaja u odnosu na neku nepokretnu tacku O dati sa 7; (Slika 2.4a).
Pod ukupnom masom sistema M podrazumeva se algebarski zbir masa
m,; svih tacaka sistema

M=) m. (2.5)

=1

Centar mase, srediste materijalnog sistema ili centar inercije definisan je
o . — s oo
vektorom polozaja 1. na sledeci nacin

To= =S T, (2.6)

ili skalarno, na primer u Dekartovom koordinatnom sistemu, sa

1 & e 1 &
Te =37 Zmixia Ye = 73] Zmiyia =7 Zmzzz (2.7)
=1 i—1 i—1
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Centar mase je geometri-
jska tacka u prostoru,
koja se moze nalaz-
iti u omedenoj oblasti
prostora u kojoj< se
nalazi sistem, ali i iz-
van te oblasti U
opstem slucaju, centar
Slika 2.4: mase se ne poklapa ni
sa jednom tackom sis-
tema. Centar mase se
nalazi u delu prostora u kome se nalazi vise ve¢ih masa nego u drugim de-
lovima prostora. Centar mase je pojam koji nezavisi od sila koje deluju
na tacke sistema. Ako se sistem tacaka nalazi u polju zemljine teze tada
je M =G/gim; =G;/g, gde su G i G; tezine celog sistema i pojedinih
tacaka. Zamenom ovih relacija u (2.7), zakljucuje se da se tada centar
mase poklapa sa tezistem sistema.
Pisanjem (2.6) u obliku

N
— —
M. = E m; Ty,
i=1
i diferenciranjem-ovog izraza po vremenu dobija se
N N
— — — —
Mvczg m; vy, MaC:E m; a g, (2.8)
i—1 i=1

gdesu Uui @, brzinaiubrzanje centra mase a v; i @; brzina i ubrzanje
tacke M; sistema.

U opétim zakonima dinamike najcesce se polozaj tacaka sistema odre-
duje uwodnosu na centar mase vektorom p’; (Slike 2.4a i 2.4b). Vidi se
da je

Diferenciranjem ovog izraza po vremenu dobija se

Vi=Ve+ Vi, (2.10)
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gde je 7”:%2 brzina kretanja tacke M; u odnosu (Slika 2.4b) na cen-
tar mase C. Zamenom izraza (2.9) u (2.6), i izraza (2.10) u (2.8), uz
koris¢enje (2.5), dobijaju se relacije

N N
Zmi?i = 6), Zmi?ir = 6: (2-11)
i=1 i=1

koje se ¢esto koriste pri izvodenju opstih zakona dinamike-sistema ma-
terijalnih tacaka.

2.4 Mere kretanja sistema

Kao i kod proucavanja kretanja materijalne tacke, i kod-analize kretanja
sistema materijalnih tacaka koriste se tri mere kretanja: kolicina kre-
tanja, moment koli¢ine kretanja i kineticka energijas

2.4.1 Kolicina kretanja sistema

Posmatrajmo sistem od N materijalnih tacaka M; masa m;, koje u datom
trenutku vremena imaju brzine ©';. Koli¢ina kretanja i - te tacke sistema
je ?z = m,; v ;. Vektor koli¢ine kretanja sistema definiSe se kao vektorski
zbir koli¢ina kretanja svih tacaka sistema

=1 =1

koji se zbog (2.8) moze dati i u obliku

—

K=M7v,. (2.13)

U Dekartovim koordinatama, koli¢ina kretanja sistema materijalnih
tacaka ima komponente

K, = Mi, K,=Myj, K. =Mz, (2.14)

gde su K, K, i K, koli¢ine kretanja sistema u pravcu koordinatnih osa
T, Y, 2.
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2.4.2 Moment koli¢ine kretanja sistema

Vektor momenta kolicine kretanja ¢ - te tacke sistema A; u odnosu

na neku nepokretnu tacku O iznosi fOi = 7T ; X m; v, gde se vektor
polozaja 7 ; meri od tacke O do tacke M;. Moment koli¢ine kretanja sis-
tema materijalnih tacaka definise se kao vektorski zbir momenata koli¢ina
kretanja pojedinih tacaka sistema

N N

=1 =1

Ako se izraz (2.15) projektuje na ose nepokretnog koordinatnog sis-
H

tema Oxyz dobijaju se projekcije vektora L o na te ose, a to su istovre-
meno momenti koli¢ine kretanja za te ose

L, = mi(yizi - ziyi)a
L. = mi(zy; — yii).

Zamenom izraza (2.9) i (2.10) u izraz (2.15), i vodeéi racuna da su
vektori 7. 1 7. zajednicki za sve ¢lanove pod znakom sabiranja, dobija
se

_ N N
— — — —
Lo = 71r.x ch m; + E m; pi | X v,
i=1 =1
N

N
R — — —
+7"C><<§ mivir>+§ Pi XM U gy,
i=1 =1

sto zbog (2.5) i (2.11) postaje

Lo=LotToxX M., (2.16)
de je
gae J N
- — —
LC:Z Pi XMy U, (217)

=1
moment koli¢ine relativnog kretanja sistema u odnosu na centar mase,
— . . « .
gde su v relativne brzine tacaka sistema u odnosu na centar mase
sistema.
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I pored toga §to su izrazi (2.15) i (2.17) formalno isti ipak postoji
duboka razlika izmedu njih. fo je vektor momenta koli¢ine kretanja
sistema za nepomi¢nu tacku O, gde se koli¢ine krgcanja tacaka sistema
izrac¢unavaju pomocu njihovih apsolutnih brzina. L . je vektor momenta
koli¢cine kretanja u odnosu na pokretan centar mase C, ali se koli¢ine
kretanja tacaka racunaju pomocu njihovih relativnih brzina u odnosu na
centar mase.

Naglasimo da kod momenta koli¢ine kretanja vazi ista veza momenta
kolicine kretanja za tacku i momenta koli¢ine kretanja“za neku osu z
koja prolazi kroz tu tacku, koja postoji izmedu momenta sile za tacku i
osu. Naime, moment koli¢ine kretanja za osu z je projekcija natu osu
momenta koli¢ine kretanja za tacku O, koja lezi na osi z.

ﬁ
Lo=L,, (2.18)

é
gde je k jedini¢ni vektor z ose.

2.4.3 Kineticka energija sistema

Kineticka energija sistema materijalnih tacaka je algebarski zbir kinetickih
energija svih tacaka sistema.. Brzine u kinetickoj energiji su apsolutne
brzine tacaka sistema. Ako je Ej; kineticka energija i - te tacke mase m;
onda je kineticka energija sistema

N N
1
E, = § Ey = 3 § mgv: > 0. (2.19)
i=1 =1

Posto je kineticka energija sistema zbir samo pozitivnih veli¢ina to je i
ona uvek pozitivna, a moze biti jednaka nuli samo ako su istovremeno
brzinesvih tacaka sistema jednake nuli.

Ako su x;, y; i z; Dekartove koordinate tacke M, sistema u nepokret-
nom koordinatnom sistemu Oxyz, onda prethodni izraz postaje

N
1 : P
Bo= 5 o miG i+ ).
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Ako se brzina svake tacke sistema izrazi preko brzine centra mase,
prema relaciji (2.10), tada se iz izraza (2.19) dobija

1
Ek = = mZ(F)C + 7”,) . (70 + 717«)

odnosno zbog uslova (2.5) 1 (2.11)

1
By = 5 Mo} + B, (2.20)
gde je
1 N
Ey, =45 > may, (2.21)
=1

kineticka energija relativnih kretanja svih tacaka sistema u odnosu na
centar mase. Cinjenica/ iskazana jednacinom (2.20), da je kineticka
energija sistema zbir' kineticke energije translatornog kretanja centra
mase i kineticke energije relativhog kretanja tacaka sistema u odnosu
na centar mase, ¢estosenaziva Kenigova! teorema.

2.5 [ Opsti zakoni dinamike sistema tacaka

Svi opsti zakoni dinamike sistema materijalnih tacaka izvode se iz vek-

torske jednacine kretanja tacaka sistema u obliku (2.4)
mi@;=F"+FY, i=12.N, (2.22)

gde su sva dejstva na ¢ - tu tacku sistema iskazana jednom unutragnjom

=1 I —(s) C .
F;” 1jednom [I';” spoljasnjnom silom.

LS. Kénig, 1712 — 1757.
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2.5.1 Zakon o kretanju centra mase

Sabiranjem svih N vektorskih jednacina (2.22), i zbog relacija (2.8) i
(2.2), dobija se zakon o kretanju centra mase sistema:

M@, =Y FY. (2.23)

=1

Centar mase materijalnog sistema se krece kao jedna materijalna
tacka, ¢ija je masa jednaka masi celog sistema, i na koju deluju sve spo-
ljasnje sile sistema.

Kao sto se vidi, unutrasnje sile nemaju uticaj na kretanje centra mase
sistema.

U zavisnosti od izabranog koordinatnog sistema u kome se posmatra
kretanje centra mase ovoj vektorskoj jednacini odgovara odreden broj
skalarnih jednac¢ina. Na primer, u Dekartovom sistemu one glase

N N N
Mi. =Y F2, Mj.=Y F M:.=Y FY, (2.24)
=1 =1 =1

gde su ﬂf), FZ(;) i Fi(zs) projekcije spoljasnjih sila na ose x, y i z.
Ako je suma svih speljasnjihrsila, koje deluju na tacke sistema, jed-
naka nuli, onda‘iz (2:23):sledi da je brzina centra mase v, konstantna,
pa se centar mase kreée jednoliko i pravolinijski, odnosno po inercijiZ.
Ako je.suma projekeija svih spoljasnjih sila na neku osu, na primer y
osu, jednaka nuli, onda iz (2.24) sledi da je brzina centra mase u pravcu
te ose 9. konstantna. Tada se centar mase krec¢e po inerciji u pravcu y

Ose.

2.5.2/ Zakon o promeni koli¢ine kretanja sistema

Pomnozimo vektorsku jednac¢inu (2.23), koja predstavlja zakon o kre-
tanju centra mase sistema, sa dt. Time se, ako je masa celog sistema

2Na primer, uticaj gravitacionih sila vasionskih objekata na Sunéev sistem je zane-
marljiv, pa se centar mase Sun¢evog sistema krec¢e brzinom od priblizno 18 [km/s] ka
jednoj tacki sazvezda Herkulesa.
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konstantna, i zbog ¢injenice da je @’ . = dv'./dt, dobija

N
dAMT) =Y Ft,
=1
odnosno zbog (2.13)
— N —
dK =Y dT, (2.25)

1=1

—> — —
gde je d T ¥ = F“)dt elementarni impuls sile” ", Zna¢i, elementarna
promena koli¢ine kretanja sistema jednaka je sumi elementarnih impulsa
svih spoljasnjih sila. Ako se ovaj izraz integrali od trenutka ty do trenutka

t; dobija se

N
— — — (s
Ki—Ko=Y 1%, (2.26)

=1

gde je
t1

T = [ 22

to

H
konacan impulssile F' 58) u vremenskom intervalu izmedu pocetnog trenut-
ka-tp.i krajnjeg trenutka ¢; kretanja sistema. Ovo je zakon o promeni
kolicine kretanja:

Svaka konacna promena kolicine kretanja sistema u nekom vremen-
skom dntervalu jednaka je vektorskoj sumi konacnih impulsa svih spo-
ljasngih sila za to vreme.

Ovaj zakon je prvi integral jednacina kretanja sistema i pogodan je
za upotrebu kad god je moguce izracunati kona¢ne impulse spoljasnjih
sila bez poznavanja zakona kretanja.

I ovaj se vektorski zakon moze posmatrati u raznim koordinatnim
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sistemima. U Dekartovom sistemu, odgovarajuce skalarne jednacine glase
le - K[)x Z[wlz?

zOly?

=
=
ZHMZ

Ky, — Ko, = Iz%?z’ (228)
1

1=

gde, kao i uvek, donji indeks x, y ili z oznacava projekciju vektora na
odgovarajucu osu.

2.5.3 Zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja
sistema

Momentna tacka je nepokretna.

Neka je 7°; vektor polozaja tacke M; u odnosu na neku nepokretnu tacku
O. Vektorskim mnozenjem sa vektorima 7 ; jednacina (2.22) i dodavan-
jem nula u obliku ¥’; x m; v'; njihovim levim stranama nakon sabiranja
tako dobijenih jednacina dobija se

N N

N
S (Fix mi @ xmi ) = Y Tix PO+ Tix B

i=1 i=1 =1

Clanovi na desnoj strani ove jednacine su momenti svih spoljasnjih i
unutrasnjih sila za tacku O a transformacija leve strane dovodi do relacije

— T (s) — ()

FZ F/L
Mo, +§, o' -

i=1 =1 1=1

SRS
NE
3l
X
§
Mz

Odavde se, koriste¢i (2.3), dobija zakon o promeni momenta kolic¢ine
kretanja sistema za nepokretnu tacku O:

= — ()

="My (2.29)

=1
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Brzina promene momenta kolicine kretanja sistema za neku nepokret-
nu tacku O jednaka je sumi momenata svih spoljasnjih sila, za istu
tacku.

U slucaju kada u sistemu postoje i kruta tela na njih sem sila mogu
delovati i spregovi. Tada se moment koli¢ine kretanja racuna i za kruta
tela a spregovi dodaju momentima svih spoljasnjih sila. Tako jednacina
(2.29) postaje

—Ti(s)
=3 M5+, (2.30)

=1

gde je 971 rezultujuci spreg svih spregova koji deluju na kruta tela.

I u ovom zakonu nema uticaja unutrasnjih sila. Ovaj zakon se narocito
koristi pri proucavanju obrtnih kretanja sistema.

Koriste¢i vezu (2.18) momenta koli¢ine kretanja za neku osu i za
tacku na toj osi i usvajanjem Dekartovog koordinatnog sistema Oxyz,
ova vektorska jednacina se zamenjuje sa tri skalarne

N () R 7 (s) N =(s)
=3 My M, Dy =3 M, U+, L= M4+,
j = i=1
(2.31)
gde su L., L, i L, momenti kolicine kretanja, a desne strane momenti

_)
spoljasnjih sila’i sprega M, za koordinatne ose x, y i z.

Momentna tacka je centar mase.

Za-mnoge probleme, a narocito u dinamici krutog tela, pogodnije je
promenu momenta koli¢ine kretanja posmatrati, umesto u odnosu na
nepokretnu tacku O, u odnosu na centar mase, koji je u opstem slucaju
pokretan. Zamenjujuéi izraze (2.16) i (2.9) u (2.30) i koristeéi ¢injenicu
da je moment i - te spoljasnje sile za nepokretnu tacku O dat sa 7 ; X ]?55),
dobija se
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Posto se centar mase sistema krec¢e u skladu sa zakonom (2.23) i posto
je vektorski proizvod ¥, x M ', jednak nuli, prethodna relacija postaje

. N
T (s)
.= M +m, (2.32)
=1

gde su sa deSIE> strane momenti spoljasnjih sila za centar mase C"i rezul-
tujuci spreg M. Ovo je zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja
sistema za centar mase.

I pored velike slicnosti zakona (2.32) i (2.29) napominjemo i njihovu
razliku: U izrazu (2.29) momentna tacka O je nepokretna a moment
koli¢ine kretanja se izracunava preko apsolutnih brzina tacaka sistema. U
zakonu (2.32) momentna tacka C' je pokretna.a moment koli¢ine kretanja
se izra¢unava pomocu relativnih brzina tacaka sistema 1 odnosu na centar
mase C'.

Posmatrajmo primenu zakona (2.32) na kretanje Suncevog sistema,
na koji deluju samo unutrasnje sile; jer su sve spoljasnje sile zanemarljivo
male. Za takvo kretanje, iz (2.32), sledi zakljucak Laplasa da je vektor
momenta koli¢ine kretanja Sunéevog sistema za centar mase fc konstan-
tan.

Slicno izrazima (2.31), i vektorska jednacina (2.32) moze se zameniti
sa tri skalarne jednacine u Dekartovom koordinatnom sistemu ¢iji se ko-
ordinatni pocetak nalazi u centru mase C.

Kinematicka slika teoreme o promeni vektora momenta kolicine
kretanja sistema. Rezalova teorema

Kao sto je poznato, veli¢ina dfo /dt moze da
L se posmatra kao brzina tacke B kraja vektora
L o (Slika 2.5) u prostoru OL,L, L,

—_—

dLO —
= v

dt

B-

M, + 90t Posto je prema (2.30)
e
dLo

= Mo+
dt - o+ )

Slika 2.5:
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gi)ie je M o zbir momenata svih spoljasnjih sila koje deluju na sistem a
9N zbir svih spregova koji deluju na kruta tela, sledi da je

Tp = Mo + M. (2.33)

Ovaj rezultat se iskazuje u vidu Rezalove teoreme: Brzina v g &raja
vektora momenta kolicine kretanja sistema materijalnih tacaka 4 krutih
tela u odnosu na neki centar O, jednak je glavnom momentu svih spol-
jasnjih sila v spregova, koji deluju na sistem u odnosu na isti centar.

2.5.4 Zakoni o promeni kineticke energije.

Posmatrajmo kretanje sistema /N materijalnih tacaka masa m;. Na svaku
tacku sistema deluje jedna unutrasnja i jedna spoljasnja sila. Za izolo-
vanu - tu tacku sistema vazi zakon o promeni kineticke energije tacke u
elementarnom obliku

dEy = dAY +dA™, i=1,2,..N,

gde su dAgs) i dAz(»u) elementarni radovi spoljasnje i unutrasnje sile, koje
deluju na tu tacku. Ako se sve ove jednacine saberu dobija se zakon o
elementarnoj promeni kineticke energije sistema materijalnih tacaka

dBy, = dA® 4 dA™, (2.34)

gde je Ej, prema (2.19); kineticka energija sistema, dA®) = ZdAES)
je elementarni rad svih spoljasnjih sila u sistemu, a dA® = ZdAE“)
elementarni rad svih unutrasnjih sila u sistemu.

Neka M, i M; oznacavaju dva polozaja svih tacaka sistema My i M;;.
Tada se, integracijom izraza (2.34) u tim granicama, i koriste¢i (1.37),
dobija

Epi — Ep = A + A,
Ova relacija iskazuje zakon o promeni kineticke energije sistema:

Svaki konactan prirastaj kineticke energije materijalnog sistema, pri
pomeranju sistema iz jednog polozaja u drugi, jednak je zbiru radova svih
spoljasngih 1 unutrasnjih sila sistema na tom pomeranju.

Prema ranije iznesenim ¢injenicama, vidi se da je ovaj zakon prvi
integral jednacina kretanja i pogodan je za upotrebu kad god je moguce
izracunati rad svih sila bez poznavanja kretanja sistema.
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Ovo je jedini opsti zakon dinamike u kojem se pojavljuje uticaj un-
utrasnjih sila. U opstem slucaju, kada se tacke sistema kre¢u jedna u
odnosu na drugu, rad unutrasnjih sila je razli¢it od nule.

2.5.5 Zakon o odrzanju ukupne mehanicke energije.

Neka su sve spoljasnje i unutrasnje sile koje deluju na tacke sistéma kon-
zervativne, odnosno neka se za svaku od ovih sila moze naci petencijalna
energija. Potencijalna energija svih spoljasnjih i unutrasnjih sila sistema
se definise vezom

dll = —(dA® + dAW).

Zamenom ovog izraza u (2.34) sledi da je d(Ej; + II) = 0, odnosno da
mora biti
B+ =E, (2.35)

gde se konstanta F izracunava iz pocetnih uslova kretanja. Ova relacija
govori da je za vreme kretanja materijalnog sistema pod dejstvom konz-
ervativnih sila zbir kineticke i potencijalne energije sistema, koji se naziva
ukupna ili totalna mehanicka energija sistema, konstantan. Ovo je zakon
o odrzanju ukupne ili totalne mehanicke energije sistema:

Zbir kineticke energije materijalnog sistema i potencijalne energije
svih spoljasnjih 1 unutrasngih sila sistema ostaje tokom kretanja kon-
stantan, ako su sve spoljasnje i unutrasnje sile u sistemu potencijalne,
odnosno konzervativne.

Napomene:

1. Ako se usistemu nalazi telo koje se kre¢e translatorno, prema rezul-
tatima kinematike, posmatra se kao materijalna tacka.

2. Za resavanje svakog problema kretanja sistema materijalnih tacaka
potrebno je upotrebiti onoliko skalarnih jednacina opstih zakona
dinamike koliko sistem ima stepeni slobode kretanja. Te skalarne
jednacine mogu biti diferencijalne jednacine drugog reda, ili ako se
koristi neki opsti zakon dinamike, koji je prvi integral, i diferenci-
jalne jednacine prvog reda.

3. U nekom problemu moze se koristiti ili zakon o promeni kineticke
energije sistema ili zakon o odrzanju mehanicke energije sistema.
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Istovremeno se oba zakona ne mogu koristiti jer oni iskazuju istu
osobinu sistema ali jedan preko rada a drugi preko potencijala sila,
a poznato je da su ove veli¢cine medusobno povezane.

Primer 14 Na horizontalnoj glatkoj podlozi nalazi se paralelopiped mase
M (Slika 2.6) i duZine L. Na njemu se nalazi kocka zanemarljivih di-
menzija mase m, koja je povezana merasteglyivim uzetom za laki kotur u
tackt A. Izmedu kocke i paralelopipeda nema trenja. U pocetnom trenutku
sistem je u miru. Ako se, namotavanjem uZeta na kotur; kocka pomert
za duzinu b po paralelopipedu odrediti pomeranje paralelopipeda.

Usvojimo da sistem ¢ine kocka i paralelopiped. Tada su spoljas-nje
sile, sile zemljine teze m¢ i Mg i reakcije idealne veze na paralelop-
iped, prikazane na slici. Sila u uzetu i sila reakcije veze-izmedu kocke i
paralelopipeda su unutrasnje sile. Posto je projekcija spoljasnjih sila u
pravcu odabrane z ose jednaka nuli koris¢enjem zakona o kretanju centra
mase u pravcu z ose dobija se

(m+ M)%.= 0.

Odavde je z. = C(;, gde je
¥ (' integraciona konstanta. Zbog
mirovanja sistema u pocetnom
m A ..

T @ trenutku vremena, dobija se C =
| ymg g M 0, pa je . = 0 stalno tokom kre-
0O ™ ]\ I\M \T\ x tanja, odnosno z. = const. tj. cen-
J tar mase ne menja polozaj za vreme
kretanja sistema. Prema (2.7),
Slika, 2.6: polozaj centra mase pre pomeranja
kocke iznosi

MTy + Maxy  m(y — LY+ Mzy

xC: =
m+ M m+ M

Kada se kocka pomeri za b po povrsini paralelopipeda polozaj centra
mase je odreden izrazom

*

_omat, + May,  m(xy — 5 +b) + May,

e m+ M m+ M

)
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gde je x}, novi polozaj centra paralelopipeda. Posto je x. = z}, dobija
se pomeranje paralelopipeda

m
b.
m+ M

Ty — Ty = —

Zmaci, zbog minusa na desnoj strani prethodnog rezultata, ako se kocka
pomeri u desno, onda se paralelopiped pomera u levo jer je x73;, < @z

Primer 15 Teret mase m vezan je za kraj nerastegljivog uzeta koje se
namotava na cilindar polupretnika r. Na drugi cilindar-poluprecnika R,
koji je kruto vezan sa prvim, namotano je drugo merastegljivo uze koje
se odmotava i na ¢ijem kraju je teret mase M. Mase cilindara se zane-
maruju. Cilindri se mogu obrtati oko cilindricnog zgloba O (Slika 2.7).
Odrediti ubrzanje mase M.

Neka sistem ¢ine tereti mase m:1 M i cilindri. Ako se mase m i M
mogu kretati samo u vertikalnompravcu onda ovaj sistem ima jedan ste-
pen slobode kretanja. Zato je, za reSavanje problema, potrebna samo
jedna skalarna jednacina opStih zakona dinamike. Prema ranijim pre-
porukama, a posto se radi o obrtnom kretanju cilindara, najpogodniji je

zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja L, = > M ) za z osu koja
je normalna na ravan kretanja i prolazi kroz tacku O.

Kod primene ovog zakona, prvo se usvoji
pozitivan smer obrtanja momenata sila i
kolicine kretanja oko ose z. Neka je to
smer naznacen na slici 2.7. Ako je v brzina
pravolinijskog kretanja mase m, onda posto
uze ne proklizava po cilindru, ugaona brzina
obrtanja cilindra oko tacke O iznosi w = v/r.
Brzina mase M je jednaka brzini dela uzeta

J koje se odmotava, tj. vy, = Rw = Rv/r. Vek-
"y Mg mg tori koli¢ine kretanja masa m i M su nacrtani
na slici i iznose mv i M Rv/r, pa je moment

Slika 2.7: kolicine kretanja za osu z

L, =muvr+ MEUR.
r
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Spoljaénj_e) sile_) koje deluju na sistem su tezine tegova, mgqg i Mq, i
reakcije X i Y cilindricnog zgloba O. Njihov moment za osu z iznosi

MgR — mgr,

pa jednacina (2.31) postaje

2
(mr + MRT)U = (MR —mr)g.

Odavde, trazeno ubrzanje mase m iznosi

. (MR—mr)g
a=0=-"——"—2:4
mr + M=
Primer 16 Dwva jednaka i simetricna tela oblika kocke iz koje je izvadena
cetvrtina cilindra imaju mase M. Poluprecnik cilindra je r koji je istovre-
meno i stranica kocke. Tela su postavljena na glatku horizontalnu ravan
t dodiruju se uzduZ jedne ivice.” Sa levog tela se, u jednom trenutku i to
sa visine h, pusti bez pocetne-brzine materijalna tacka mase m. Povrsine

tela su glatke. Odrediti do koje se visine H na desnom telu tacka penje
(Slika 2.8a).

Tacka krece nanize po-levom telu, koje se usled toga pomera u levo.
Prema tome, sistem ima dva nezavisna kretanja, odnosno dva stepena
slobode kretanja. Za, vreme kretanja tacke po levom telu desno telo
miruje. -Za reSavanje problema potrebne su dve skalarne jednacine opstih
zakona dinamike.

Sa 0 oznacimo polo-
za] sistema koji odgo-
vara pocetku kretanja
a sa 1 polozaj u trenut-
ku kada tacka napusta
levo telo. Spoljasnje
sile, koje deluju na sis-
tem, su sile tezine
i reakcija horizontalne
podloge. Neka su U
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. — . . . o . . .
i v, brzine tela i tacke u polozaju 1. Primenom zakona o promeni
kineticke energije sistema za polozaje 0 i 1 dobija se

Eir — Eio = A(()sl) + Ag{), %ngl + %UJQ\/H = mgh, (A)
jer je kineticka energija u polozaju 0 jednaka nuli a rad vrsi samo spolja-
snja sila m¢ na pomeranju na dole materijalne tacke m za Viii)ﬂll h.
Unutragnje sile, reakcija tela Ry na tacku i pritisak tacke — Ry na
telo, ne vrse rad jer je prenosno pomeranje tela isto za obe sile _d)ok
je relativno pomeranje (Slika 2.8b) tacke normalno na pravac sile R y.
Zakon o promeni koli¢ine kretanja sistema u pravcuz ose glasi

N
le - KOLL‘ = Z Il(gixv mvmi = MUMl - 07 (B)
i=1
jer je koli¢ina kretanja u polozaju 0 jednaka nuli i nema impulsa spo-
ljasnjih sila u pravcu z ose. Resavanjem jednacina (A) i (B) dobija se
brzina tacke po napustanju tela

[ 2gh M
Um1 = m M (D)

Po napustanju levog tela, a zbog njegovog pomeranja u levo, tacka se
delom krece po horizontalnoj ravni. Posto je horizontalna ravan glatka,
tacka nailazi na_desno telo sa istom brzinom v,,;. Dalje, posmatramo
sistem koji ¢ine desno telo i'materijalna tacka.

Pri kretanju tacke po desnom telu, polozaj 1 odgovara nailasku tacke
na to telo a polozaj 2 trenutku kada tacka dostigne najvetu visinu H
na telu. Za vreme ovog kretanja, kretanje tela je prenosno kretanje za
tacku a kretanje tacke u odnosu na telo relativno. Zato je brzina tacke
zbir njene prenosne i relativne brzine, odnosno

— — —
V= p+ UV me.

U polozaju 2, kada tacka dostigne najvisi polozaj na telu ona relativno
mirtuje u odnosu na to telo, pa je v,,0 = 01 v2=vps2. Primenom zakona
o promeni kineticke energije sistema za polozaje 1 i 2 dobija se

Epo—E = A+ 4%,
M
%Ugﬁ + 7“}2\42 - %Uﬁu = —mgH, (E)
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gde samo sila mg vrsi rad na pomeranju za visinu H. Zakon o promeni
kolicine kretanja za polozaje 1 i 2 daje

N
Kgm — Klac = le(f%r’ MUMQ + MUmo — TMUm1 = 0. (F)
i=1

Posto je u polozaju 2 v,e = vy, resavanjem jednacina (E) i (F) i
koris¢enjem relacije (D) dobija se najvisi polozaj tacke na desnom telu

1 2
H:( m) h.
I+ 3

Poslednji izraz pokazuje da je H < h. Kada bi se materijalna tacka
kretala po telima ¢vrsto vezanim za podlogu visina H bila bi jednaka
sa pocetnom visinom h. Kada su tela pokretna, deo izvrsenog rada sile

— . . .. . e . .
m ¢ pri kretanju materijalne tacke na dole trosi se na pokretanje tela i
podizanje tacke na visinu . To je uzrok smanjivanja visine penjanja H
u odnosu na polaznu visinu tackeh.

2.6 Dalamberov princip za sistem tacaka

Posmatramo kretanje'sistema materijalnih tacaka koje je opisano jednaci-
nama (2.4). Ako se uvede inercijalna sila i-te materijalne tacke sistema
u obliku

ﬁ(m) = —m; d;,
te jedna€ine postaju
F L FOLFY - 7,
Fa | Fe) | W Y
o T Ey A+, =0

(2.36)

Posle sabiranja ovih svih jednacina, a posto je Z F.”7 = 0, dobija se
i=1

Fim L FO =70, (2.37)
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gde je glavni vektor inercijalnih sila

N
F = -5 " m @, = -Mde, (2.38)
i
N —
=N FY, (2.39)
k=1

glavni vektor svih spoljasnjih sila u sistemu.
Ako se svaka jednacina sistema (2.36) vektorski pommnezi sa edgovara-
juéim vektorom polozaja 7 ; dobija se

Tix FW 47 x FO 47, x FW 20 (h=1,2,...N),
a posle sabiranja dobijenih jedna¢ina po svim tackama sistema

N
i=1
Posto je suma svih momenata unutrasnjih sila jednaka nuli, odnosno

N
ST % ]?Z(u) = W, prethodna relacija postaje
i=1

me 4+ M =7, (2.40)

gde su glavni moment spoljasnjih sila i glavni moment inercijalnih sila
oblika

N

my = S Tix FY, (2.41)
=1

—> N =0

meY = N Tix F" (2.42)

=1

Po svojoj sustini jednacine (2.37) i (2.40) su ekvivalentne sa jednaci-
nama koje opisuju zakon o promeni koli¢ine kretanja i o promeni mo-
menta koli¢ine kretanja sistema, ali se od njih samo razlikuju po obliku.
Ove jednacine se mnogo koriste u proucavanju kretanja krutog tela.
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Vazno je napomenuti da ne treba porediti Dalamberov princip gde je
uvodenje inercijalnih sila ¢isto formalno, sa dinamikom relativnog kre-
tanja gde je njihovo uvodenje imalo dubok fizicki smisao. Treba podvuci
da inercijalne sile ne zadovoljavaju osobinu pravih sila koje se uvek jav-
ljaju u parovima i deluju na dva tela u prostoru.

Primer 17 Automobil tezine P, krece se po pravolinijskom horizontal-
nom putu ubrzanjem w. TeZiste automobila C' se nalazi na visini h iznad
puta, a i b su rastojanja osa prednjeg i zadnjeg tocka od wertikale kroz
teziste automobila.

a) Odrediti vertikalne pritiske Ny i N1 prednjih/i zadngjih tockova au-
tomobila na put.

b) Na koji natin treba da se krete automobil da bi pritisci njegovih
predngih 1 zadngjih tockova na put bili jednaki (Slika 2.9).

Prema (2.40) suma mome-
nata svih spoljasnjih i inercijal-
nih sila za tacku A mora biti jed-

W, mnaka nuli pa je

h P
Ny(a+b) — Pb+ —wh = 0.
g
_ wh
Slika 2.9: N, =P 9
a+b

Za drugu jednacinu bira se suma svih spoljasnjih i inercijalnih sila u
vertikalnom pravcu
N1 -+ N2 - P = O,

pa je
N Pa-I—w?h
LI

Da bi sile N7 i Ny bile jednake ubrzanje automobila mora da bude

_ I
w = 2h(b a).
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2.7 Osnovi mehanike tacke promenljive mase

U svim dosadasnjim proucavanjima kretanja tacke njena masa je bila kon-

stantna. Medutim u tehnici ima dosta problema kretanja tacke kod kog

se njena masa menja tokom kretanja. Takva tacka je tacka promenljive
mase.

Primer tacke promenljive

S i mase je avion C¢ija se masa

m o/ tokom leta neprekidno menja

usled izbacivanja - sagorelih

produkata goriva. = Na moru

v 1 ledene 'sante se ili sman-
M M jujwili povecavaju pa samim
tim neprekidno-menjaju svoju

Slika 2.10:

masu.

Osnovna pretpostavka mehanike tacke promenljive mase je da se
svaka promena mase odvija neprekidno. Znaci za tacku promenljive mase
je M = f(t), odnosno masa je funkeija vremena, gde je f(t) neprekidna
funkcija vremena. Neka se u po¢etnom trenutku kretanja posmatra sis-
tem od dve materijale tacke mase M i mase m. Te dve mase se krecu
zajedno sa apsolutnom brzinom @ (Slika 2.10). Zato sistem ove dve
tacke ima u tom trenutku koli¢inu kretanja

Ki=(M+m)7v. (2.43)

Neka se cestica mase.m trenutno izdvoji iz sistema relativnom brzinom
7 u odnesuna drugu tacke. Zbog toga se brzina te tacke menja i postaje
— , PR . . o .
v'1 pa/ce sada kolicina kretanja celog sistema biti

Ko= M1 +m(v + ), (2.44)

gde je ¥ + W apsolutna brzina tacke koja se odvojila. Usled odvajanja
mase dolazi do promene koli¢ine kretanja sistema

A?:[—()Q—I_(::MAW—FTHW,

gde je AT = 0’1 — U promena brzine tacke mase M. Neka je masa tacke
koja se odvaja m = —AM tada je promena koli¢ine kretanja sistema

AK = MAT — AM7T,
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odnosno
7% —
AK AV _AM
— = - U —.
At At At
Posto se vreme neprekidno menja, prelaskom na grani¢ni proces kada At

— —
tezi elementarnom prirastaju vremena dt dobija se da je AK — dK,
AT — dv i AM — dM. Zato, prethodna jednacina postaje

dK AT _dM

— =M——u—. 2.45
dt at U dt (2.45)
Posto je prema zakonu o promeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema
ﬁ
dK —
= F®)
dt ’

gde je F© rezultanta svih spoljasnjih sila koje deluju nata¢ku promenljive
mase, dobija se

dv = dM
M— =F® + v — 2.4
dt tu dt”’ (2.46)

a to je osnovna diferencijalna jednaéina kretanja tacke promenljive mase,
odnosno osnovna jednacina raketne dinamike ili jednac¢ina Mescerskog.
Velicina

M

D = 9247
—u% (. )

naziva se reaktivna sila.

Relacija (2.46).igra istu ulogu u dinamici tacke promenljive mase kao
i drugi Njutnov zakon u dinamici tacke sa konstantnom masom: Pri
kretanju tacke promenljive mase u svakom tren%ku vremena je proizvod
mase 1 ubrzanja gadnak geometrijskom zbiru sila F'®) koje deluju na tacku
i reaktivne sile @ .

Osnovna jednacina dinamike promenljive mase je izvedena pod pret-
postavkom da se masa izdvaja iz sistema. Ako bi se sprovela ista razma-
tranja ali uz pretpostavku da se masa pripaja sistemu onda bi odgovara-
juéa jednacina bila ista kao i (2.46) ali bi tada bilo dM > 0.

2.7.1 Kretanje rakete.

Posmatra se horizontalan let rakete pod dejstvom samo reaktivne sile
koja je posledica isticanja sagorelih gasova iz tela rakete. Pocetna brz-
ina rakete je vy a gorivo istice konstantnom brzinom w. Smer kretanja
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rakete je suprotan od smera isticanja gasova. Posto na telo deluje samo
reaktivna sila kretanje rakete je pravolinijsko. Diferencijalna jednacina
kretanje rakete ima oblik (2.46)

dv dM
— = —u—.
dt dt
Posle integracije odavde se dobija
t
dM
V=79 — /UW, (248)

0

odnosno posto je brzina isticanja gasova u konstantna

My
v=1v9+uln ——, 2.49
gde je My masa rakete u pocetnom trenutku vremena, znaci za t = 0.
Neka je masa tela rakete my a m, promenljiva masa goriva. Onda je
My = my + mgo 1 M(t) = my, + my,, gde je myy pocCetna masa goriva.
Sada je

Mgr A Mg
v = vy +uwln ———2.
mtr—l—mg

Kada svo gorivo izgori raketa dostize svoju najvecu brzinu. Znaci, za
mg = 0 dobija se

Umax — Vg + uln (1 + mgO) . (250)

My

Ova relagija (2.50) €esto se naziva jednacina Ciolkovskog. Iz (2.50)
se vidi‘da najveca brzina leta rakete zavisi od pocetne brzine rakete vy,
od relativne brzine isticanja sagorelih gasova u i od odnosa pocetne mase
goriva, mgp.1 mase tela rakete my.. Taj kolitnik mgyy/my, zove se broj
Ciolkouvskog. Vidi se da maksimalna brzina rakete ne zavisi od nacina
sagorevanja goriva, odnosno ne zavisi od zakona promene mase goriva sa
vremenom.

Primer 18 Kako treba da se menja masa rakete da bi se ona kretala
vertikalno navise konstantnom brzinom vy, ako je relativna brzina is-
ticanja produkata sagorevanja konstantna i jednaka w. Uzeti u obzir 1
promenu gravitacione sile sa promenom visine. Otpor vazduha zanema-
riti. Pocetna masa tela rakete je my.
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Postavi se koordinatni pocetak koordinatnog sistema u centar Zemlje

(Slika 2.11). Privla¢na sila zemlje je

F=f

)
2’2

gde je M masa zemlje, m masa rakete, z rastojanje tela od centra zemlje
i f univerzalna gravitaciona konstanta. Posto je na povrsini-zemlje za

z = R, gde je R poluprecnik zemlje,

F =mg,
dobija se
fM = gR?,
pa je
2
F=9
z
Jednacina” Mescerskog projektovana na osu kre-
d tanja z, a zbog konstantnosti brzine (dv/dt = 0), ima
oblik
% _ mgR? dm 0
- —_ u— =
. . 22 dt ’
n ili
u dm  mgR?
™ dt wuz?
R \ Ako“se ova jednacina pomnozi sa dt a zbog v = %
S—L dobija se dt = dz/v, odnosno
Slika 2:11; pam _ _gRdz
m u 22’

Odavde se posle integracije dobija

odnosno
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Odavde je konacno

Posto je u problemu z = R + vt sledi da je
_ gRt
m(t) = mgpe uw(R+wvt) "
Primer 19 Raketa ¢ija se masa smanjuje sa vremenom po zakonu
dm/dt = —q = const.,

1spaljena je horizontalno. Brzina isticanja produkata sagorevanja je kon-
stantna. Na raketu deluje turbulentna sila atmosferskog otpora
F, = —kv?, gde je v brzina rakete, a k zadata komstanta. Nacéi mak-
stmalnu brzinu rakete vVmax.

Masa rakete se mengja po zakonu

m =ano — qt,

pa je jednacina Mescerskog oblika

dv
(mg — qt)E = —kv? + qu.

Razdvajanjem promenljivibh dobija se

dv dt

qu—kv:  mg—qt’

i posle integracije

142
I ¢ = —1In(my — qt) + InCy, (2.51)

2u 1—%
qu
c=4/—.
k

1z pocetnog uslova da je zat =0 1 v =0 dobija se

gde je

Ol = mMy.
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Kada svo gorivo izgori masa rakete ce biti jednaka masi tela rakete my,.
To ¢e biti u trenutku vremena t, = (mg —my.)/q. Zbog ovoga iz (2.51) se
dobija maksimalna brzina rakete

off

Primer 20 Veliki broj malih plocica, Cija je ukupna teZina G, lezi na
wict stola 1 nalazi se uw miru. U pocetnom trenutku vremena pocne da
deluje konstantna sila P na kockice (Slika 2.12). Odrediti brzinu ovih
plocica u funkciji koordinate x na slici za slucajeve:

1. Ako je povrsina stola hrapava i koeficijent tremja_klizanja izmedu
plocica i stola f,

2. Ako je povrsina stola idealno glatka.

3. Kolika je ova brzina kada polovina svih plocica padne sa idealno
glatkog stola?

Neka je masa jedinice plocice u, tada
x L-x Je

- G
P =

| gL
y Posto je relativna brzina u horizon-
talnom pravcu odvajanja plocica jed-
naka nuli diferencijalna jednacina kre-
Slika 2.12: tanja glasi

(L —x)x =P — pg(L —x)f,

odnosno
P

T R

Mnozenjem ove jednacine sa dz i imajuc¢i u vidu da je xdxr = xdz posle
integracije dobija se
2
T P
—=——In(L—2x) — C,
5 . n(L —x)—gfr+
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gde je C' konstanta integracije. 1z pocetnog uslova da je zat =0, x =0
iz = 0 dobija se C = (P/u)InL. Sada je kona¢no brzina plocica na
hrapavom stolu

2P L

—2¢gfx.

Ako je povrsina stola idealno glatka ova brzina je

‘ 2P L
T =4/—1In )
uw  L—x

Kada polovina plo¢ica padne sa idealno glatkog stola, za ¥ =-L/2, ova

brzina iznosi
. [2PqgL
Iy, /2 = ég In 2.

Primer 21 Rezervoar ispunjen vodom se nalazima horizontalnoj podlozi
po kojoj moze da se kotrlja bez klizanga. U rezervoaru je tecnost specificne
tezine ~y. Iz rezervoara istice teénost w horizontalnom pravcu kroz otvor
A. Odrediti pritisak rezervoara ma prepreku u tacki B (Slika 2.13).

Od sila koje deluju na rezervoar tu
su tezina rezervoara, vertikalan otpor
podloge, otpor pregrade u tacki B i
reaktivna sila isticanja tec¢nosti. Posto
] A Serezervoarne krece reaktivna sila i sila

___ B otpora pregrade su u ravnotezi. Znaci
R ovde je

AM
R+u2L .
T

Slika 2.13: Relativna brzina isticanja tec¢nosti
je jednaka apsolutnoj brzini isticanja tec¢nosti jer je rezervoar u miru.

Prema tome je
u=1v = +/2gh.

Element mase koji istekne u jedinici vremena bice

oM _ — AT
dt g
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pa je reaktivna sila
&= A2t
g

i pritisak na pregradu u tacki B ima istu vrednost

R= Av2% — 2Ahy.



Poglavlje 3

Dinamika krutog tela

Kruto telo je specijalan slucaj sistema materijalnih tacakasa konstantnim
medusobnim rastojanjem izmedu tacaka. Kruto telo moze biti sac¢injeno
od konacnog ili beskona¢nog broja materijalnih tacaka. Konstantno ras-
tojanje izmedu tacaka sistema moze biti beskona¢no malo, ali i konac¢no.
Ova razlika u broju tacaka sistema i njihovom medusobnom rastojanju
govori samo o nacinu na koji je materija rasporedena u prostoru.

Rezultati ovog poglavlja mogu se primenjivati ne samo za proucavanje
kretanja jednog krutog tela, ve¢ i za sistem vise krutih tela ili sistema
krutih tela i materijalnih tacaka.

Naglasimo da je pri kretanju krutog tela rad njegovih unutrasnjih
sila u zakonu promene kineticke energije sistema ili u zakonu o odrzanju
totalne mehanicke energije jednak nuli. Posto se tako u svim opstim
zakonimar~dinamike pri proucavanju kretanja krutog tela unutrasnje sile

Fe koja

ne pojavljuju, dalje se koristi oznaka F za spoljasnju silu F';
deluje ma kruto telo.
Ako se proucava kretanje krutih tela i tacaka u polju zemljine teze,

onda je centar mase sistema istovremeno i teziste sistema.

3.1 Rad sprega

. .o . ﬁ . . H
Na kruto telo, sem spoljagnjih sila F';, moze da deluje i spreg 991. Pod
dejstvom sprega 91 telo moze da se obrne za elementarni ugao dy oko

neke ose z. Pogto je spreg slobodan vektor on se uvek moze dovesti do

116
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presecanja sa osom z u nekoj njenoj tacki A (Slika 3.1). Elementarnom
uglgobrtanja dy odgovara vektor elementarnog obrtanja d—<>p = _d)cp?, gde
je k jedini¢ni vektor pravca ose z. Elementarni rad sprega 9t na tom
obrtanju defi-nisan je skilarnim proizvodom vektora sprega M i vektora
elementarnog obrtanja dy

dAM = 9t - dop. (3.1)

Ako je o ugao izmedu vektora M i 2 os6 (Slika 3.1) ovaj
elementarni rad postaje

dAM = dp - Mcosa = M. dp, (3.2)

gde je M, = M cos a projekcija vektora sprega na osu z.
Kao i kod rada sile, ovaj rad je pozitivan ako je ugao «
Slika 3.1: ostar, a negativan ako je on tup.“Spreg ne vrsi elemen-
tarni rad ako je wektor sprega normalan na pravac ose

obrtanja.

3.2 Moment inercije krutog tela

Pri slozenijem kretanju krutog tela, nego sto je translatorno, vrlo vaznu
ulogu igra oblik tela, velicina tela i na¢in na koji je masa rasporedena u
telu u odnosu na neku osu, koja moze prolaziti kroz telo ali i ne mora.
Centar mase ne karakterise u potpunosti raspored mase sistema u odnosu
na tu osu. Momenti inercije krutog tela igraju pri obrtnom kretanju tela
istu ulogu koju igra masa tela pri translatornom kretanju.

Zmaci, pri proucavanju kretanja krutog tela,
koja se razlikuju od translatornog, vazan je ras-
pored mase krutog tela u odnosu na neku osu z
(Slika 3.2). Osa z zauzima stalan pravac prema
telu, bez obzira koji polozaj telo zauzima u pros-
toru. Za nepromenljiv polozaj ose z u odnosu na
telo moment inercije je konstantna velicina. Ta
veli¢ina je nezavisna od vremena i polozaja tela u

Slika 3.2: prostoru.
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Uodi se u telu njegov elementarni deo mase m;
i kroz njega se postavi ravan normalna na osu z. Rastojanje prodora ose
z kroz tu ravan od mase m; je najkrace rastojanje mase m; od ose z, koje
je oznaceno sa r;. Moment inercije tela za osu z je definisan zbirom po
celom telu proizvoda masa m,; i kvadrata rastojanja r; masa m; od. ose
z, odnosno

J. =Y mpr}. (3.3)

Iz ove definicije se vidi da moment inercije zavisi samo-od oblika tela i
rasporeda njegove mase u odnosu na osu z, a ne zavisi.od nacina kretanja
tela. Moment inercije tela je skalarna veli¢ina i'ima dimenziju mase
pomnozene sa kvadratom duzine. Tehnicka jedinica momenta inercije je
kgm?. Odnos J, /M, gde je M masa tela, ima-dimenziju kvadrata duzine.
Obelezimo ovu veli¢inu sa 2. Tako je

i = % Jo = Mi2. (3.4)

Velicina ¢, naziva se poluprecnik inercije tela u odnosu na osu z.

[zracunavanje momenata inercije homogenih tela pravilnog geometrij-
skog oblika vr§i se metodom integralnog rac¢una. U sluc¢aju nehomogenih
tela ili tela nepravilnoeg oblika momenti inercije se nalaze eksperimen-
talno.

Pri neprekidnom rasporedu mase u telu u izrazu (3.3) m; se zamenjuje
sa elementarnom masom dm, a r; sa r. U tom slucaju sabiranje se
zamenjuje-sa.integracijom u odnosu na celu masu tela M, odnosno

J, = / r2dm, (3.5)

gde oznaka (M) znaci da se integracija obavlja po celoj masi tela.

U slucaju neprekidnog rasporeda mase u homogenom telu je dm =
pdV', gde je p gustina materijala tela a dV elementarni deo zapremine
tela, pa izraz (3.5) postaje

J, = p/erV. (3.6)
V)
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Ako u tacki O usvojimo koordinatni pocetak tri Dekartove koordinatne
ose x,y i z onda su momenti inercije za te ose

Jp = p/(y2 +20)dV, J,=p /(m2 +22dV, J.=p /(y2 + 2%)dV,
(V) (V) V)
(3.7)
gde su z,y i z koordinate elementarne mase dm.

3.2.1 Moment inercije za paralelne ose

Cesto je poznat, na primer iz tehnickih
priruc¢nika, /moment inercije tela za osu
z, koja prolazi kroz centar mase tela C'
(Slika 3.3), au dinamickim jednac¢inama
je potreban moment inercije tela za osu
21, koja je paralelna osi z i nalazi se na
rastojanju a od nje. Da bi se uspostavila
neka veza izmedu momenata inercije za
paralelne ose, uoci se u telu elementarna
masa dm. Kroz masu se postavi ravan
upravna na ose z i z;. Elementarna masa i prodori osa z i z; kroz tu ravan
formiraju trougao sa stranicama duzina a, r i r; i uglom « izmedu stranica
a i r. Kosinusna teorema za taj trougao daje r? = a? + r? — 2ra cos a.
U produzetku stranice . duzine a usmeri se osa x, koja se meri od ose z.
Sa slike se vidi da je = koordinata mase dm jednaka 1 cosca, odnosno
T = ricosa, pa prethodni izraz postaje r? = a® + r* — 2ax. Moment
inercije tela za osu z; je definisan sa

J. = /r%dm:az/dm%—/rzdm—Qa/a:dm.

(M) (M) (M) ()

Slika 3.3:

Rastojanje centra mase tela, odnosno tacke C, u pravcu x ose je odredeno

sa
[ xdm
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a ono je ocigledno jednako nuli (Slika 3.3), pa je poslednji ¢lan u prethod-
nom izrazu jednak nuli. Integral [ () dm u izrazu za moment inercije

tela za osu z; je M, ¢lan [ ) r2dm je moment inercije tela u odnosu na
osu z. Tako se dobija
J., = J.+a*M, (3.8)

odnosno Hajgens-Stajnerova! teorema:

Moment inercije tela uw odnosu na neku osu z; jednak je zbiru mo-
menta tnercije tela za njoj paralelnu osu z, koja prolazi kroz cemtar mase
C' 1 proizvoda mase tela 1 kvadrata rastojanja izmedu tik paralelnih osa.

Zbog oblika veze (3.8) momenata inercije za dve-paralelne ose sledi
da je od momenata inercije za skup svih paralelnih/osa najmanji moment
inercije za osu koja prolazi kroz centar mase C.

Primer 22 Moment inercije stapa.

Posmatrajmo homogeni stap duzine [ i

Z z mase in. Trazi se moment inercije Stapa za

r .94 osuz, keja je normalna na stap i prolazi kroz

Lm % dm  kraj stapa A (Slika 3.4). Kao element mase

A c B usvoji se masa dm dela Stapa duzine dr, u
kome su tacke priblizno na istom rastojanju
Slika 3.4: r od ose z;. Ako je masa jedinice duzine

stapa m/l onda je dm =(m/l)dr, pa se zamenom u (3.5) dobija

l

m m
le = /7"27d7" = §l2

0

Prema (3.4) polupreénik inercije Stapa za osu z; iznosi i,, = I/V/3.
Prema Hajgens - Stajnerovoj teoremi, momenti inercije za paralelne ose
2 1 z; su povezani relacijom (3.8) pa je moment inercije Stapa za tezisnu

osu. 2 )
[ m

= — - ==
J.=J,—m (2) B

Primer 23 Moment inercije kruznog cilindra i diska male debljine.

LC. Huygens, 1629 — 1695, J. Steiner, 1796 — 1863.
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Posmatrajmo pravi

kruzni homogeni cilin-
dar polupre¢nika os-
nove R, mase m i
visine H. Neka je
osa z osa simetrije

cilindra. Neka. ele-

mentarna-masa bude
Slika 3.5: tanka.cev unutar cilin-

dra debljine dr, ¢iji

su deliéi na priblizno

istom rastojanju od ose z (Slika 3.5b). Ako je p masa jedinice zapremine
tela onda je masa tanke cevi dm = 2pmrdrH, i moment inercije za osu z

R
1
J, = /erZWerr = émR2

0

(3.9)

jer je masa cilindra m = pR?rH. Odgovaraju¢i poluprecnik inercije za
osu z iznosi i, = R/+/2. Posto.moment inercije kruznog cilindra ne zavisi
od veli¢ine visine cilindra/H, to ovi rezultati vaze i za disk polupre¢nika

R male debljine.

Primer 24 Moment inercije upljeq cilindra.

Moment inercije Supljeg cilindra spoljasnjeg poluprecnika Ry (Slika
3.5a) u odnosu na mjegovu poduinu osu simetrije nalazi se kao razlika
momenata.inercije punih cilindara polupretnika Ry i Ry. Koristeéi (3.9)

dobija se
J = ng% mlR%
2 2

Mase punih cilindara su
my = pHTR?, my = pHrR3,

pa je

_ pmH
2
Posto je masa Supljeg cilindra

_ prH

J. ===

(R; — Ry) (R; + RY)(R;

m=my —my = prH(R; — R?)

— R).
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ovaj izraz postaje
J, = %(Rg + RY). (3.10)

Primer 25 Moment inercije tanke cevi i tanke kruzne homogene Zice.

Posmatrajmo izuzetno tanku homogenu cev mase m (Slika 3.5a ). AraZi
se moment inercije tela za osu simetrije cevi z. Posto je cev tanka moZe
se smatrati da je Ry =~ Ry = r pa je moment inercije

J, = mr?.

Vidi se da ovaj moment inercije ne zavisi od duZine cevi, pa.je to moment
inercije i tanke kruzne homogene Zice poluprecnika r i mase m.

Primer 26 Moment inercije lopte.

Trazimo moment inercije homogene lopte
polupreénika R za osu z koja prolazi kroz
teziste C' lopte (Slika 3.6). Presecanjem lopte

4= sa dve ravniy koje su normalne na osu z, a
na medusobnom rastojanju dz, dobija se disk
polupreénika r, gde je r* = R* — 22. Masa tog
diska je dm = pr’mdz, gde je p masa jedinice
zapremine lopte. Moment inercije ovog diska

Slika 3.6:

1znosi

1 1
dJ. = ~r*dm = = (R* — 2*)*prdz=.
2 2
Integracijom ovog izraza po celoj masi lopte, tj. od —R do +R, dobija
se moment inercije lopte za osu z

2
J, = ng%

gde je m = 4prR?/3 masa lopte. Prema (3.9) odgovaraju¢i polupre¢nik
inercije homogene lopte za osu z iznosi i, = R+/2/5.

Primer 27 Moment inercije homogenog kruznog konusa.
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Neka je konus visine H, poluprecnika os-
nove R i od materijala gustine p. Tada je masa
konusa

m = §R27TH.

Za odredivanje momenta inercije konusa u
odnosu na osu z on se podeli na tanke diskove
debljine dz koji su normalni na osu z. Masa
jednog takvog diska je (Slika 3.7)

Slika 3.7: dm. = prr2ds
Sa slike je
Tz R
R_H 'TH

pa je moment inercije jednog elementarnog diska

1, 1/ R\*
dJ, = 57" dm = > (ZE) prdz,

odnosno moment inercije konusa

4
3
g =P g, Pty — 2 R?
/Zz1o 10"

3.2.2 _Moment inercije tela u odnosu na proizvoljnu
osu

U bilo kojoj tacki O krutog tela
usvoje se tri uzajamno upravne
ose x, y i z. Kroz tacku O povuce
se prava u koja sa osama x, y i
z zaklapa uglove a, 8 i v (Slika
3.8). Moment inercije krutog tela
u odnosu na osu u je zavisan od
uglova «, f i 7. Bilo koja tacka
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tela M; nalazi se na rastojanju r; od ose u. Moment inercije tela za osu
u iznosi
Z 2
Ju = m;r;,
i

gde se suma odnosi na sve tacke tela. Iz pravouglog trougla OM;A; sledi
da je
9 A2 2
Ako su z;,y; 1 z; koordinate tacke M; onda je
YV, - - 7 A2 2 2 2
OM;=z;1 +yij +2zik, OM, =x; 4y +2.
Posto je jediniéni vektor u'o pravca ose u dat sa
— - - -5
wg=cosai +cosfj +cosyk)
dobija se
H ﬁ
OA; =0M; - uy=wax;cosa+ y; cos § + z; cos.
Posle zamene izraza za O, i OAi2 u izraz za r? dobija se
2

r2 = 22 24 22 (zsCos a + y; cos B+ z cosy)” .

Posto je cos?a + cos? 3 + cos® v = 1 izraz za moment inercije J, postaje

J, = Jecos?a + Jy cos® B + J, cos? y
—2J,, cos B cosy — 2J,, cos avcosy — 2J,,, cos acos (3,(3.11)

gde su

<

= S+ ) (3.12)

momenti inercije tela za ose x,y i z a veli¢ine
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ny = Zmzwlyu

sz = Zmixizi, (314)

Jyz = Z miYizi,

zovu se centrifugalni momenti inercije u odnosu na ose xy,xz 1 yz. lzraz
(3.11) daje trazenu zavisnost momenta inercije J,, od uglova a;, 3 iv. U
slu¢aju neprekidno rasporedene mase tela izrazi (3.13):i.(3.17) su slicni
ali je sabiranje po masama tela Y zamenjeno sa/integracijom po masi
tela f( Ay koordinate tacke M; x;,y; i z; su zamenjene sa koordinatama
proizvoljne tacke tela z,y i 2 i m; je zamenjeno sa elementarnom masom
dm tela. Tako su sad momenti inercije za ose x,y i z dati sa

Jp = / (y* + 2%)dm, (3.15)
(M)

J, = / (2% 4 27)dm, (3.16)
(M)

J, = / (y* + 2%)dm, (3.17)
(M)

dok se centrifugalni momenti inercije u odnosu na ose zy, xz i yz oblika

Ty :/ xydm, (3.18)
(M)

s :/ xzdm, (3.19)
(M)

Jy: = / yzdm. (3.20)
(M)

3.2.3 Elipsoid inercije. Glavne ose inercije.

Jednagina (3.11), koja daje vezu izmedu momenta inercije J, i uglova
a, 3 iy dopusta jednostavnu geometrijsku interpretaciju.
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Kroz proizvoljnu tacku O krutog tela
provuku se tri upravne ose x,y i z i osa
Ou koja zaklapa uglove «, i v sa osama
x,y i z (Slika 3.9). Ako je J, moment
inercije tela za osu Ou onda se na tuwosu
nanese odsecak

—— 1
OK = .
Vi
Slika 3.9: Ako se prava Ou kre¢e u prostoru Ozzy

stalno prolaze¢i kroz tacku O onda tacka
K zauzima razlicite polozaje u prostoru. Trazi se geometrijsko mesto
tacaka K.
Tacka K ima koordinate

— cos «
r = OKcosa= ,
VJu
— cos B
= OKcosf = ,
’ ’ V'
z = OKcosy= atl

Nork

Ako se iz ovih izraza izracunaju koesinusi uglova «, 51 v
cos = x\/Jy,
cosff = yv Ju,
cosy = 2y Jy,
i zamene u (3:11) i tako dobijena jednacina podeli sa J, dobija se
J %+ Jyy2 + J,2% — 2Jy.yz — 2J 02 — 20y = 1, (3.21)

a to je geometrijsko mesto tacaka z, z,y krajeva duzi OK.

Posto su momenti inercije i centrifugalni momenti inercije J,, J,, J,
Jay, Jz2s Jy. konstantne velicine to izraz (3.21) predstavlja jednacinu neke
povrsine. Lako je dokazati da je dobijena povrsina elipsoid. Iz strukture
ovog izraza vidi se da povrsina nema beskona¢no udaljenih tacaka. Ovaj
elipsoid naziva se elipsoid inercije.

Posto u jednacini (3.21) nema linearnih ¢lanova po x,y i z to je centar
elipsoida u tacki O. Kada je tacka O centar elipsoida inercije onda se
elipsoid inercije (3.21) naziva centralni elipsoid inercije.
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Ova geometrijska razmatranja vazna su zbog toga
sto nas lako dovode do vrlo vaznog pojma o glavnim
osama inercije (Slika 3.10).

Poznato je da elipsoid ima tri uzajamno upravne
ose simetrije. Takode je poznato da ako se ove ose
uzmu za koordinatne ose tada u jednacini (3.21) ot-
padaju mesoviti ¢lanovi koji sadrze proizvode xy, 2z i
yz. Ose simetrije elipsoida inercije zovu se-glavne ose

Slika 3.10: iercije. Isto tako prema navedenoj osobini glavne

ose inercije su one ose za koje su centrifugalni mo-
menti inercije jednaki nuli, odnosno

oz = Jyz = Jyz = 0.

Ako je elipsoid inercije centralni, to se njegove ose simetrije nazivaju
glavne centralne ose inercije.

Glavne ose inercije i glavne centralne ose inercije se bitno razlikuju.

Glavna centralna osa inercijeje glavna osa inercije u svim svojim
tackama.

Uodi se proizvoljna tacka-O-tela. Neka je osa Oz glavna osa inercije
u tacki O. Tada je

Joz = Jy. = 0. (3.22)

Uzmimo sada drugu ta¢ku Op:na ovoj osi z na udaljenju a od tacke O.
U tacki O; usvojimorkoordinatni sistem z', 4 i 2. Sada je

Jy = Zmzx;z; = z:mﬂsl(zZ —a)=J,, —aMuz,,
Jy’z’ = Zmzy: ; = Zmiyi(zi —a) = J,. — aMy.,

jerdge i = i, 4 = yi, 2 = 2 —a, Yy mgr; = Mx. i) miy; = My,
gde je M masa celog sistema a x. i y. su koordinate centra mase ovog
sistema. Ako je osa Oz glavna osa inercije onda vaze uslovi (3.22). Ako
osa Oz prolazi i kroz centar mase sistema mora biti x. =01 y. = 0 pa je
konacno i J,/» = J,» = 0. Tako je osa z glavna centralna osa inercije i
u tacki O;.

Ako su izabrane koordinatne ose x,y i z glavne ose inercije uslov
(3.22) je ispunjen pa se iz (3.11) dobija

J=J, = Jycos* a+ J,cos® B+ J, cos® . (3.23)
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Prema tome za odredivanje glavnih osa inercije tela u nekoj tacki
potrebno je izvrsiti transformaciju koordinatnih osa tako da se jednacina
(3.11) svede na oblik (3.23). Napominje se da se takva opsta transfor-
macija koordinatnih osa ovde ne razmatra. Takva proucavanja vrse se u
analitickoj geometriji.

Navode se jos dve vazne osobine koje znatno olaksavaju u prakti¢nim
problemima pronalazenje glavnih osa inercije.

1. Ako homogeno telo ima osu simetrije ta osa je glavna‘centralna osa
inercije.

Ako telo ima osu simetrije teziSte-mu se
nalazi na toj osi (Slika 3.11). Usmeri se osa
C'z po osi simetrije;/a~ose C'z i C'y normalno
na ovu osu. Tada svakoj tacki tela M;(x;, y;, 2;)
odgovara simetri¢na tacka tela M;(—x;, —vy;, 2;)
pa je prema. tome

Jyz = Zmzyzzz:()7

sz — Zmlxlzzz()

Odavde je jasno da je osa C'z glavna cen-
Slika 3.11: tralna osa inercije.

2. Ako homogeno telo ima ravan simetrije
onda je osa nermalna na tu ravan glavna osa inercije.

Na slici 3.12 pokazuje se
homogeno telo koje ima ravan
simetrije. U proizvoljnoj tacki O
ove ravni simetrije povuku se ose
Ox i Oy iosa Oz normalno na njih.
Posto u ovom slucaju svakoj tacki
M;(z;,v;, 2;) odgovara simetri¢na
tacka M;(x;,y;, —2;) u odnosu na
ravan simetrije mora biti

Jpz = Zmﬂ’izi =0,

M{(x,.y,z,)

M(xisyis'zi)
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pa je jasno Oz glavna osa inercije.
Primer 28 Moment inercije konusa za izvodnicu.

Dati su momenti inercije
konusa

12H? + 3R?
J, = Jy—MT,
J, = iMR2
=10 :

Naé¢i moment inercije konusa
za izvodnicu Ou (Slika 3.13). Sa
slike se vidi da je z osa’simetrije

Slika 3.13: konusa‘pa je to glavna centralna

osa /inercije i zbog toga je J,, =

Jy. = 0. Ravan yOz je ravan simetrije konusa pa je osa x glavna osa

inercije i J,, = 0. Sada se moment inercije za. izvodnicu konusa dobija
prema izrazu (3.23)

J, = J,cos>a; + Jy cos® B, + J, cos® vy,

gde su oy, B, i 7, uglovi koje prava u gradi sa osama x,y i z. Sa slike je
R

cosa; =.cos(90° + a) = —sina = —

cos By=-cos90° = 0,

H
cos =L oS = ——.
o VR + H?
Sada je
R? H?
Ju = Jm— Jz—7
R+ R
i konaéno
7 3 ,6H? + R?

20 H?+ R
Primer 29 Centrifugalni moment inercije valjka.

Prema slici 3.14 naci momente inercije Jy.,Jy. i Jy, valjka za ose
x,y @ z. Centar mase valjka se nalazi u koordinatnom pocetku O. Osa z
gradi sa osom simetrije valjka ugao o. Osnova valjka je polupretnika r,
visina mu je 2h a masa m. Ose y, z, 1 i ¢ nalaze se u vertikalnoj ravni.
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Slika 3.14:

Momenti inercije valjka za njegovu uzduznu
osu ( i za osu 7 koja je normalna na uzduznu osu
iznose

2
r m
Jo=m—, J,=-—=
° 27 7T 12
Rotira se koordinatni sistem Ozy oko ose x tako
da se osa y poklopi sa osom 7 a osa.z sa osom
¢. Posto su ose Ox, On i Og glavne centralne ose

inercije to je

Sy = /mndm:(),

(4h* 4+ 3r?).  (3:24)

(M)

Jre = /a:gdm:O,
(M)

Jne = /nqdm—O. (3.25)
(M)

Sa slike se vidi da vazi slede¢a veza koordinata

x?
= ncosa +¢sina,

z = gcosa —nsina.

Sada su-trazeni centrifugalni momenti inercije

Sy =

/ rydm = / z(ncosa + ¢sina)dm =

(M)

(M)

(cos @) / sndm + (sin a) / vedm =

(M) (M)

Jencosa + Jyesina = 0,

/xzdm: (cosoz)/xgdm—(sina) / xndm

(M)

(M) (M)

Jpccosa — Jy,sina = 0
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Jy = /yzdm:/(ncosa—l—gsina)(gcosa—nsina)dm:
(M) (M)

1
= Jyc cos2a + §(J77 — J¢) sin 2a,

odnosno koristeéi (3.24) i trecu jednacinu (3.25) dobija se konacéno

m (h* r?
Primer 30 Moment inercije konusa za osu koja je normalna na osu
simetrije.

Izracunava se moment inercije konusa za osu ¥ koja je normalna na
osu simetrije z (Slika 3.15). Konus se izdeli.na.elementarne delove de-
bljine dz. Ako je masa jednog tog elementarnog dela

dM = pr’rdz,
onda je po Stajnerovoj teoremi
dJ, =dJ =+ 2*dM. (3.27)
Medutim posto je
r2dM
dJy = ,
4
! R R
r= ﬁz, dr = ﬁdz.
), Koris¢tenjem prethodnih izraza dobija se
pt R* , R?

Integracijom ovog izraza po promenljivoj
z u granicama od z = 0 do z = H i uzimajuci
u obzir da je
M 3M
P=V T Rl
gde je V zapremina konusa, odnosno V' = R?rH /3, konacno se dobija

_3M )
o =35 (R*+4H?).

Slika 3.15:
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3.3 Translatorno kretanje krutog tela

Posmatrajmo kretanje tela_> mase m na koje deluju spoljasnje sile ?i,
i =1,2,...N i jedan spreg M (Slika 3.16). U kinematici je konstatovano
da
pri translatornom kretanju
krutog tela sve tacke tela
imaju iste putanje(paralelno
pomerene), brzine i ubrzanja.
Medutim, kinematika ne daje
uslove koje spoljasnje sile i
spreg moraju zadovoljiti, da
bi-kretanje tela bilo transla-
torno. Odgovor na ovo pi-
Slika 3.16: tanje daje dinamika.
Za_proucavanje transla-
tornog kretanja tela primenjuje se¢ zakon o kretanju centra mase tela
(2.23)

mae=> F, (3.28)

i zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja tela oko centra mase (2.32)

| N
=M+ Y MF

=1

(3.29)

Pri translatornom kretanju tela brzine tacaka tela u odnosu na centar

— — —
mase sujednake nuli, odnosno v';, = 0, i izraz (2.17) postaje L. = 0,
pa iz (3.29):sledi uslov

N
My M= (3.30)

i+1

Zmaci, ako u pocetnom trenutku kretanja sve tacke tela imaju iste brzine
T; = W i ako je ispunjen uslov (3.30) onda se telo kreée translatorno.
Tada je kretanje centra mase, a i svih ostalih tacaka tela, odredeno jed-
nac¢inom (3.28).
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Ako se u centru mase C' postavi koordinatni pocetak Dekartovog ko-
ordinatnog sistema C'z1y;2; onda je vektorski uslov (3.30) zamenjen sa
tri skalarna uslova da je zbir momenata svih spoljasnjih sila F'; i sprega
97? za svaku od osa x1, y; i 21 jednak nuli, odnosno

N
M, + > M =0,

=1

N —
My, + > ME =0,

=1

N
M., +» ML = 0. (3.31)
i=1

Primer 31 Homogeni kruzni cilindar poluprecnika rn © mase m moze da
se krete po hrapavoj strmoj ravni nagiba o prema horizontali (Slika 3.17).
Koeficijent trenja klizanja je p. Naéi rastojamje h od strme ravni na
kome treba da deluje konstantna sila F paralelno sa strmom ravni, ako
se cilindar krece translatorno. Naci v kretanje centra mase cilindra.

Na c1hndar deluju spoljasnje sﬂe tezina
my, sila F sila trenja kgzanja F r 1 sila
normalne reakcije podloge R y. Izabrane ko-
ordinatne ose su nacrtane na slici. Posto
se sve sile nalaze u ravni C'z;y;, momenti
tih sila za ose 1 i y; su jednaki nuli pa su
dva uslova od tri (3.31) identicki zadovol-
Slika 3.17: jena. Treci uslov glasi da je zbir momenata

svih sila za osu z; jednak nuli, odnosno

M., + > ML= F(h—r) + For =0.

Jednatine pravolinijskog kretanja centra mase u ravni Ozy (3.28), a u
pravcu x i y osa, glase

mi, = F — Fr —mgsina, mij.=0= Ry —mgcosa,

jer se centar mase ne krece u pravcu y ose. Ako se cilindar krec¢e bez obr-
tanja onda se on mora klizati po strmoj ravni. To znaci da je sila trenja
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dostigla svoju grani¢nu vrednost, odnosno Fr = Ry, pa se reSavanjem
prethodnih jednacina nalazi

Ry = mgcosa, Fp= pumg:cosa,
h (1 g )
= r{l——pucosa
F /"L )
T = — —g(sina+ pcosa).
m

Posto je desna strana poslednje jednacine konstantna, ona'se jednostavno
integrali dajuéi zakon kretanja centra mase

F ' t2
T = |— — g(sina + pcos a) E—i—C’lt—ing,
m

gde su (] i O integracione konstante, koje se odreduju iz pocetnih uslova
kretanja.

3.4 Obrtanje krutog tela oko nepomiéne ose

3.4.1 Diferencijalna jednacina obrtanja tela oko
nepomicne ose

Posmatrajmo kruto telo koje moze da se
obrce oko neporgiéne ose z i na kole> deluju
spoljasnje sile F'; i jedan spreg 9t (Slika
3.18). U spoljasnje sile se ukljucuju i
reakcije cilindricnog lezista B i potpornog
lezista A. Obrtanje oko nepomicne ose ima
jedan stepen slobode kretanja, pa je kre-
tanje potpuno odredeno uglom obrtanja ¢
tela u odnosu na neku osnovnu ravan. Zato
Slika 3.18: je kretanje potpuno odredeno samo jed-
nom skalarnom jednac¢inom ops$tih zakona
dinamike. To je zakon (2.31) o promeni momenta koli¢ine kretanja tela
za osu 2

N
L.=) M+, (3.32)

=1
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gde je M, projekcija vektora sprega 97? na osu z. Vidi se sa slike 3.18
da reakcije lezista u tactkama A i B ne ulaze u ove jednacine, jer nemaju
momente za osu z.

Uoc¢imo u telu elementarnu masu dm na rastojanju r od ose obrtanja.
Pri obrtanju tela oko ose z, element dm se krece po krugu poluprecnika
r, pa je njegova brzina v = r¢ i pada u pravac tangente na taj krug.
U istom pravcu i smeru sa brzinom je i elementarna koli¢ina‘kretanja
dK = ripdm. Moment za osu z ove koli¢ine kretanja iznosi.dl, = rdK,
odnosno dL, = ¢r?dm. Integracijom ovog izraza po celoj masi tela, a
posto je ugaona brzina ¢ ista za sve tacke tela, dobija se moment koli¢ine
kretanja tela za osu z

gde je uocena struktura J, (3.5) momenta inercije tela za‘osu z. Posto
osa z zauzima uvek isti polozaj u odnosu na telo, u izrazu (3.33) moment
inercije za osu z je konstantan, pa zamenom ovog izraza u (3.32), sledi
diferencijalna jednacina obrtanja kriuteg tela oko nepomicne ose z

N
Tp=> MFpon. (3.34)

=1

Ova jednacina predstavlja trazenu diferencijalnu jednacinu obrtanja
krutog tela oko nepomiéne ose-z. Poredenjem ove jednacine sa drugim
Njutnovim zakonom za pravolinijsko kretanje materijalne tacke ma = F’,
zakljucuje se da moment inercije tela za osu z predstavlja meru inertnosti
obrtanja tela oko te ose: Ako je desna strana jednacine (3.34) jednaka
nuli, iz'nje sledi da se telo obr¢e sa konstantnom ugaonom brzinom ¢,
odnosno po inerciji.

Pomocu ove jednacine obrtanja krutog tela oko nepomi¢ne ose, moguce
je resavati sledece zadatke:

1. Za zadat zakon kretanja tela ¢ = f(¢) i zadat moment inercije J,
é

moguce je na¢i moment spoljasnjih sila F'; i projekciju sprega 9,

na osu z koji deluju na telo obezbedujuéi telu obrtanje po zadatom

zakonu
N

S oMFpom, = g5,

=1
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2. Za zadat glavni moment spoljasnjih sila za osu z, zadatu projekciju
sprega M, i za zadate pocetne uslove kretanja ¢ = ¢, 1 ¢ = @,
i poznat moment inercije J, moguce je naci integracijom zakon
obrtanja ¢ = p(t).

. . N F. , . .
3. Zaizmereno ¢ izadato Y ,_, M +9N, moguce je eksperimentalno
na¢i moment inercije tela J,.

Prilikom obrtanja krutog tela oko nepomicne ose vazi zakon o promeni
kineticke energije tela ili zakon o odrzanju totalne melgniéke energije,
ako je moguce izracunati rad spoljasnjih sila i sprega M. U ovim za-
konima kineticka energija tela ima poseban oblik. Kineti¢ka energija
elementarne mase dm (Slika 3.18) iznosi

1 1
dEk = édTTL’U2 = §dm7“2§02,

pa se integracijom ovog izraza po masi tela dobija

1
Ep =3 9%, (3.35)
odnosno kineticka energija tela pri njegovom obr-
tanju oko nepomicne ose z.

H
Elementarni rad dA sile ' na elementarnom
pomeranju ds iznosi

Slika 3.19:

dA = FTdS,

gde je [’y projekcija sile na pravac tangente putanje pokretne tacke a ds
predeni elementarni luk po njenoj putanji. Kako je ds = rdy (Slika 3.19)
to sledi da je

dA = Frrde = M, dyp, (3.36)

gde je M, moment sile F 7a osu 2. Ako se jednacina (3.34) pomnozi sa
¢ dobija se
dyp

J¢@:§:M?id—¢+m
Tdt =T dt Sdt
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Mnozenjem ove jednacine sa dt, posto je J, konstantno, dobija se

N

1

d(5J2g02) = Z dA; + dAwm ,,
1=1

gde jedA; = M f idp elementarn rad sile 1?1 idAn . = M. dp elementarni
rad sprega M.
Integracijom ove jednac¢ine u granicama od ty do ¢, odnosno u grani-
cama od ¢, =wp do p =w i od ¢, do ¢ dobija se
1

2 2y _ 4 F M
§Jz(w - WO) - A‘POSO + A‘POSO’

gde je Af;<p rad sile F a Agoso rad sprega M za obrtanje od ¢, do .

Ova jednacina izrazava teoremu o promeni kineticke energije kru-
tog tela pri njegovom obrtanju oko nepomiéne ose: Promena kineticke
energije krutog tela koje se obrce oko nepomié_rge ose u neﬂ)m vremen-
skom intervalu jednak je radu spoljasnjih sila F'; i sprega 9N koji deluju
na telo u istom vremenskom.intervalu.

Primer 32 Teski homogeni Stap mase m i duzine | postavljen je na ivicu
stola tako da mu jeteziste udaljeno od wice za du¥inu a. Stap se pusti
iz mira i horizontalnog poloZaja da se obrée oko ivice stola. Ako je koefi-
cijent trenja klizanja izmedw Stapa @ stola i, odrediti ugao izmedu $tapa i
horizontale pri kome-te poceti klizange Stapa (Slika 3.20).

Primenom zakona o kretanju sredista
sistema u prirodnom koordinatnom sis-
temu dobija se

mafl = mgcosf — N,
2
mal = Fr—mgsiné.

Diferencijalna jednacina obrtanja Stapa
Slika 3.20: oko tacke O daje

Job = mga cos 6.
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Posto je Jo = mi?/12 + ma?, to prethodna jednacina postaje

Posto je 6 = df/dt to je 6 = (d0/d0)(d0/dt), odnosno 6 = 6(df/df) pa
poslednja jednacina dobija oblik

o 12
0d0 = —=29_ cos0d0),
12 +12a2
i posle integracije
-2 24ag .
0 = m Sin 9 + C

Posto je u pocetnom trenutku vremena zat =06 =0 i 6 = 0 vrednost
integracione konstante je C' = 0. Klizanje Stapa u tacki O nastaje kada
bude Fr = uN. Ako se u ovu relaciju zamene dobijene vrednosti za Fr

i N preko izra¢unatih veli¢ina 6.i 0 dobija se

(36a® + I2)sin 6 = pul® cos 0,

pa je trazeni kriti¢ni ugao 0,

pl?
tan O = 352 1 12

Primer 33 Jedan krajhomogenog stapa duzine l i tezine G = mg oslanja
se na hrapavu horizontalnu ravan (Slika 3.21). Stap se odrzava u ravnotes-
nom polozaju pod uglom 0y = 30° prema vertikalnom praveu pomotu u3eta
koje je vezano za kraj Stapa B. Ako nakon presecanja uZeta $tap zapocne
obrtanje oko tacke A odrediti:

1. Ugaono ubrzanje stapa odmah posle presecanja uZeta,

2. Normalnu reakciju i silu trenja u tacki A odmah posle presecanja
uzeta,

3. Koliki je koeficijent klizanja po presecanju uZeta.
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Diferencijalna jednacina obrtanja Stapa
oko tacke A glasi

B
. l
Ja0 = I in g, (a)
C 2

5 T dok su diferencijalne jednacine kretanja cen-
. N |- tra mase $tapa u prirodnom koordinatnom

EF. A mg . ]

r sistemu oblika
N L . :
m§0 = mgsinf — Nsinf + Frcosf,
. ) ].2

Slika 3.21: mié’ = mgcosf = N cos — Ersin {b)

Posto je u pocetnom trenutku vremena za ¢t = 0, 90 =0, jer stap polazi

iz stanja mirovanja a iz relacije (a) za 0y = 30° dobija se 0y = 3g/4l i iz
(b) sledi

13mg 3v3
N=—>=, T=mg——.
16 16

Posto je Fr < uN, odgovarajuéi koeficijent trenja klizanja iznosi
> 0.3997.

Primer 34 Homogeni stap AB duZine | i tezine P vezan je zglobno za
horizontalan stap CA ko je kruto spojen za vertikalno vratilo CD koje
se obrce konstantnom. ugaonom brzinom w. Odrediti silu u uZetu koje
odrzava stap AB pod uglom o prema vertikali, ako je ugao DBA = 90° i
duzina stapa CA = a (Slika 3.22).

Posmatra se elementarni deo mase dm stapa AB (Slika 3.22). Posto
je obrtanje sa konstantnom ugaonom brzinom w to je elementarna iner-
cijalna sila paralelna sa stapom C'A i iznosi

dFy = (a + &sina)w’dm.
Moment ove sile za tacku A ima vrednost

dM' = dFi€cosa,
dM', = p€cosala+ &sina)w?dE,
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gde je dm = pd§ a p gustina po jedinici duzine materijala stapa. Moment
inercijalnih sila za tacku A glasi

!
;A = puw? Cosa/ (a& + &% sin o) dE.
0

Posle integracije dobija se

2 3
i4 = pw® cos a(aE + 3 sin ).
Po Dalamberovom principu zbir mom-
enata svih spoljasnjih i inercijalnih sila
mora biti za tacku A jednak nuli, pa je

, [
D Ma= Mg+ Posina —S1=0.

1z ovog izraza sledi da je

P 2 l
S = b, {sinoﬁ— c%(acosoz—i— gsin2a) :

Slika 3.22:

jer je pl = M = P/g masa Stapa.

3.4.2 Fiziéko klatno

Fizickim klatnom naziva se
kruto telo proizvoljnog ob-
lika koje moze da se obrce
oko horizontalne ose z; koja
ne prolazi kroz teziste tela
i koje se krete samo pod
dejstvom sile zemljine teze.
Kao kod svakog tela koje
Slika 3.23: se obrée oko nepomicne ose,
polozaj fizickog klatna je u
potpunosti odreden uglom obrtanja ¢ u ravni koja je normalna na osu
z; (Slika 3.23a). Ako se klatno malo izvede iz vertikalnog ravnoteznog
polozaja ono vrsi oscilacije oko tog polozaja.
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Primenivsi diferencijalnu jednacinu obrtanja tela oko nepomicéne ose
dobija se

J.p = —Mghsin g,

gde je J,, moment inercije fizickog klatna za horizontalnu osu z; kroz
tacku O.

Ako se posmatraju male oscilacije klatna, odnosno ako je ¢ malo
tokom kretanja vazi aproksimacija da je sing ~ ¢ pa prethodna jednacina
postaje

@+ wp =0, (3.37)
gde je
W2 = Mgh
J,

kvadrat kruzne frekvencije slobodnih oscilacija fizickog klatna.
Opste resenje diferencijalne jednacine (3.37) glasi

o = C coswt + Cy sin wt,

gde su C; i Oy integracione-konstante. .Ako je u pocetnom trenutku
vremena ¢t = 0 klatno bilo zaokrenuto'za ugao ¢ = ¢, i pusteno bez
pocetne brzine tada je C7 = ¢, i Cy = 0 pa se dobija zakon kretanja
fizickog klatna

© = Py cos wt.

Odavde se vidi da fizicko klatno pod dejstvom sile zemljine teze, bez
uzimanja u obzir otpora vazduha tom kretanju i pri malim kretanjima
oko polozaja ravnoteze vrsi harmonijske oscilacije. Period tog oscilovanja
fizickog klatna iznosi

2 J,
T:—W:27T !

~ T (3.38)

Redukovana duzina fizickog klatna

Uporedivanjem diferencijalne jednacine fizickog klatna sa diferencijalnom
jednac¢inom matematickog klatna (vidi (1.90)) vidi se da su zakoni kre-
tanja fizickog i matematickog klatna isti pod uslovom da su im koefi-
cijenti u diferencijalnim jednac¢inama jednaki i da su zapoceli kretanje
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sa istim pocetnim uslovima. Prema tome, vidi se da svakom fizickom
klatnu odgovara matematicko klatno odredene duzine koje se krece isto
kao i dato fizicko klatno. Duzinu tog ekvivalentnog klatna odredujemo
izjednacavanjem koeficijenata u odgovaraju¢im diferencijalnim jednaci-
nama.

Kako je kod matematickog klatna

2 _ 9
w’ = T
a kod fizickog
W2 = Mgh
J,
to da bi se oba klatna kretala istovetno mora biti
g _Mgh
L, A,
Odavde je
J
- Y 3.39
Uh (3.39)

Ova veli¢ina naziva se redukovana duzina fizickog klatna.

Tacka koja se nalazi. na rastejanju OH = [, od obrtne ose, zove se
centar oscilacija fizickog klatna i1i Hajgensov centar.

Ako je J, moment inercije klatna u odnosu na osu z koja je paralelna
sa osom vedanja, a prolazi kroz njegovo teziste, onda je po Stajnerovoj
teoremi’ veza momenata inercije data sa

Jz1 =J.+ Mh27
pa je
l:h+‘L. (3.40)
" Mh
Odavde sledi da je uvek
[, > h,

odnosno da je teziste klatna C' uvek izmedu tacke vesanja klatna O i
centra oscilacija H. Hajgensov centar ima dve interesantne osobine.
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1. Tacke O i H mogu da izmene mesta, odnosno ako klatno obesimo
da osciluje oko ose kroz tacku H onda ¢e centar oscilacija fizickog
klatna biti u tacki O.

Iz (3.40) sledi da je

J
l, —h=—=.
Mh
Medutim sa slike se vidi da je [, —h = b, pa je prema tome
J.
hb = i

Ako se uvede polupreénik inercije J, = i2M (dobija se

hb = 42

z

odnosno

i = \hb.

Ako je tacka vesanja fizickog klatna tacka H onda je redukovana
duzina fizickog klatna

Mb? '

2
S am o ST
Posto je hb = i ovaj izraz postaje

I, =b+h,

sto je isto kao kad je tacka vesanja bila u tacki O.

Na ovoj osobini zasnovan je poznati eksperiment za odredivanje
ubrzanja g zemljine teze pomocu Katerovog klatna.

2. Dodavanjem materijalne tacke proizvoljne mase m u hajgensov cen-
tar H period fizickog klatna se ne menja.

Postavi se tacka proizvoljne mase m na spojnu pravu OC klatna
a na udaljenju x od tacke vesanja O. Diferencijalna jednacina kre-
tanja sistema klatno plus materijalna tacka glasi

(J., + ma?)p = —(Mgh + mgz) sin @.
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Za male oscilacije ova jednacina postaje
@+ wp =0,

gde je kvadrat kruzne frekvencije

2 g(Mh + mzx)
T, +ma?

bl

a period

Uvodenjem oznake Ty = 274/, /M gh, gde je' T period oscilacija
klatna bez dodatne mase m idzjednacavanjem izraza (1+ ’Z—fj) /(14

%) sa jedinicom dobija se da je

_ ‘]Zl
- MK’

X

Medutim, ovaj izraz je identican sa izrazom za redukovanu duzinu
fizickog klatna (3:39); pa je

z =1,.

Znagci ako se u tacki H, odnosno u centru oscilovanja fizickog klatna,
doda proizvoljna masa m, period oscilovanja se ne menja.

Primer 35 Rawvna figura obrce se proizvoljno oko nepomicne ose. Naci
rezultantu inercijalnih sila (Slika 3.24).

Neka se ploca obrée oko ose koja je normalna na ravan hartije. Neka

je OC = h rastojanje tezista ploce od ose O. Po definiciji je glavni vektor
inercijalnih sila oblika
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. —_— . .o .
Ubrzanje centra mase a'. ima dve komponente, tangencijalnu i nor-
malnu

ar = hw, ay = hw?.

Pod pretpostavkom da je smer ugaonog ubrzanja w, kao $to je na slici
oznaceno, tangencijalna i normalna komponenta i intenzitet inercijalne
sile imaju oblik

ip = Mho, Fiy = Mho?,  Fi=\/(Fip)? + (Fiy)? LMy o’ + ot

Pravac glavnog vektora sa praveem OK
gradi ugao « koji je odreden sa

Fin W
tan o = L@. = —-
FgN w

U cilju odredivanja glavnog momenta
inercijalnih sila, uoc¢i se prozvoljna tacka
tela mase dm koja se nalazi na rastojanju r
Slika 3.24: od tacke obrtanja O. Za tacku O moment
ima samo tangencijalna komponenta iner-

cijalne sile pa je
dM;, = rdF;T = rrwdm.

Ukupni moment inercijalnih sila iznosi
ML = ( / r2dm)w = Jow,
(M)

gde je Jp moment inercije ploce za tacku O, ili preciznije za osu kroz
tacku O koja je normalna na ravan ploce. Za rezultantu inercijalnih sila
vazida je

IF) = |95,

pa je konac¢no
Jow

Mh\/w2 + wt

[ =
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Mesto odredeno duzinom [ odreduje se presekom pravca rezultante
inercijalnih sila sa normalom na njen pravac iz tacke O, pa je sa slike

2
| = OKsina, OF — L WWittana

sin « tan o«
Ako se ovde zameni vrednost za [ i tana dobija se
— Jo
OK = — =1,.
Mh

Kona¢no zakljuc¢ujemo, rezultanta inercijalnih sila plo¢e prolazi kroz
centar oscilovanja fizickog klatna koje je na rastojanju od tagke obrtanja
za redukovanu duzinu fizickog klatna ...

3.4.3 Eksperimentalno odredivanje momenata
inercije

Matematicko izracunavanje momenata inercije homogenih tela nepravil-
nog geometrijskog oblika je vrlo tesko i slozeno. Medutim ako je telo
nehomogeno, odnosno ako mu se‘gustina menja od tacke do tacke izracu-
navanje preko integrala postaje nemoguée ako nije poznat zakon promene
gustine sa promenom polozaja u telu. U tim slu¢ajevima momenti iner-
cije se obi¢no odreduju eksperimentalno. Za eksperimentalno odredivanje
momenata inercije ima nekoliko nacina. Svi ovi na¢ini su zasnovani na
posmatranju tela koje se.obrée oko nepomicne ose.

1. Metoda oscilacije klatna. Ova metoda zasniva se na koris¢enju
izraza (3.38) zawperiod malih oscilacija klatna. Opitno telo se stavi
na-obrtnu osu tako da moze da osciluje oko nje kao fizicko klatno.

Mereci period oscilacija tela, pod uslovom da
nam je poznat polozaj tezista tela u odnosu na osu

(Slika 3.25) dobija se

GhT?
JOz = 4—71_2a
gde je G sila zemljine teze klatna. Ako je osa Oz
paralelna osi Oz i prolazi kroz teziste tela onda je
moment inercije za nju

G
Slika 3.25: Jou = Jo. — EhQ.
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2. Metoda spustanja tereta. Da bi se odredio moment inercije za-
majca polupre¢nika R u odnosu prema njegovoj tezisnoj osi Ox ,
obavije se oko njegovog obima tanka Zzica (Slika 3.26) za koju se
ucvrsti teg B, tezine GG;. Ovaj teret se stavi na horizontalnu plocu.
Oslobodivsi teret ove veze zamajac se poc¢ne obrtati. Odredi se
vreme 717 spustanja tereta Gy sa zadate visine H. Isti postupak se
ponovi sa drugim teretom (G5 i nade se njegovo vreme spustanja 75.
Vrse se dva merenja da bi se eliminisao uticaj trenja ulezistima.

Pretpostavi se da su momenti trenja u lezis-
tima konstantni i da ne zavise od tezine tega
koji visi na uzetu. Masa uzeta se zanemaruje.
Sistem se sastoji iz-zamajeca, uzeta i tega. Od
spoljasnjih sila u sistemu imamo tezinu za-
majca koja deluje u njegovom sredistu, otpor
lezista N, konstantni otpor trenja koji deluje
i vidu sprega na zamajac i tezinu tega koji
izaziva kretanje. Sada se moze primeniti za-
2| # kon.o promeni kineticke energije sistema, jer
N | su sve sile koje vrse rad konstantne pa im se
rad moze izracunati.

Tezina tega i moment trenja u lezistu vrse

A(Gl) = Gz,
A(Mt) = —Mth

Posto je pomeranje tereta G; u vezi sa uglom obrtanja zamajca dobija
se

z = Ry, (a)

pa je rad sila sistema

z
A= Glz - Mt}—%

Posto je ugaona brzina zamajca w = ¢ = z/R, kineticka energija zamajca
ima oblik
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a tereta Gy
G1,
Ekg = —122.
29
Posto je sistem u pocetnom trenutku bio u miru to je £ (0) = 0 pa se iz
zakona o promeni kineticke energije dobija

1L(J  Gi).2 M,
()= (o 7)

odnosno

gde je

Razdvajanjem promenljivih dobija se
dz
— = \dt
vz ’

a posle integracije
A

gde je C' konstanta integracije. Posto je zat =0, 2 = 0 to je C' = 0 pa
se dobija

)\2
=
T
Kada jet =13 za G1 it =Ty za G5 onda je z = H pa je
G, — M G, — M
H:—(i Z) T2, H:—(j Z) T2, (b)
2(#+ %) 2(#+ )

Iz ove dve jednacine (b) nalaze se dve vrednosti za moment trenja M.
Njihovim izjednacavanjem nalazi se moment inercije zamajca J

+(G _G)_l<&_ﬁ>
2H \-'1 2 g \ T2 T2
J:R2 T 1 2

T2 T2

Primer 36 FElektromagnetna kocnica.
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Za brza kocCenja zamajca primenjuje se elek-
tromagnetna koc¢nica. Ona se sastoji od dva di-
jametralno polozena pola sa navojcima na njima,
koji se napajaju konstantnom strujom. Struje in-
dukovane u masi zamajca radaju moment kocenja
My, koji je proporcionalan brzini v na obimu za-
majca: M; = kv, gde je k koeficijent koji-zavisi
od magnetnog toka i dimenzija zamajca. Moment
trenja (Slika 3.27) M, u lezistima moze se sma-

Slika 3.27: trati konstantnim. D je prec¢nik zamajca, J je

moment inercije zamajca u’odnosu na esu obr-

tanja. U trenutku kada je ukljucena kocnica zamajac se obrtao ugaonom
brzinom wy.

Odrediti vremenski interval posle kog se zamajac zaustavlja.

Od momenta spoljasnjih sila koje deluju na zamajac imamo moment
trenja u lezistu zamajca Ms i moment kocenja My koje zamajcu saop-
Stava koc¢nica. Posto oba momenta koce zamajac bi¢e osnovna diferenci-
jalna jednacina obrtanja zamajca

JC;—O: N —M1 7 MQ.
Kako je po uslovu zadatka M; = kv = kDw/2, jer je obimna brzina
v = Dw/2 gornja jednacina postaje

dw kDw
— =———M,.
dt 2 2
Razdvajanjem promenljivih dobija se
Jdw dt

kDw+2M, 2’

Odavde, posle integracije dobija se

J t

gde je C' konstanta integracije. Iz pocetnih uslova da jezat =0, w = wy

dobija se

J
C= E lﬂ(kDWO + QMQ),
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i kona¢no resenje problema

2J k?DCL)Q + 2M2

I Mt U i
kD - kDw + 2M,

Kada se zamajac zaustavi tada je w = 0, pa je vreme kocenja zamajca T’

2J ]{TDUJO

Primer 37 Odredivanje momenta trenja u leZistima.

Radi odredivanja momenta trenja u leZistéma vratila My ucvrste se za
vratilo zamagjci ¢iji je moment inercije u odnosu na poduznu osu vratila
poznat i iznosi J. Zamajcima se da pocetna ugaona brzina wy pa se oni
vrte do zaustavljanja posle proteklogwremena TOdrediti moment trenja
smatrajuci ga konstantnim.

Diferencijalna jednacina obrtanja glasi

dw
— = —M,.
T K

Integracijom se-dobija

M,
=——t+C.
w 7 +

Posto je u trenutku t = 0, w = wy, to je C = wq pa je

w = ——1t 4 wy.

J

Odavde je zat =T w =0 pa se dobija
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3.4.4 Reakcije u lezistima tela koje se obrce oko
nepomicéne ose

Glavni vektor i glavni moment inercijalnih sila tela koje se obrce
oko nepomicne ose

Posmatra se kruto homogeno
telo koje moze da se obrée
oko ose Az ~ma potpuno
proizvoljan nagin. . Zadatak
je da se odrede glavni vektor
—. =7 -

F 1 glavni moment 9 4 in-
ercijalnih sila ovog tela (slika
3:28). Neka' je za telo
kruto vezan koordinatni sis-
tem Azyz koji se krete za-
jedno sa njim.

U telu se posmatra ele-

mentarna masa dm koja se

Slika 3.28: nalazi na rastojanju r od ose

obrtanja Az. Neka su koor-

dinate te tacke x,y iz. Posto je obrtanje tela proizvoljno, to dm ima

i tangencijalno i normalno ubrzanje. Saglasno Dalamberovom principu,

na tacku delujutangencijalna i normalna inercijalna sila koje su jednake

proizvodu iz elementarne mase i odgovarajuceg ubrzanja sa promenjenim
smerom vektora. Znaci da je

b)

dF;, = rwdm,

dFy, = rw?dm.

Posto su ove sile u ravni koja je paralelna sa ravni Azy to su projekcije
inercijalnih sila na koordinatne ose

dF' = dF} cosp + dF;.sin o,
ngj = dF} sing — dF} cos @,
dF' = 0,
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odnosno
dF' = rw?dmcos + rwdmsin p,
7 o 2 . .
dF?{ = rw dmsin ¢ — rwdm cos @,
dF; = 0. (341)
Zbog veza
x = Tcosp,
= rsinp,

ovi izrazi postaju

dF' = xwidm + ywdm,
i 2 »
dF?{ = yw dm — zwdm,
dF; = 0. (3.42)

Momenti ovih inercijalnih sila za keordinatne ose x,y i z iznose

M’
dM;
M}

—2dFp= —z(yw’dm — zwdm),
zdF! = z(zw?dm + ywdm),
~rdFl = —r’wdm. (3.43)

Integracijom jednac¢ina (3:42) po celokupnoj masi tela M dobija se glavni
vektor inercijalnih sila ili tacnije projekcije glavnog vektora na ose pokret-
nog koordinatnog sistema Axyz

F,
Ey

F;

w2/ xdm—i—o&/ ydm,
(M) (M)

w2/ ydm—w/ xdm,
(M) (M)

0.

Kako je za neprekidno rasporedenu masu

/ xdm = Mx,, / ydm = My, (3.44)
(M) (M)
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gde su z. i y. koordinate centra mase krutog tela, konac¢no se dobija
F; = WMz, +wMy,,
i 2 A
F?{ = w'My.—wMz,,
F, = 0. (345)

Intenzitet ovog vektora iznosi

Fi = Mp\J& + o, (3.46)

gde je p. = /2% + y? najkrate rastojanje tezista tela od obrtne ose Az.
Projekcije glavnog momenta inercijalnih sila dobijaju se integracijom
jednacina (3.43) po celokupnoj masi tela

M;x = —w2/ yzdm—i-w/ xzdm,
(M) (a)
M;y = w2/ za:dm+w/ yzdm,
(M) (M)
M, = —w/ r*dm = —w/ (z® + y*)dm.
(M) (M)

Uvodenjem aksijalnog J. i centrifugalnih momenata inercije J,. i J,. za
osu z ovi izrazi postaju

My = —wJy. +wl,.,
7 2 :
ng = Wy +wdy,
M, = -wl., (3.47)

gde su

Jz:/ @2 + y)dm, Jm:/ xzdm, JyZ:/ yzdm. (3.48)
(M) (M) (M)

Intenzitet glavnog momenta inercijalnih sila u ravni xy iznosi

My, =\ (M3 + (Mj,)? = Ve + (T2’ +wt. (3.49)

Jednacine (3.45) i (3.47) u potpunosti definisu projekcije glavnog vektora
i glavnog momenta inercijalnih sila krutog homogenog tela koje se obrce
oko nepomic¢ne ose Az.
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Vektor koli¢ine kretanja i momenta
koli¢ine kretanja krutog tela koje se obrce oko
nepomicéne ose

Posmatra se telo na slici 3.29. Iz kinematike
je poznato da se brzina bilo koje tacke tela
koje se obrce oko nepomicne ose mozeiskazati
Ojlerovim izrazom

- =
vV = W

X T, (3.50)

Ovaj izraz vazi za svaku tacku pa i za krajeve
— ?

jedini¢nih vektora ¢, j i k paje
- =
= WX i,
Joo= WX g,
— —
k = Wxk.

Slika 3.29:

Posto je vektor £ konstantan to je £ = 0.
Ugaona brzina krutog tela je u pravcu ose z, odnosno

s wk. (3.51)
Koris¢enjem poznatih relacija £ x ¢+ = j i k x j = — ¢ dobija se
— —
= wj,
— —
J = —wi,
T = 0. (3.52)

Ma koja tactka krutog tela A mase dm ima vektor polozaja u pokretnom
koordinatnom sistemu Oxyz

—
Te=xityj +ok. (3.53)
Elementarni vektor koli¢ine kretanja tacke A iznosi

dK = Vdm = (& x 7)dm.
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Zbog (3.51) i (3.53) ovaj izraz postaje
- — —
dK = jwzdm — i wydm.

Integracijom ovog izraza po celokupnoj masi krutog tela i koristeéi (3.44)
dobija se

— — —
K=Mzwj — Mywi. (3.54)

Projekcije ovog vektora na pokretne koordinatne ose z,y iz su

K, = _Mycwa
K, = Mzuw,
K, = 0. (3.55)

Posto su velicine M, z. i y. konstinte u pokretnom koordinatnom sistemu
Ozxyz, to diferenciranje vektora K po vremenu i korigenjem (3.52) dovodi
do -

dd—lt( = chwT — chw27 - ]\43/&17> — Mycw27. (3.56)

Zmaci projekcije ovog vektora na koordinatne ose x,y i z su

KI = —Mzw? — Myw,
Ky = Mzw — Myw?,
K. = 0. (3.57)

Elementarni vektor momenta koli¢ine kretanja neke tacke A krutog tela
iznosi (Slika 3.29)

dLo =T x Tdm = [T x (T x 7)|dm.
Razvijanjem dvostrukog vektorskog proizvoda dobija se
dLo = [r*e — (7 - &) 7)dm,

odnosno posto je 72 = x? + y? + 2% i upotrebom (3.50) do (3.53) sledi

— — — —
dLo = (2* + P )wdm k —wrzdm i —wyzdm j .
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Integracijom ovog izraza po masi tela i koriste¢i oznake (3.48) imamo

fo = —me7 — Jyzw7 + sz?. (3.58)
Projekcije ovog vektora na koordinatne ose iznose
Ly = —Jpw,
L, = —J,w,
L, = Jw. (3.59)

Posto su momenti inercije u pokretnom koordinatnom. sistemu koji se
krece zajedno sa krutim telom konstantni, to se diferenciranjem izraza
(3.58) po vremenu, uzimajuéi u obzir izraze za izvode jedini¢nih vektora

(3.52) dobija
—
dLO . 7
dt

Projekcije ovog vektora su

(= Jooto + Jpo?) + J (—Jpoh — Jput?®) + Tk . (3.60)

Lx = _szw + Jyzw2>
Ly — yzw = szw27
Ik = Ju.

Prema Dalamberovom principu, oye veli¢ine sa promenjenim znakom su
projekcije momenta koli€ine kretanja inercijalnih sila, pa vazi vektorska
relacija

— .
M =-To. (3.61)

Odredivanje reakcija u lezistima tela koje se obrce oko nepomicne
ose

Neka na kruto telo, koje je_) prinudeno da se obr¢e oko nepomicne ose,
deluje vise spgljaénjih sila F';, gde je i = 1,2, ..., N broj tih sila, i spol-
jasnji“spreg 9. Spoljasne sile su i reakcije u lezistima A i B. Ovo
kretanje krutog tela ima jedan stgpen sloboi?, kretanja. Ovde je prob-
lem da se, znajuci spoljasnje sile F'; i spreg 9N, odredi kretanje tela i da
se odrede reakcije u lezistima A i B za vreme kretanja. Ovakav problem
odredivanja reakcija veza za vreme kretanja materijalnog sistema spada
u jednu posebnu oblast dinamike koja se naziva kinetostatika.
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Slika 3.30:

Neka se telo (Slika 3.30) kre¢e na poznati na¢in
pod dejstvom zadatih sila ?Z i sprega 971 Ugaona
brzina i ugaono ubrzanje tog kretanja su w i w.
Neka su reakcije u sfernom lezistu A i cilindri¢cnom
Bsile F 4(X4,Ya, Za) i F (X5, Y).

Prema Dalamberovom principu zbir glavnih

— — N
vektora spoljasnjih sila (F'4 + Fp+ > F;) 1in-
i=1
ercijalnih sila tela F% mora da”je jednak nuli

i zbir glavnog momenta spoljasnjih sila M j*‘ +

—F N —F .o —

My® + > M, spoljasnjeg sprega 9 i glavnog
i=1

—.
momenta inercijalnih/sila 9% , mora da je jednak

nuli. Dalamberov princip daje dve sledece vektorske jednacine

—

M

L)

— — —. N—> —
Fa+Eps Fp+d Fi = 0,

N
= = —.
A MEE LS M D, = 0. (3.62)

=1

Zbog oblika glavnog vektora inercijalnih sila (3.45) i glavnog momenta
inercijalnih sila’(3.47) skalarni oblik ovih jednacina glasi

N
Xa+Xp+ Y Fu+wMz,+ oMy, =0,

=1

N

YA+YB+ZEy+w2MyC—wM9:C =0,

i=1

N
Za+ ZEZ =0,
=1

N
~YpH + Y M+ Jouw — Jpw® + M, =0,

=1
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N
XpH+Y MFt 4 Jyio 4+ Jpw® + 90, = 0,
i=1
N —

> M- Jw+m. =0. (3.63)

i=1
Ovo su najopstije relacije koje se mogu formirati za telo kojese obrée
oko nepomic¢ne ose i pomocu njih moguce je resiti dva osnovna zadatka:

1. Znaju¢i momente sila MF i ga osu obrtanja i projekciju sprega
na osu obrtanja 9, iz Seste jednacine (3.63), posle integracije,
odreduje se zakon obrtanja krutog tela ¢(t) oko ose Az.

2. Posle toga se iz prvih pet jednacina (3:63), koje su sada algebarske
jednacine, odreduje pet nepoznatih reakcija veza X4, Y4, Z4, Xp i
Y5.

Te reakcije veza imaju vrednosti:
N —
Yo (T Y am)

N
— ZFm +w2M:UC+wMyC> ,

=

Y, = ZMFUerZw Jyzw2—|—9ﬁz>
N
ZFZ@I + w2 My, —wMa:c> ,
N
ZA - _ZEZ’7

N

N
1 7, .
Yy = = (§ :Mf@ + Jpaw — Jyw? + smx) . (3.64)
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Vidi se da velic¢ine reakcija veza zavise od spoljasnjih sila i sprega i od
dinamickog stanja tela, odnosno od veli¢ina w i w. Jedino reakcija veze
Z 4 ne zavisi od tih veli¢ina w i w. Vrlo ¢esto je potrebno odrediti reakcije
u lezistima samo usled obrtanja. Takve reakcije se nazivaju kinetickim
reakcijama i one imaju vrednosti prema (3.64)

Xa = s 0) - (b )
Yar = _% (Joot = Jyo®) — (@ Mye — wMa.) A Zax =0,
1 : 1 :
XBk = _E (Jyzw + szw2) ) YBk = ﬁ (J:czw - Jyzwz) : (365)

Izostavljeni delovi reakcija veza su staticke reakcije veza. One se dobiju
kada se u (3.64) izostave ¢lanovi sa w i w. Ove stati€ke reakcije veza
iznose

1 N Y N
XAS = E (Z MyFi + my) - Z Ema
1 z:lN ) 7,:1N
YAs = —E (ZMJ?FL +9ﬁx> — Zﬂy,
=1 =1

N

Zye = = Fi,
XBs = —E <;MyFi+my),

N
]_ —
Y, = — MFEi .. .
B H(% J +zm> (3.66)

Ove reakcije bi postojale i kada bi se telo zaustavilo i bilo u ravnotezi
pod dejstvom datog sistema sila i sprega.
Analizirajmo neke posebne slucajeve.

1. Neka je glavni vektor sila inercije (3.46) jednak nuli, odnosno

i /.2 B
F,=Mp\w +w=0.
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Posto je w i w razli¢ito od nule mora biti

pe= Va2 +y2=0,

odnosno
z.=0, y.=0.

To znaci da je u tom slucaju teziste datog tela na obrtnoj osi. Tada
su reakcije

1 .
Xar = —Xpr= T (Jyow + Jz?), (3.67)
1 .
Yar = —Ypr = T (szw - Jyzw2) . (3.68)

Kao primer ovakve raspodele mase moze da
posluzi disk na slici 3.31 €ije se teziste nalazi na osi
obrtanja, ali ravan ovog diska nije normalna na osu
obrtanja. U ovom slucaju reakcije veza su spregovi
pa i inercijalne sile diska moraju biti spregovi. Na
veli¢inu tih spregova presudnu ulogu imaju centrifu-
galni momenti inercije J,, i Jy,. 1z ove analize sledi
i sledeéa fizicka interpretacija centrifugalnih mome-
nata‘inercije: Centrifugalni momenti inercije karak-
terisu stepen dinamicke neuravnotezenosti tela koje
Slika 3.31: se obrce oko nepomitne ose.

1. Uslovi dinamicke uravnotezenosti tela koje se obrée oko nepomicne
ose.

Posmatranjem izraza (3.68), koji je dobijen iz uslova da se teziste
nalazi na osi obrtanja, dolazi se do zakljucka da su reakcije u lezistima
jednake nuli ako je

r. = 0, y.=0,
Jow = 0, J,.=0. (3.69)

Prema tome, da bi telo bilo dinamicki uravnotezeno mora da mu
teziste lezi na obrtnoj osi i u isto vreme da su centrifugalni momenti
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inercije za tu osu jednaki nuli. Prema ranijoj terminologiji ovakva osa
se naziva glavna centralna osa inercije pa sledi zakljucak: Da bi, pri
obrtanju tela oko nepomicne ose, odgovarajuce kineticke reakcije bile jed-
nake nuli potrebno je © dovoljno, da se osa obrtanja poklopi sa jednom od
glavnih centralnih osa inercije. Ovakva osa se ¢esto naziva slobodna ili
permanentna osa posto su kod nje reakcije u lezistima jednake nuli.

Do istog zakljucka se dolazi posmatranjem izraza (3.46) 14(3:49) za
glavni vektor i glavni moment inercijalnih sila

Fiy = M2+ 2\w + o,
i /.2
Mgy, = \/(Jrz>2 + (Jy)?Vw 4wt (3.70)

Pa kad su ispunjeni uslovi (3.69) i ove

- velicine su jednake nuli, pa uslov dinamicke

Do uravnotezenosti moze da se iskaze na sledeci

7 % nacin: Telo. je dinamickis uravnotezeno onda

s 1 samo onda ako su glavni vektor i glavni

O moment inercijalnih sila jednaki nuli. Nave-

“ %  dena. teorija sluzi kao osnov Citave jedne oblasti

| 'O: tehnicke dinamike, odnosno teorije dinamickog

T TZ_ZI uravnotezenja tela koje se obr¢e oko nepomicne

7 ose.. Ovo/je vrlo vazan problem jer postojanje

7 Y sasvim male neuravnotezenosti kod obrtnih

x masina pri velikim ugaonim brzinama izaziva

znatna opterecenja u lezistima pa i teske hava-

Slika 3.32: rije masina. U opstem slucaju otklanjanje ove

neuravnotezenosti moze se posti¢i dodavanjem

ili odstranjivanjem dve koncentrisane mase u proizvoljno izabranim ravn-

ima koje su.normalne na osu obrtanja (Slika 3.32). Izbor masa m; i mq
i ravni date sa z = 21 i 2 = 2 vr8i se u saglasnosti sa jednacinama

Mz, + mixz1 +mezy = 0,
My +miyr + may2 = 0,
Joz +MiT121 + MoT222 = 0,
Jyo +mayiz1 + maypze = 0, (3.71)

koje predstavljaju uslov, da posle dodavanja masa obrtna osa postaje
glavna centralna osa inercije. Drugim rec¢ima, posle dodavanja masa,
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teziste tela lezi na obrtnoj osi i centrifugalni momenti inercije za tu osu
su jednaki nuli. Uklanjanje neuravnotezenosti vrsi se danas upotrebom
uredaja za balansiranje.

2. Slucaj kada telo ima ravan simetrije normalnu na osu obrtanja.

Posmatra se kruto telo koje se obrée konstantnom ugaonom brzinom
w oko vertikalne ose Oz. Neka telo ima ravan simetrije koja je normalna
na osu obrtanja (Slika 3.33). U ovom slu¢aju za koordinatni. pocetak
je zgodno uzeti prodornu tacku O ose z kroz ravan simetrije. Ranije je
pokazano da je svaka osa normalna na ravan simetrije tela glavna osa
inercije za prodornu tacku ose kroz ravan. Prema tome osa Oz je glavna
osa inercije za tacku O. Na osnovu osobine glavne ose sledi da je

Jxlz = Jy1z = 07

pa je prema (3.70) spreg inercijalnih sila M; , jednak nuli. U ovom
slucaju inercijalne sile se svode na rezultantnu silu koja prolazi kroz cen-
tar mase tela. Veli¢ina te rezultante je prema (3.70)

Fl = Mp w*

Sa ovom silom uravnotezene su reakcije u
osloncima. Ocigledno da su kineticke reak-
Do cije paralelne sa rezultantom inercijalnih
%B sila. Ovako telo moze da se dinamicki
uravnotezi dodavanjem samo jedne mase
\ 7 u ravni simetrije tela na pravcu rezultante
inercijalnih sila sa suprotne strane od ose
obrtanja.

C

Wi

Primer 38 TeZiste zamajca, tezine G =

3000 [N], udaljeno je za q¢ = 1[mm] od hor-

izontalne ose vratila (Slika 3.34). LeZista

Slika 3.33: vratila nalaze se na jednakom rastojanju od

ravni simetrije zamagjca. Zamajac ima ra-

van simetrije normalnu na osu obrtanja. Odrediti reakcije leZista vratila

ako se ono obrce konstantnom ugaonom brzinom sa n = 1200 obrtaja u
minuts.
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Posto telo ima ravan simetrije nor-

A F, malnu na osu obrtanja z to se sistem iner-
s/, cijalnih sila svodi na rezultantu koja deluje
! &§I u tezistu C. Veli¢ina ove rezultante je
15 ? G 3000 12007\ 2
nm T
Fi, = —q(==)*= >--0.001
o= ) = g ( 30 ) ’
i Fi, = Fy, = 4829.164233[N].

Reakcije u lezistima sastoje-se iz dva
Slika 3.34: dela i to:
Statickih reakcija koje ne zavise od kre-
tanja. Njihov pravac je stalno vertikalan. Onejimaju vrednost

Fy, = Fy, = 1500[V].

—.
Kinetickih reakcija koje su paralelne rezultanti inercijalnih sila F'%; i
obrc¢u se oko obrtne ose ugaonom brzinom w. One imaju vrednost

F}, = 2414582116[N].

Primer 39 Homogena kruzna ploca oblika cetvrtine kruga mase M, polu-
pre¢nika R, obrce se oko wertikalne ose konstantnom ugaonom brzinom,
odrediti:

1. Kineticke reakcije lezista,

2. Odrediti polozaj dodatne mase m koju treba dodati ploci da kineticke
reakeige. budu jednake nuli.

z
U vecini problema nije potrebno

koristiti opste izraze za kineticke
reakcije (3.65) jer nisu laki za
pamcenje. Daleko je lakse u svakom
problemu izracunati glavni vektor i
glavni moment inercijalnih sila, pa
formirati jednacine ravnoteze.
Neka elementarna masa ploce
Y0 odgovara elementu njene povrsine

Slika 3.35:

~—
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dzdy (Slika 3.35). Masa ovog elementa je dm = pdzdy,gde je p masa
jedinice povrsine ploce. Posto je obrtanje sa konstantnom ugaonom brzi-
nom postoji samo normalna inercijalna sila koja je

dFy, = yw?dm.

Ukupna inercijalna sila, odnosno inercijalni vektor, je
Fy, = w*My..

Posto je y. = 4R /37 to je konacno

, 4R
Flh = M—uw?
3

Napomena: Pomoc¢u izraza F}, = w?My, samo se racuna intenzitet sile
inercije, ali taj izraz ne odreduje ni¢im polozaj sile inercije na telu.
Pogresno je tu silu crtati bilo gde pa.i u centru mase tela.

Moment sila inercije postoji samo za osu Oz, jer su momenti inercione
sile za ose y i z jednaki nuli. Posto je elementarna inerciona sila dfy =
yw?dm vrednost elementarnog. momenta inercijalnih sila je

dM} = —zdEy = —zyw?dm,

pa je glavni moment inercijalnih-sila za osu = jednak
M;I = —w2/ zydm = —J,w>.
(M)

Znaci potreban je centrifugalni moment inercije J,, date figure. Po defini-
ciji je

R /R2_y2
J N = / yzdm = p/ yzdydz = p/ ydy/ zdz,
(M) (M) 0 0

ot

8

P
Jy: = 5/0 y(R* — y*)dy

Posto je masa plote M = p(R?m/4) to je

1
Jyz = %MRZ
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Zmaci, glavni moment inercijalnih sila plo¢e ima vrednost

, 1
T 2 2
M, = —%J\/[ R°w*.
U ovom slucaju postoji rezultanta svih inercijalnih sila i inercijalnog.mo-
menta jer su sve inercijalne sile u jednoj ravni Oyz a vektor sprega je
normalan na tu ravan u pravcu ose x. Mesto rezultante je prema statici
odredeno relacijom

Flzp =|M],],
pa se dobija rastojanje rezultante u pravcu z ose
3
ZR = gR

Da se u lezistima ne pojave kineticke reakcije potrebno je dodatnu masu
m staviti na udaljenju zr od koordinatnog pocetka mereno po z osi. Iz
uslova da je centrifugalna sila inercije dodatne mase jednaka rezultujucoj
inercijanoj sili dobija se

4R
mew? = M——=w?,
3
odnosno
4MR
e = )
3™m

Ako masa m nije dodata postojace dinamicke reakcije. Po Dalamberovom
principu imamo

NV, = —For— F+ Fi =0,
3R
Y My = FBkR—F5§:o.

Odavde se dobija

M Ruw? 5M Rw?
Fpy = ; ok = ———.
2 o

Ukupne reakcije bi se dobile ako bi se u obzir uzela i tezina ploce koja
deluje u tezistu C' ploce.
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Primer 40 Homogeni kruzni cilindar teZine P, poluprecnika r i visine
2l obrte se konstantnom ugaonom brzinom w oko vertikalne ose Az koja
prolazi kroz njegovo srediste. Centar cilindra lez na sredini rastojanja
OB = 2h kao $to je na slici 3.36 pokazano. Naéi reakcije leZista u
tackama A i B.

Posto nema ugaonog ubrzanja, a 1 zbog
simetricnog rasporeda masa u odnosu na ravan
Ayz, sile reakcije u lezistima bi¢e takode u ravni
Oyz. 1z (3.63) sledi da je

Ya+Yp
—Y52h = Jw =

0,
0

Odavde su.reakcije

Y = -~V
Slika 3.36: 3 o
v, — 2

" 2h

Za izra¢unavanje centrifugalnog momenta iner-
cije J,. primenom Stajnerove teoreme predemo sa osa yz na ose y'z’ pa
se dobija

Jyz = Jy/z/ + Myczc = Jy’z'a

a prema (3.26) centrifugalni moment inercije ima oblik

M (2 2
Jy. = > (g — %) sin 2,

1 konac¢no

P (1?2 r?
Yo =-Y4=— — — — ] sin 2c.
B A 4gh (3 1 ) SIn 2

Vidi se da sile reakcija obrazuju spreg sila.
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3.5 Ravansko kretanje krutog tela

3.5.1 Diferencijalne jednacine ravanskog kretanja
krutog tela

Poznato je da se pod ravanskim kretanjem krutog tela, koje ima tri ste-
pena slobode, podrazumeva kretanje pri kome se sve tacke tela krecu u
ravnima koje su paralelne nekoj osnovnoj ravni. Telo se krece ravanski
samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1. Telo mase m je vrlo tanka ploca koja se krec¢e u osnovnoj ravni Oxy
(Slika 3.37) ili u njoj paralelnoj ravni,

2. Spoljasnje sile ?z i spreg 9 deluju u ravni ploce,

3. U pocetnom trenutku kretanja, ploca kao i vektori pocetnih brzina
svih tacaka ploce nalaze se u osnovnoj ravni Oxy.

Jedan od nacina proucavanja
ravanskog kretanja je u njegovom
razlaganju na kretanje proizvoljno
izabranog pola ravanskog kretanja
i obrtanja oko tog pola. U ops-
tim zakonima dinamike samo za-
kon o kretanju centra mase govori
o kretanju jedne tacke tela, pa se
centar mase bira za pol ravanskog
kretanja. Posto ravansko kretanje
ima tri stepena slobode, za resavanje problema kretanja dovoljne su tri
skalarne jednacine: dve skalarne jednacine u ravni kretanja koje poticu
od vektorskogzakona o kretanju centra mase

Slika 3.37:

N
ma.=Y F, (3.72)
=1

i zakon o promeni momenta koli¢ine relativnog kretanja tela oko ose z
koja je normalna na ravan kretanja i koja prolazi kroz centar mase C

N
L.=om+) M! (3.73)

=1



168 Ravansko kretanje krutog tela

Pri relativnom obrtanju tela oko ose z ili oko tacke C' sa ugaonom brzi-
nom ¢ svaki deo ploce elementarne mase dm, koji je na rastojanju p od
tacke C, ima koli¢inu kretanja dmp¢ i moment koli¢ine kretanja dmp*o.
Integracijom ovog izraza po masi tela m, dobija se moment koli¢ine re-
lativnog kretanja tela oko tacke C' (L, = L.)

L.=J.p,

gde je J. moment inercije tela za tacku C', odnosno za osu#. Zamenom
ovog izraza u (3.73), dobija se jednacina obrtanja oko centra mase

N
Tp =M+ M. (3.74)

=1

U zavisnosti od odabranog koordinatnog sistema za posmatranje kre-
tanja centra mase C', uz sve oznake koje su obrazlozene u kinematici,
vektorska jednacina (3.72) je ekvivalentna sa sledete dve skalarne jed-
nacine:

1. Dekartov koordinatni sistem

N

N
= ZE% my. = ZF’iy, (375)
1=1

=1

2. Prirodan koordinatni sistem

N
ms. = > Fir, Rk Z Fin, (3.76)
i=1 ¢

=1

3. Polarni koordinatni sistem
m(i, — rop?) Z Fiy m(rep.+2r.p,) = Z Fi..  (3.77)

U jednacinama (3.75) - (3.77) . i y. su dekartove koordinate centra
mase, s. je krivolinijska koordinata centra mase, r. i ¢, polarne koor-
dinate centra mase i Rj. je poluprecnik krivine putanje centra mase C.
U svakom problemu ravanskog kretanja, koriste se ukupno tri skalarne
jednacine. To su jednacina (3.74) i dve jednacine (3.75), (3.76) ili (3.77).
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3.5.2 Kineticka energija pri ravanskom kretanju
krutog tela

Pri proucavanju ravanskog kretanja cesto se koristi i zakon o promeni
kineticke energije ili zakon o odrzanju totalne mehanicke energije. Opsti
uslovi za primenu ovih zakona su isti kao §to je to ranije ve¢ vise puta
podvuceno. Medutim, kineticka energija tela koje se ravanski krece ima
specifican oblik. Kretanje tela se posmatra kao zbir translacije tela sa
brzinom v, centra mase tela C' i relativnog kretanja u odmosu na centar
mase sa brzinom v;,.. Tako, ukupna kineticka energija tela pri ravanskom
kretanju ima oblik (2.20)

1
E, = §mv§ + E%,. (3.78)

Pri ravanskom kretanju, elementarna masa tela dm (Slika 3.37) ima
relativnu brzinu u odnosu na centar mase v, = pp.-Zbog toga, kineticka
energija relativnog kretanja (2.21)1 odnosu na centar mase postaje

1 o 1 1
c _ w2 1.9 2, 1.9
Ekr_izmzvir_2<p /pdm_2 cp
=1
(m)
a ukupna kineticka energija tela-(3.78) postaje

1 1
By = —mv? + ZJ.0°. (3.79)
2 2
U ovom izrazu u prvom ¢lanu se prepoznaje kineticka energija translacije
centra mase, dok drugi ¢lan predstavlja kineticku energiju obrtanja tela
okorcentra mase.

Primer 41 Na plo¢u S mase m, koja se nalazi na horizontalnoj glatkoj
ravni Oxy, u ravni ploce deluje konstantan spreqg M (Slika 3.38). Ako je
ploca u pocetnom trenutku mirovala treba prouciti kretanje.

Diferencijalne jednacine ravanskog kretanja ploce su (3.74) i (3.75)

Jp=M mi.=0, my.=0,
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y gde je Jo moment inercije ploCe za centar mase.
f/’/ Resenje ovih jednacina, uz pocetne uslove
QO(O) =0, xc<0) = Ty, yc(o) = Yo,
S ¢(0) =0, 2.(0)=0, u(0)=0,
x glasi
’ = mtz Te=2T =
Slika 3.38: VAR

Zakljucujemo da se telo pod dejstvom sprega 91

obrée oko centra mase, koji pri tom” ostaje nepokre-

tan. Time se potvrduje, ono §to je u osnovama mehanike definisano, da
je spreg mera mehanickog dejstva koje izaziva Cisto obrtanje tela.

Primer 42 Kotrljanje tela po deformabilnoj.pedlozi.

Posmatrajmo cilindar ili disk poluprecnika r i mase'm, koji moZe da
se kotrlja po strmoj ravni nagiba o prema horizontali (Slika 3.39). Ovo
je vrlo cest primer ravanskog kretanja krutog tela. Po pretpostavci strma
ravan je hrapava i deformabilna. Treba prouciti kretanje.

Kretanje centra mase, odnosno cen-
tra diska C, posmatra se u Dekartovom
koordinatnom sistemu sa dve koordinate
2.1 y.. Obrtanje je opisano uglom obr-
tanja ¢ oko ose normalne na ravan diska
u centru mase C. Od ove tri koordinate
zna se da je stalno za vreme kretanja
Y. = 7, pa problem ima samo dva ste-
pena slobode kretanja. Na disk deluju
sledece sile: tezina diska m ¢, sila trenja

klizanja ]_7>T i normalna reakcija podloge

Slika3.39:

J_DKN, koja je pomerena za duzinu € u
odnosu na njen polozaj kod krute podloge. ¢ je koeficijent trenja kotr-
ljanja. - Usvoji se Dekartov koordinatni sistem Ozy i smer obrtanja za
ugao ¢ kao na slici 3.39. Jednacine ravanskog kretanja diska (3.74) i
(3.75) glase

Jc(;b = FTT—RN€
mi. = mgsina — Fp,

mj. = 0= Ry —mgcosa. (A)
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Ove tri jednacine sadrze cCetiri nepoznate veli¢ine ¢, Fr, Ry i .. Za
reSavanje problema potrebna je jos jedna jednacina. Zna se da se svako
kotrljanje tela moze odvijati sa ili bez klizanja, pa se nadalje razlikuju ta
dva slucaja.

1. Kotrljanje bez klizanja.

Napomena: U kotrljanju bez klizanja sila trenja se po reSavanju problema
dobija po intenzitetu i smeru pa nije potrebno ta¢no predpostaviti njen smer.

Ako se disk kotrlja bez klizanja, tada je poznato da je ta¢ka P dodira
diska i strme ravni pol brzine ravanskog kretanja diska, pa je

Te =T, (B)

a to je potrebna cetvrta jednacina za reSavanje problema. U ovom
slucaju, zbog postojanja veze (B), kotrljanje diska bez klizanja ima jedan
stepen slobode kretanja. Resavanjem jednacina (A) i (B), uz koriséenje
relacija da je J. = mT’"z iZ.=r¢, dobija se

Ry = mgeosa,
m €
Fr = —g(sina+2-cosa),
3 r
. 2 (si 2 )
I. "= =g(sina — —cosa).
39 r

Treca jednacina se jednostavno integrali i dobija zakon kretanja centra

mase .
Te = gg(sina _ < cos oz)t2 + Cit + Cs,
r

gde su C i.Cyintegracione konstante.
Disk se kotrlja bez klizanja ako je I'r < uRy, gde je u koeficijent
trenja klizanja. Zbog prethodnih rezultata, ovaj uslov je ispunjen ako je

tana<3u—2§. (C)
r
Pri kotrljanju diska bez klizanja, elementarni rad sile trenja klizanja

1Znosi

dAT = —FTd[Ep,
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gde je dx, = v,,.dt. Posto je brzina pola brzine jednaka nuli, tj. v,, =0,
sledi da je i dAr = 0, odnosno sledi vazan zakljucak: sila trenja klizanja
pri kotrljanju bez klizanja ne vrsi nikakav rad.

Reakcija podloge Ry = mg cos a zajedno sa komponentom mg cos a
sile mg obrazuje otporni spreg podloge kotrljanju diska. Moment tog
sprega iznosi emg cos «, a njegov elementarni rad dA° = —(emg cos a)dp.
Posto se ovaj izraz moze integraliti, rad ovog sprega iznosi

A® = —(emgcosa)p,

gde je p ugao obrtanja diska. Ovaj rad se trosi na deformaciju podloge
i njeno zagrevanje pri kotrljanju.

2. Kotrljanje sa klizanjem.

Napomena: U problemu kotrljanja sa klizanjem, sila trenja se mora ta¢no
predpostaviti po smeru.

Ako se disk kotrlja sa klizanjem; tada tacka dodira tela sa podlogom
viSe nije pol brzine ravanskog kretanja, tj. ©. # rp, ali je onda sila trenja
klizanja dostigla svoju najvecu vrednost, pa vazi

FT S /.LRN

U ovom sluc¢aju, ovo je.potrebna ¢etvrta jednacina, koja zajedno sa jed-
nacinama (A) dovodi do resenja problema

Ry = mgcosa,
Z. = g(sina — pcosa),
. 2 €
$ = —g(p—=)cosa.
r T

Sada je kretanje centra mase C' potpuno nezavisno od obrtanja diska
oko centra mase C' i kretanje u ovom sluc¢aju ima dva stepena slobode.
Imtegracijom prethodnih jednacina, uz pocetne uslove dajex. =0ip =0
za t = 0, dobija se

. . .2 €
.= g(sina — pcosa)t, ¢ =—g(u— —)tcosa.
r r

U slucaju kotrljanja sa klizanjem, tacka P diska, koja je pri kotrljanju
bez klizanja bila pol brzine, ima sada brzinu 7p275+7§, gde je brzina
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tacke P u odnosu na tacku C, vy = r¢. Koristec¢i prethodne rezultate i
v e . . — . —)C .. . «
¢injenicu da su brzine v'. 1 ') u pravcu z ose, dobija se brzina tacke P

vy =&, —rp = (tana — 3u + QE)gtcos a,
r

koja je takode u pravcu x ose. Posto se disk kotrlja sa klizanjem ako je,
prema (C), tana > 3u — 2%, tada je brzina tacke P uvek usmerena u
pozitivnom smeru x ose.

Primer 43 Na ivici stola nalazi se hrapavi disk polupretnika r i@ mase
m. Centar mase C' nalazi na vertikali iznad tatke A (Slika 3.40)-i krete
u horizontalnom praveu pocetnom brzinom vey = y/krg/3,q9de je k kon-
stanta. Koeficijent trenja klizanja izmedu stola i-diska iznost p. Odrediti
vrednost konstante k tako da u pocetnom trenutku kretanja u kontaktu sa
povrsinom. Naci ugao obrtanja diska u odnosu na pocetni poloZaj kada
on pocinje da proklizava po povrsini.

Za «wreme kretanja, na disk deluju sledece
sile:tezina diskam ¢, reakcija veze R N, koja
jé u pravcu zajednicke normale diska i st_)ola
u dodirnoj tacki A, i sila trenja klizanja F'r
koja je normalna na R . Disk zapocinje kre-
tanje obrtanjem oko tacke A, a kada sila trenja
dostigne svoju najvetu mogucu vrednost on
pocinje i da kliza po ivici stola. I pored toga

Slika 3.40: sto je u pocetku kretanje obrtanje oko tacke A,

pogodnije je kretanje posmatrati sa stanovista

ravanskog kretanja, jer su nam za analizu potrebne vrednosti sila Ry i
Fr. Smer ugla ¢ odreduje smer obrtanja.

Kretanje centra mase posmatra se u prirodnom koordinatnom sis-
temu. Diferencijalne jednac¢ine ravanskog kretanja diska (3.74) i (3.76)
glase

Jc(;b = FTra (A)
mS. = —Fr+mgsiny, (B)
-2
$

= —Ry +mgcosg, (0)
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gde je poluprecnik krivine putanje centra mase Ry. = r. Posto je, zbog
obrtanja centra mase C' oko tacke A, s. = r¢, jednacine (B) i (C') postaju

mrp = —Fp +mgsinp, mrg* = —Ry + mgcos . (D)

Prema uslovima problema, odgovarajuci pocetni uslovi glase

o0 =0, ol0) = /22

Resavanjem jednacine (A) i prve jednacine (D) po_¢.i Fr, i posto je
moment inercije J. = mr?/2, dobija se

.29 . 7 - Mg (B)

= —=siny, = —Zsin.

' 3r ¥ T 3 ¥
Prva jednacina (FE), posle mnozenja sa ¢ i upotrebe posrednog diferen-
ciranja? moze da se integrali dajuéi

1.,

2
5% = —S—i cosp + Ch.

Odredivanjem integracione konstante C' iz pocetnih uslova dobija se

2 g

PL= 3r[k—|—4(1—cos<,0)]. (F)

Do ovog rezultata moze se do¢i i koriste¢i zakon o promeni kineticke
energije diska za obrtamje oko tacke A ili za ravansko kretanje. Za obr-
tanje diska oko tacke A, ovaj zakon daje

1 . 1 )
§JA<p2 — §JA903 = mgr(l — cosp).

Po Hajgens-Stajnerovoj teoremi je J4 = J. + mr? = 3mr?/2, pa se
prethodna relacija koriséenjem pocetnih uslova svodi na izraz (F).

Zamenom rezultata (F') u drugu jednacinu (D) dobija se vrednost
reakcije Ry

RNz%mow—a), (@)

)
AS)
Il
&
Il
S
€6
&
Il
S
ala
o8
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gde jea=4+k.

Da bi disk u poc¢etnom trenutku kretanja ostao u kontaktu sa stolom,
mora biti Ry > 0 za ¢ = 0. Ovaj uslov je zadovoljen za a < 7, odnosno
k< 3.

Disk ne proklizava po povrsini sve dok je sila trenja klizanja Fr manja
od granic¢ne sile trenja klizanja pRy. Zbog toga, koriséenjem (G) i (F)
dobija se nejednacina sin ¢ + pa < Tupcosy, koja se moze napisati u
obliku

(14 4942) sin? ¢ + 2uasin ¢ + p*(a* — 49) <.
Resavanjem ove nejednacine, i odbacujuéi u reSenju nerealne negativne
vrednosti za ugao ¢, dobija se

e |
— 71+ p2(49.—a?) —

odnosno oblast u kojoj nema proklizavanja diska po povrsini.

0 <sinp <

3.5.3 Ravansko kretanje sistema krutih tela

U praksi ¢esto postoji problem sa ravanskim kretanjem vise krutih tela
koja su na neki nac¢in medusebno povezana. Tada svako telo u sistemu
utice na kretanje svih drugih tela sistema. Pri proucavanju ravanskog
sistema krutih tela prvo se ustanovi broj stepeni slobode kretanja. Broj
formiranih jednacina kretanja mora biti jednak stepenu slobode kretanja
tog sistema. Pri postavljanju jednacina kretanja za sistem krutih tela
u ravni mogu se formirati tri jednacine kretanja celog sistema i po tri
jednacine kretanja za svako telo izdvojeno iz sistema krutih tela. Pri tom
oslobadanju od veza do tada unutrasnje sile postaju spoljasnje. Nekad
je pogodno koristiti i zakon o promeni kineticke energije za ceo sistem
krutih tela. Za proucavanje slozenijih kretanja sistema krutih tela metode
analiticke mehanike su daleko pogodnije od metoda vektorske mehanike.

Primer 44 Dva stapa AC i BC' spojeni su masivnim zglobom u tacki C
cija. je' masa m. Krajevi Stapova A i B imaju na sebi beskonaéno male
tockice zanemarljive mase i mogu da klize po horizontalnom pravcu, kao
Sto je na slici 3.41 prikazano. U tacki B na sistem deluje konstantna
horizontalna sila F' usled ¢ega Stapovi zaklapaju neki ugao 0 medu sobom.
Ako su duZine oba Stapa iste i ako su im mase iste i iznose m, odrediti
ugao 0 pri ustaljenom kretanju sistema.
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Kada se kretanje
ustali ugao € se ne
menja tokom kre-
tanja. Ako se sis-
tem posmatra kao
celina onda zakon o
kretanju sistema u
pravcu Oz ose glasi

3ma=F, (a)

gde je @ ubrzanje ce-

Slika 3.41: log sistema pri tran-

slatornom kretanju.

Vidi se da je teziste

ovog nepromenljivog sistema na pravcu KO u tacki T, koja je odredena
sa yr = (2/3)L cos g, gde je L duzinarsvakog Stapa.

Posto sistem ne vrsi relativno kKretanje u odnosu na tacku 7" to je mo-
ment koli¢ine relativnog kretanja sistema u odnosu na ovu tacku jednak
nuli pa zakon o promeni momenta kolicine kretanja sistema u odnosu na
srediste 71" glasi

7. 0 0 2 0
ZMins :FALSinﬁ—FBLSin§+F§LCOS§ = 0. (b)
Posto se sistem.ne krece u vertikalnom pravcu zbir svih vertikalnih
sila mora biti takode jednak nuli

Fa+ Fg —3mg = 0. (c)

Dalje, posmatrajmo recimo samo levi stap izdvojen iz sistema. Ako je
inercijalna sila tog §tapa —ma nacrtana na slici onda po Dalamberovom
principu zbir svih momenata spoljasnjih i inercijalnih sila za momentnu
tacku.C' mora biti nula, odnosno dobija se jednacina

.0 L 0 L . 6
ZMC—FALsm§—ma§cos§—mg§sm§—0.

Odavde je
m ma 0
FA:_2g+_2 Coté,
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a iz (a), (b) 1 (c)

3mg 0
Fy=———macot —.
47 2
Izjednacavanjem ove dve vrednosti za F4y dovodi do kona¢nog rezul-
tata
0 2g
cot — = —.
2 3a
Primer 45 Dva homogena prava kruzna cilindra teZine Py v Ps, kotr-
laju se niz dve glatke strme ravni nagiba o« i 5. Clilindri su spojeni
nerastegljyim uzetom, koji je oko njih obavijen. Odrediti ubrzanje konca
t stlu u njemu kao i ugaona ubrzanja oba cilindra, ako se masa uZeta

zanemari (Slika 3.42).

Posto je podloga glatka a
konag nerastegljiv sigurno da cilin-
dri proklizavaju po strmim rav-
nima. Neka je pomeranje uzeta
x. Ako uglove obrtanja cilindra
obelezimo sa ¢, i ¢, onda je apso-
lutno ubrzanje centra levog cilin-

dra

T1 =T1¥ + z,

Slika 3.42:

a desnog
Lf"g = 7“2(;'02 — .

Posto su mase cilindara m; i msy odgovaraju¢i momenti inercije su
Jo, =lmyri/20 Jo, = mari/2. Ako silu u uzetu obelezimo sa S onda
su diferencijalne jednacine kretanja cilindara niz odgovarajuce ravni i
jednagine obrtanja cilindara oblika

my (rlgbl + d:) = Pisina— S,
1 .
Qmﬂ’f% = Sry, (a)

mo (T2¢2—Zi’) = PQSiIlB—S,

1 .
§m2r§¢2 = Sro. (b)
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Ako se iz drugih jednacina (a) i (b) izracunaju ¢, i @, i zamene u
prve jednacine (a) i (b) dobija se

mix+3S = Pisina,
—mox + 35 = P,sinpf.

Resavanjem ovih jednacina po x i S sledi

Pisina — Pysin 8

T = :
P+ Py g
g P, Py(sin v + sin [3)
B 3(P + P)

Primer 46 Dva homogena prava kruzna cilindra A i Botezine Py odnosno
Py poluprecnika osnova r1 i ro obavijeni su sa dva gipka konca koji su
simetricno rasporedeni u odnosu prema Ssrednjim poprecnim presecima
cilindra. Ose cilindra su horizontalne: Osa O7 je nepokretna. Clilindar
B pada pod dejstvom sile teze i-dovodi u kretanje cilindar A. Odrediti
ugaona ubrzanga cilindra 1 silu v uZetu.

Ako uglove obrtanja cilindra A i B
obelezimo sa ¢, i ¢, onda je apsolutno
ubrzanje centra cilindra B dato sa (Slika

3.43)
‘y Yo, =T11 + 25
- Pro Ako sile u koncima ozna¢imo sa 2.5 onda
= 7" jednacina obrtanja cilindra A glasi
V|‘~P1¢ : 0O, Pl ).
PzI B 24 191 = 25771. (a)
¢r2i[.)2
Kretanje cilindra B i njegovo obrtanje
Slika 3.43: oko ose O, opisano je jednac¢inama
P, .
n (rlcpl + T2g02) = P, —25, (b)
P,
=13y = 28r, ()

29
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Resavanjem ovih jednacina (a)-(c) po ¢, ¢, 1 .S dobija se

1= 7’1(2P2—|—3P1)7

e 7"2(2P2—|—3P1)7
PP

g = 142

2(2P, + 3P,)

Primer 47 Dwva jednaka homogena stapa AB i BC' spojena su zglobom
u tacki B. Ceo sistem slobodno visi obesen u zglobu~Aru. polju. zemljine
teze. U pocetnom trenutku, kada je sistem bio u miru na sistem pocinge
da deluje horizontalna sila P (Slika 3.44). Odrediti rastojanje h na kome
treba da deluje sila P da bi sistem poceo da se krece kao jedno kruto telo.

Razdvojimo sistem na delove AB i BC"i dejstvo odgovarajucih veza
zamenimo silama.
Formiraju se jednacine ravanskog kretanja za svako telo posebno

mi‘cl = —X;4+X Bs
mycl = —Y,—-Yp+ G7
. L L L L
Jo,p = XAECOSQO—YAESiHQO—{—YBESiH(p—FXBECOSQO,
mifcz = =X B+ P 5
myCQ = YB + G7
¢ L L 3L
Jo, v = XB§ COS¢+YB§ siny + P(h — 7) cos 1. (a)
A N Medutim Veliéi{le Ty,
yC'la i'Cy yCz7 (;0 1 1/} nisu
/ nezavisne vec su povezane
kinematickim relacijama
h{'B koje proisti¢u iz ¢injenica
da je sistem sastavljen od
! krutih tela. Posto se sta-
y . , . .
5 llcy o p  povi kretu u vertikalnoj

ravnl sistem ima samo

Slika 3.44:
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dva stepena slobode kretanja i polozaj Stapova je potpuno odreden
uglovima ¢ i ¢ koje stapovi zaklapaju sa vertikalnim pravcem. U
cilju nalazenja velic¢ina x¢,, y¢,, Tc,, Yo, izraze se koordinate centra mase
stapova preko uglova obrtanja ¢ i 1. Sa slike je

L L

Ty, = Esingo, xCQZLsingo+§sin¢,
L L

Yo, = Ecosgp, yCQZLcosgo—i-Ecosw.

Posle diferenciranja ovih izraza dobija se

. N L o . . L L 2
To, = —@pCosyp — —p sin = ——psing — —p cos
Cy g PCOSY = ¢ © Yo o PSIY = T ©,
. N 2 . L L2
o, = Lgcosp — Ly sing+ 5@& cos Y — 5@& sin 1),
) L 2 L- | L2
Yo, = —Losing — Ly cosp — Ew sin ) — Ew cos . (b)

U pocetnom trenutku kretanjazat=0jep =9 =01 ¢p = 1/) =0 pa
sledi

. L. .
Tcio T E@Oa Yc,0 = 0,
TCy0. = L(‘Po + 51/}0)7 ngO = 0. (C)

Sada jednacine (a) postaju
L

0 = —Vi—Y5+G,
mlL? . L L
= X4—+Xgp—
12 70 A5 tAB,
mL(900+§¢0) = —Xp+ P,
0 = Yy+0G,
mL? - L 3L
= Xp—+ P(h——). d
D (o 5y + ( 2) (d)

Ovo su osnovne relacije koje vaze izmedu sila i ubrzanja u pocetku
kretanja, odnosno u trenutku ¢t = 0. Zbog toga ovo nije sistem diferen-
cijalnih jednacina, jer one vaze samo u jednom trenutku vremena, vec
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algebarski sistem jednacina. U ovom sistemu (d) imamo 6 jednacina sa

6 nepoznatih. To su ugaona ubrzanja ¢, i "% i reakcije veza X 4,Y4, Xp
i Yp. Velicina h je unapred zadata. Prema uslovima zadatka telo krece
kao jedno kruto telo. Zbog toga ugaona ubrzanja tela moraju biti ista,

odnosno ¢, = 1. Koristeci ovaj uslov i resavanjem algebarskih jedna€ina
(d) nalaze se sve nepoznate veli¢ine

P

Xg = ——, Y3=2
A 117 A Ga

2

Xp = —P, Yz=-G
B 11 ) B )
. - 6 P

Yo = wo—ﬁ_mLa

dok izmedu h i L postoji veza h = (16/11)L.

Primer 48 Teski stap mase m i duZine L, vezan je krajem O zglobom za
horizontalnu ravan dok se drugim krajem naslanja na kosu ravan klina
mase M i nagiba «.(Slika 3.45). U pecetnom trenutku sistem je bio u
miru a Stap je zaklapao ugao 0y sa horizontalnom ravni. Odrediti brzinu
klina u trenutku kada Stap zauzme horizontalan poloZaj. Trenje zanemar-
it.

Primenjuje se zakon o
D promeni kineticke energije.

p=n—a Posto su sve veze idealne
L - y=0—0 A/ 1 ni jedna reakcija ne vrsi
L <75 i rad a takode i sila Mg.
L/ | Rad sile zemljine teze m
A4 C OB\ /Bl | hac sie Zel J
- 5 pri spustanju stapa do hor-

P a) x b) izontalne ravni iznosi

: L .

Slika 3.45: Apg = mg sin Oo. (a)

Iz trougla AOB pomocu sinusne teoreme dobija se
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Odavde je pomeranje klina

+— OB = Lsm(a—G)

sin «v
pa se diferenciranjem po vremenu dobija brzina klina

cos(aw —0)

r=—L 0 b
. sinae (b)
Kineticka energija sistema je
2 M 2 11 2 M _,cos*(a=0).2
= —J 0 + mL*0 + —L* ¢
v Tt T a3 T3 sin” «

Pocetna kineticka energija sistema jednaka jemuli a kad stap dodirne pod
ona iznosi

1 2 M. ..2
Ey(0=0)= émLQHO + 7L260 cot?a

Zakon o promeni kineticke energije glasi
Ep(0 =0) — Bro.= Apg,

odnosno ) YR I
EmLzéo + 7[/290 cot’ a = mgs sin 0.

Konaé¢no se odavde dobija

2 3mg sin 6
~ L(m+3Mcot?a)’
a iz (b) brzina klina
. 3mgL sin 6y
0=0)= .
el 0) mtan? o + 3M

3.6 Obrtanje tela oko nepokretne tacke

3.6.1 Osnovni pojmovi

Ako je kretanje krutog tela ograni¢eno samo jednim nepokretnim sfernim
zglobom, za koji je telo vezano, onda se radi o obrtanju krutog tela oko



