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1 Uvod

Proucavanje poslekriticnog ponasanja elasti¢nih tela ima veoma dugu i
bogatu istoriju. Ta istorija pocinje 1744. godine proucavanjem fleksibilnog pri-
tisnutog Stapa u radu [11]. Medutim, analiza stabilnosti postaje interesantna
tek jedan vek kasnije, kao posledica pojave ¢elicnih konstrukcija. Znacaj nelin-
earne teorije u praksi prepoznat je tek tridesetih godina proslog veka, a opsta
nelinearna teorija analize poslekriticnog ponasanja elasti¢nih tela pojavila se
u doktorskoj tezi profesora Koitera 1945. godine (|23]). Kao odli¢an istorijski
pregled literature do sredine proslog veka navodimo knjigu [43]. Istrazivanja
koja su sledila kasnije u Sezdesetim i sedamdesetim godinama proslog veka
uglavnom su bila vezana za rezultate Britanske [41] i Harvardske skole [7]. Kas-
nije, razvojem tehnike i tehnologija doslo je novih istrazivanja u oblasti teorije
stabilnosti i bifurkacija (grananja). Rezultati tih istrazivanja su uglavnom,
pored ostalih, dati kroz radove profesora Kelera, Antmana, Satingera, Josa,
Dzozefa, Potije-Ferija, Golubitskog i Sefera. Neki njihovi vazniji rezultati su
[21], [3], [34], [19], [30], [15] i [16]. Pored spomenutih, a s obzirom na njegov
uticaj na razvoj teorije stabilnosti elasti¢nih Stapova krajem dvadesetog i u
dvadesetprvom veku, vazno je napomenuti i veliki doprinos profesora Atanack-
ovica ([4]) koji je svojim predanim nau¢no-obrazovnim radom uveo veliki broj
mladih istrazivaca u interesantni svet mehanike neprekidnih sredina.

S obzirom na receno, stabilnost elasti¢nih Stapova je tema velikog broja
kako nau¢nih radova tako i knjiga od kojih svakako treba pomenuti [3] i [23].
U pocetku razvoja teorije stabilnosti elasti¢nih Stapova dominirala je linearna
analiza. Kasnije, razvoj matematickih metoda u oblasti nelinearne analize
doveo je do razvoja i teorije bifurkacija. Kao posledica tog razvoja, analiza
poslekriticnog ponasSanja elasti¢nih Stapova je postala nezaobilazni deo u in-
zenjerstvu.

Zmacaj bifurkacione teorije je narocito prisutan u objasnjenjima i pred-
vidanju interesantnih fizickih fenomena. Potvrda takvog znacaja je misljenje
profesora Koitera [24] da je ¢vrsto ubeden da adekvatno razumevanje fenom-
ena vezanih za poslekriti¢no ponaSanje ne moze biti postignuto bez odgovara-
juceg poznavanja i razvoja teorije bifurkacija.

U svakom slu¢aju, neki od fenomena u oblasti mehanike su sekundarne bi-
furkacije, skokovi izmedu modova izvijanja i poslekriti¢no ponasanje Stapa pri
bimodalnoj optimizaciji ([5], [35], [18], [29]). Kod jednog dela ovih fenomena
zajednicka stvar je pojava da su sopstvene vrednosti bifurkacionog parametra
dvostruke ili bar veoma bliske jedna drugoj. Dvostruke sopstvene vrednosti
se pojavljuju u raznim granama fizike, pa tako i u mehanici. Uoceno je da
se promenom vrednosti drugih fizickih veli¢ina, obi¢no nazivanih pomoénim
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parametrima, moze doc¢i do razdvajanja dvostrukih sopstvenih vrednosti. Pri
tome je uoceno da tada dolazi do grananja u bifurkacionom dijagramu sto
dovodi do pojave novih resenja. Za ta nova resenja, koja nastaju grananjem
primarnih grana (one koje nastaju grananjem trivijalne grane) u bifurkacionim
dijagramima, kazemo da obrazuju sekundarne grane. Mehanizam njihovog
nastanka matematicki je detaljno objasnjen izmedu ostalog i u [5], gde je anal-
iziran diskretan Stap kao i elasti¢na pritisnuta sferna ljuska. U onome $to je
usledilo, pojavio se znacajan broj istrazivanja koja su se bavila sekundarnim bi-
furkacijama kod elasti¢nih Stapova. Uocena je pojava sekundarnih bifurkacija
kako kod ravanskih [50], [51], [32], [18], [49], [12], [13] tako i kod prostorno
deformisanih Stapova [47], [8].

Radovi koji se bave izu¢avanjem stabilnosti stapova na elasti¢noj podlozi
su od posebne vaznosti za istrazivace i inzenjere. Kao primere navodimo rad
[17] koji spada u klasike i nekoliko nedavno objavljenih radova kao 8to su [26],
[40], [54], [20] i [52]. Bitan fenomen, koji se javlja kod elasti¢ne podloge, je
upravo pojava sekundarnih bifurkacija, zbog toga Sto male promene koefici-
jenta linearne krutosti podloge dovode do razdvajanja dvostrukih sopstvenih
vrednosti ([5]).

Uzimajuéi do sada navedeno, razumno je za cilj ove disertacije postaviti
uopsStavanje problema koji je dat u [48]. Konkretno u tom radu je posma-
trano poslekriticno ponasanje Stapa na linearno elasti¢noj Vinklerovoj podlozi
pri dvostrukim sopstvenim vrednostima. Pri tom konstitutivne jednacine su
uzimale u obzir efekte savijanja i smicanja.

Generalizacija je u ovoj disertaciji uradena u dva pravca. Prvo, u ovoj
disertaciji se koristi nelinearna elasticna podloga. Drugo, umesto poslekri-
ti¢tnog ponasanja Stapa pri dvostrukim sopstvenim vrednostima, analizirace se
poslekriticno ponasanje stapa u slucaju kada su sopstvene vrednosti bliske
dvostrukim. Ovo prakti¢no zna¢i da ¢e se analizirati primarne i sekundarne
bifurkacije za vrednosti pomoc¢nog parametra u okolini kriti¢ne vrednosti a
koja odgovara dvostrukim sopstvenim vrednostima.

Treba napomenuti da se tema ove disertacije moze posmatrati i kao gener-
alizacija radova [49], [27] i [32]. U ovim radovima su koris¢ene klasi¢ne Bernuli-
Ojlerove konstitutivne jednacine i linearne geometrijske relacije za analizu
Stapa na nelinearnoj elasti¢noj podlozi, Sto ih ¢ini specijalnim slucajevima.
Kao potvrdu aktuelnosti teme ove disertacije navodimo nedavno objavljen rad
[33]. U njemu je za klasi¢an Bernuli-Ojlerov Stap na linearnoj elasti¢noj pod-
lozi i uz nelinearne geometrijske relacije, analizirano poslekriti¢no ponasanje
u okolini dvostruke sopstvene vrednosti koriséenjem metode date u [9].

Analiticke metode pogodne za lokalnu bifurkacionu analizu statickih prob-
lema mogu se izmedu ostalog naci u [5], [37], [15], [9], [49], 28] i [25]. Vecina



od njih je bazirana koriséenju Ljapunov—émitove metode i Teoreme o implic-
itnoj funkciji. Pored toga znacajnu ulogu u analizi ima i eventualno prisustvo
simetrija koje veoma olakSavaju proucavanje sekundarnih bifurkacija. U ovoj
disertaciji ¢emo pratiti smernice koje su koriséene u analizi primarnih i sekun-
darnih bifurkacija a date su u [49], [13] i [14].

Sada mozemo dati kratak opis teme ove disertacije i njenu organizaciju.
Konkretno, predmet istrazivanja ove doktorske disertacije je poslekriti¢no pon-
asanje pravog aksijalno pritisnutog elasti¢nog stapa koji je izlozen izvijanju.
Konstitutivne jednacine c¢e se izabrati tako da uzimaju u obzir efekte savijanja
i smicanja. Takode , konstitutivne jednacine ¢e biti linearnog tipa i efekat
savijanja ¢e biti uzet u obzir preko klasi¢ne Bernuli-Ojlerove teorije dok ée se
za efekat smicanja koristiti TimoSenkov pristup. Na krajevima Stap ¢e biti
oslonjen na pokretan i nepokretan zglob dok ¢e celom svojom duzinom lezati
na nelinearnoj elasti¢noj podlozi Vinklerovog tipa. Za nelinearnost podloge
izabrace se kubni tip i posmatrace se i meka i tvrda podloga.

Prakti¢no, cilj disertacije je odredivanje uticaja koeficijenata krutosti elasti¢ne
podloge i smicajne krutosti na pojavu, tip i stabilnost primarnih i sekundarnih
bifurkacija u okolinama dvostrukih sopstvenih vrednosti. Kao pomoc¢ni bi-
furkacioni parametar, ¢ija promena izaziva razdvajanje dvostrukih sopstvenih
vrednosti koristi¢e se koeficijent linearne krutosti podloge. Doktorska dis-
ertacija ¢e biti organizovana na sledec¢i nacin.

Prvo ¢e opisati metode analize stabilnosti elasti¢nih Stapova i dati kratak
opis osnovne teorije elasti¢nih Stapova.

Zatim ce se koristec¢i teorijske osnove teorije elasti¢nih stapova formulisati
matematicki model koji opisuje deformacije Stapa u vidu dvotackastog nelin-
earnog problema opisanog obi¢nim diferencijalnim jednac¢inama. Pored toga,
izvescée se i varijaciona formulacija problema.

Kao sledeci korak izvrsic¢e se linearizacija i odrediti sopstveni vektori i sop-
stvene vrednosti. Posto ¢emo koristiti terminologiju iz [3| sopstvene vrednosti
¢e predstavljati vrednosti kriti¢ne sile izvijanja. Primenom Ljapunov—érnitove
metode formirace se dve bifurkacione jednacine, za koje ¢e biti pokazano da
poseduju dvostruku Z, simetriju. Sledece, koriS¢enjem energijskog metoda
¢e se izvesti dovoljni uslovi za stabilnost i nestabilnost poslekriténih polozaja
Stapa.

Primenom Teoreme o implicitnoj funkciji odredice se analiticki grane pri-
marnih i sekundarnih bifurkacija, njihov tip kao i stabilnost i oblik poslekri-
ti¢nih polozaja ravnoteze koji im odgovaraju.

Koris¢enjem dobijenih analitickih resenja, u slede¢em koraku ¢e se izvrsiti
analiza uticaja smicuce krutosti i nelinearnosti podloge na tip bifurkacija, sta-
bilnost bifurkacionih grana kao i na oblik poslekriti¢nih polozaja koji odgo-
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varaju sekundarnim bifurkacijama. Dobijeni rezultati pokazuju da je poslekri-
ti¢no ponasanje veoma kompleksno. Naime, u zavisnosti od nelinearnosti pod-
loge i smi¢uce krutosti, pojavljuje se jedanaest razli¢itih poslekriticnih pon-
asanja Stapa u okolini svake dvostruke sopstvene vrednosti.

Pretposlednji deo disertacije sadrzace rezime dobijenih rezultata. Pored
toga bi¢e navedeni i moguci pravci daljih istrazivanja.

Na kraju disertacije nalaze se dodaci koji sadrze Teoremu o implicitnoj
funkciji, bifurkacione dijagrame i dijagrame koji kvalitativno opisuju sve moguée
oblike poslekriti¢nih ugiba ose Stapa koji odgovaraju sekundarnim bifurkaci-
jama. Posle dodataka naveden je i spisak koris¢ene literature prilikom izrade
disertacije.



2 Metodi analize stabilnosti

Za odredivanje kriticnih vrednosti opterec¢enja pri kojima Stap gubi stabilnost
uspesno se koristi nekoliko metoda. Stap se moze nac¢i u ravnotezi u vise
razli¢itih polozaja, sto sledi iz ¢injenice da postavljeni nelinearani problem
moze imati viSe reSenja tj. reSenje nije jedinstveno.

2.1 Metod bliske ravnotezne konfiguracije

Metod bliskog ravnoteznog polozaja, koji je ujedno i najstariji metod, postavio
je Ojler polazeci od ¢injenice da reSenje problema nije jedinstveno. Postavlja
se pitanje: ako se spoljasnje opterec¢enje koje deluje na Stap povecava kvazis-
taticki, da li postoji kriticna vrednost pri kojoj ¢e se pojaviti dva, razlicita,
ali veoma bliska ravnotezna polozaja? Pod razli¢itim ravnoteznim polozajima
misli se na razli¢ita stanja deformacije pri kojima je stap u ravnotezi. Osnovni
primer je elastican Stap koji je pritisnut aksijalnom silom na jednom kraju.
Kako se sila na kraju Stapa povecava, u jednom trenutku doéi ¢e do dva ili
viSe ravnoteznih polozaja, gde je jedan od njih polozaj gde je doslo do izvi-
janja Stapa, dok je drugi polozaj u kom Stap ostaje prav. Ako je intenzitet
sile isti za dva moguca bliska ravnotezna polozaja, sledi da postoji tacka bi-
furkacije. Ovaj metod se matematicki moze redukovati na problem sopstvenih
vrednosti, gde su kriti¢ni uslovi (opterecenja pri kojima dolazi do gubitka sta-
bilnosti) dati bas sa sopstvenim vrednostima. U okviru ovog metoda stabilnost
i nestabilnost ravnoteznog polozaja date su slede¢im definicijama ([4]):

Definicija 1 Nek: poloZaj ravnoteZe elasticnog tela se naziva stabilnim ako
pri datom opterecenju i granicnim uslovima u okolini tog poloZaja ne postoji
ni jedan drugi bliski poloZaj ravnoteZe.

Definicija 2 Neki poloZaj ravnotezZe elasticnog tela se naziva nestabilnim
ako pri datom optereéenju i granicnim uslovima u okolini tog poloZaja postoyi
bar jedan drugi bliski poloZaj ravnoteZe.

Da bismo iskoristili navedene definicije treba odrediti polozaje ravnoteze
(8to je obi¢no veoma tesko) ili neko njihovo kvalitativno svojstvo. To se obi¢no
svodi na analizu nelinearne jednacine

F(y(£),A) =0 (2.1)

gde je F = {Fi}tic12 0, ¥(§) = {yi}ti=12..n € € (0,1), a A je m-dimenzioni
vektor koji se sastoji od parametara problema. Nelinearnom sistemu jednacina
(2.1), se u konktretnim problemima pridruzuje i sistem grani¢nih uslova u

obliku
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gde je T = {T;}ic19,. 0, dok & € {0,1} ¢ = 1,2,...,n. Konkretno, umesto
da odredujemo ta¢na reSenja sistema (2.1),(2.2), na$ cilj ¢e biti da odred-
imo njihov broj u zavisnosti od vrednosti parametara. Za postizanje tog
cilja koristi¢emo Ljapunov-Smitov metod. Ako sa |ly| oznacimo odgovara-
juéu normu refenja sistema (2.1), (2.2), tada nam Ljapunov-Smitov metod
omogucava formiranje bifurkacionih dijagrama (dijagrama odziva). Prakti¢no,
bifurkacioni dijagrami predstavljaju vezu norme ||y| i A. Neka je m = 1 i
y = 0 reSenje za svako \. Tada to reSenje nazivamo trivijalnim reSenjem a
reSenja koja nastaju njegovim grananjem nazivamo primarnim granama bi-
furkacije. ReSenja koja nastaju grananjem primarnih grana nazivamo sekun-
darnim granama bifurkacije. Takode, tacke u kojima se javlja grananje nazi-
vamo tackama bifurkacije.

W

-

Slika 1: Primeri bifurkacionih dijagrama

Na Slici 1 dati su neki primeri bifurkacionih dijagrama. U onome Sto sledi,
nas ¢e zanimati slucaj 4 gde se pojavljuju i sekundarne bifurkacije.

2.2 Energijski metod

Energijski metod je metod gde se kriticna optereéenja mogu dobiti posma-
tranjem totalne potencijalne energije sistema. U okviru analize stabilnosti
energijskim metodom obi¢no se uvodi sledeca definicija stabilnosti polozaja
ravnoteze:

Definicija 3. Ravnotezna konfiguracija elasticnog stapa pod dejstvom konz-
ervativnog sistema sila je stabilna ako i samo ako totalna potencijalna energija
ima slabi lokalnt minimum u klasi dopustivih pomeranja.
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U opstem sluc¢aju potencijalna energija elasticnog stapa II je funkcionela
koja preslikava normirani linearani prostor X u R. Ova funkcionela ima glob-
alni minimum u tacki xy € X ako je zadovoljen uslov:

II(x) > II(xo),

za svako x € X i x # xg. Sa druge strane II ima lokalni minimum u tacki
xo € X ako postoji okolina U tacke x( takva da za svako x €U N X i x # X,
vazi

II(x) > II(xo).
Potreban uslov za postojanje lokalnog minimuma u tacki xy je postojanje
okoline U tacke xq takve da je za svako x €U N X vazi ([4])

DJIl(xo)h = 0,
Dyl (xo) (h,h) > 0, (2.3)

gde je Dy (-) izvod po x a h =x —x,. Takode, dovoljan uslov za lokalni
minimum funkcionele TI(x) u tacki xo € X je postojanje okoline U tacke xq
tako da za svako x eUN X i h =x — x¢ vazi (|4])

Dyll(xo)h = 0,
Dol (x0) (1) > ¢l (2.4)

za neki realan broj ¢y. Dakle, na osnovu navedenog kao najvazniji rezulat ovog
dela mozemo zakljuciti da ispunjenost dovoljnih uslova (2.4) vodi ka stabilno]
ravnotezi, dok postojanje hy, koje zadovoljava uslov

Dy Il (x0) (hy,hy) <0,

vodi ka nestabilnom ravnoteznom polozaju jer je time narusen potreban uslov
(2.3)3 za stabilnu ravnotezu.

2.3 Dinamicki metod

S obzirom da u okviru ove disertacije neé¢e biti koris¢éen ovaj metod, a radi
celovitosti prezentacije da¢emo samo opisno njegovu definiciju prema Ljapunovu
([4]). Tako kazemo, da je polozaj ravnoteze elasti¢nog Stapa stabilan ako sva
moguca kretanja Stapa, izazvana promenom pocetnih uslova, ostaju u bliskoj
okolini ravnoteznog polozaja svo vreme. Takode, ako sva kretanja teze ka
polozaju ravnoteze kada vreme tezi ka beskona¢nosti kazemo da je ravnotezni
polozaj asimptotski stabilan. Napominjemo da je upotreba ovog metoda vazna
ukoliko su opterecenja nekonzervativna.



3 Kratke osnove teorije elasticnih Stapova

U ovom delu ce biti formulisane osnovne jednacine koje opisuju ravnotezu
elasti¢nih stapova. U opStem sluc¢aju one se sastoje od jednacina ravnoteze,
geometrijskih veza i konstitutivnih jednacina. Sa fizicke strane bice uzeti u
obzir efekti savijanja, kompresibilnosti i smicanja Stapa. Mi éemo posmatrati
samo ravanske deformacije Stapa. Pretpostavlja se da je Stap napravljen od
takvog materijala da se veza izmedu prese¢nih velic¢ina i mera deformacije moze
opisati pomocu linearne zavisnosti. Prilikom izvodenja osnovnih jednacina
teorije Stapova uveséemo sledece pretpostavke ([4]) :

1) Ravni preseci u nedeformisanom stanju ostaju ravni u deformisanom
stanju
2) Poprecni preseci na stapu ne menjaju svoj oblik i veli¢inu

Prezentovane jednacine ¢e se odnositi na Stapove koji su pravi u nede-
formisanom polozaju. Za analizu krivih Stapova mogu se koristiti jednacine
date u [4].

3.1 Jednacdine ravnoteze

Neka je C' neprekidna ravanska kriva koja predstavlja osu elasti¢nog stapa u de-
formisanom polozaju. Da bismo opisali deformaciju Stapa, u ravni, uveSéemo
fiksni koordinatni sistem xy sa jedini¢nim vektorima i i j, respektivno. Pri
tome ¢e vektor i biti u pravcu ose Stapa u nedeformisanom polozaju. U de-
formisanom polozaju, polozaj proizvoljnog preseka Stapa ¢e se opisati koordi-
natama x iy. (Slika 2).

of i X
i
y
y
— 0
s Z dy
Tl ds
C
X dx
Y
y

Slika 2: Osa stapa u deformisanom polozaju
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Neka je S € [0, L] lu¢na koordinata koja odreduje polozaj proizvoljnog
preseka Stapa pre deformacije, a L duzina Stapa u nedeformisanom polozaju.
Ako krivu C' parametrizujemo koristeéi koordinatu .S, krivu C' mozemo opisati
sa funkcijama x = z(S), y = y(S5), koje su glatke funkcije na intervalu
[0, L]. U onome 8to sledi s ¢e biti lu¢na koordinata uzduz ose elasti¢nog stapa
u deformisanom polozaju, ili uzduz krive C'. Za pisanje jednacina ravnoteze
posmatra¢emo element Stapa u deformisanom polozaju. Posmatrajuéi Sliku 3,

-

X

\ Ii+dH‘

| s

dx }M-‘rdM

y VV+dV

Slika 3: Opterecenje elementarnog dela Stapa

dolazimo do jednacina ravnoteze elementarnog dela Stapa u obliku:
Y Fl = H+dH + q,dS — H=0,
Y Fi = V+4dV+qdS— V=0,
> MP = dM+(V+dV)de— (H+dH)dy + mdS=0,  (3.1)

gde su ¢, i g, opterec¢enja po jedinici duzine u nedeformisanom polozaju duz
x 1y osa, m predstavlja neprekidno rasporedene spregove po jedinici duzine u
nedeformisanom polozaju, H i V' su komponente presecne sile u proizvoljnom
preseku R = Hi+ Vj, a M je moment savijanja. Posle sredivanja, jednacine
ravnoteze (3.1) postaju

dH

dS - qﬂ?)

av _ _

as W

dM dx dy

[zvedimo sada jednacine koje medusobno povezuju geometrijske veli¢ine.
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3.2 Geometrijske relacije

Na osnovu Slike 2 za elementarni deo deformisane ose Stapa (kriva C) u
tacki (z,y) sledi

dr=dscosf,  dy=dssinf. (3.3)

Jednacine (3.3) odreduju funkciju 0 (S5), koja predstavlja ugao koji zaklapa
tangenta na osu Stapa u deformisanom polozaju sa x osom. Dilataciju ose
Stapa definisemo kao $to je uobicajeno sa

ds —dS ds
= g =as L (3.4)

3

Na osnovu (3.3), (3.4) sledi

de = dscosf = (1+¢)dScost,
dy = dssinf = (1+¢)dSsiné. (3.5)

Predhodne jednacine predstavljaju geometrijske relacije koje ¢e se koristiti za
matematicku formulaciju problema. Napominjemo da su one nelinearnog tipa.

3.3 Konstitutivne jednacine

U slucaju ravanske deformacije elasti¢nih Stapova kod kojih se uzimaju
u obzir efekti kompresibilnosti i smicanja potrebno je formulisati tri kon-
stitutivne jednacine. Te jednacine povezuju presec¢ne veli¢ine: aksijalnu i
transverzalnu silu i moment savijanja sa merama deformacije. U opStem
slu¢aju postoji vise na¢ina da se to uradi ([3], [4]). U okviru ove disertacije mi
¢emo iskoristiti Timosenkov pristup. Kao posledicu uveséemo tri mere defor-
macija %, €1 7. Veli¢inu v nazivamo ugao klizanja i definiSemo kao promenu
ugla koji zaklapaju tangenta na osu Stapa i popre¢ni presek. Geometrijski

prikaz je dat na Slici 4.

Slika 4: Presec¢ne sile i ugao klizanja

Sledec¢i Timosenkov pristup prvo ¢emo presec¢nu silu R razloziti na kom-

ponenete u pravcu tangente na osu $tapa i na njemu ortogonalan pravac (Slika
4). Tako dobijamo



3.4 Opste jednacine teorije elasticnih Stapova 11

N = Hcosf+ Vsinb,
Q = —Hsinf+Vcosb, (3.6)

gde su N i () normalna i transverzalna sila. Konstitutivne jednacine prema
Timosenku (|42], [6]) su sada oblika

N = FAe,
GA
Q = 7%
de  dy
= FI (ﬁ — @) , (3.7)

gde je E modul elasti¢nosti, G modul klizanja, A povrsina poprec¢nog pre-
seka Stapa, I aksijalni moment inercije i £ Timosenkov korekcioni koeficijent.
Koristeci (3.6), jednacine (3.7) moZzemo zapisati kao

Hcosh+Vsing = FEAe,

A
—Hsinf 4 Vcos = %fy,
dg  dy
M = FEI (% — ﬁ) . (3.8)

Vazno je napomenuti da su konstitutivne jednacine (3.7) linearnog tipa jer je
veza presecnih veli¢ina i mera deformacije linearna.

3.4 Opste jednacine teorije elasti¢nih Stapova

Na osnovu prethodnih izlaganja moZzemo formulisati kompletan sistem jed-
nacina TimoSenkovog pristupa. On se sastoji od jednacina ravnoteze, ge-
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ometrijskih relacija i konstitutivnih jednacina. Dakle, imamo

dH
dS
av
dS
dM
dS
d_a:
dsS
dy
dS
Hcosf+ Vsind

—Hsinf +V cost

M

—(qx,

_qy7
dx dy
_Vﬁ + Hﬁ —m,

(14 ¢)cosb,

(1+¢)sindb,

(3.9)

Jedna¢inama (3.9), je prilikom reSavanja, potrebno pridruziti odgovarajuce

grani¢ne uslove.



4 Matematicka formulacija problema

Kao $to je navedeno u uvodu, osnovni cilj ove disertacije ¢e biti analiza poslekri-
ticnog ponaSanja pravog prizmati¢nog elasticnog pritisnutog Stapa. Ova sek-
cija ¢e biti posve¢ena odredivanju jednacina ravanske deformacije Stapa. Pri
tome ¢e se uzeti u obzir efekti savijanja i smicanja, dok se efekat kompresibil-
nosti nec¢e uzeti u obzir.

Posmatraéemo Stap duzine L i poprecnog preseka A koji je u krajnjim
tackama vezan za podlogu zglobnim osloncima (Slika 5). Takode, duz cele svoje
duzine Stap ¢e biti oslonjen na nelinearnu elasti¢nu podlogu koja u opstem
slu¢aju moze biti mekog ili tvrdog tipa (Slika 5). Kod desnog oslonca Stap ¢e
biti optere¢en konstantom silom intenziteta F' koja deluje u pravcu ose Stapa u
nedeformisanom polozaju. Za odredivanje deformacija, koristi¢emo nepokre-
tan Dekartov koordinatni sistem zOy (Slika5). S obzirom da je osa Stapa
nekompresibilna (aksijalna krutost je beskonacna) vazi da je € = 0 odnosno

s=2S.

Slika 5: Pritisnuti Stap na nelinearnoj elasti¢noj podlozi

Neka su ¢, 1 ¢, komponente otporne sile podloge po jedinici duZine ose
Stapa. S obzirom da ¢emo pretpostaviti da je nelinearnost kubnog tipa, ne-
linearnu podlogu modelujemo tako $to pretpostavljamo da su komponente ot-
porne sile podloge oblika

q: =0, gy = —ay — by, (4.1)

gde su a i b koeficijenti koji odreduju krutost podloge. Prakti¢no, (4.1) znaci da
podlogu matematicki modelujemo kao niz neprekidno rasporedenih vertikalnih
nelinearnih opruga (Slika 5). S obzirom da nema neprekidno rasporedenih
spregova (m = 0), da je osa Stapa nekompresibilna kao i da vazi (4.1), osnovne
jednacine (3.9) se mogu napisati u obliku
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dH
s 0
j—g = ay + by,
Cfl_]\; = —VcosO+ Hsind,
Z—; = cosb,
% = sin6,
%fy = —Hsinf+ Vcosd,
M = FEI (% — ;l—;) : (4.2)

Kao §to je uobicajeno, veli¢ine FI i GA nazivamo savojnom i smic¢u¢om
krutosti. Grani¢ni uslovi koji odgovaraju sistemu (4.2) slede sa Slike 5 i oblika
su

z(0) = 0,
y(0) =0,
y(L) =0,
H(L) = —F
M(0) = 0,
M(L) = 0 (4.3)
Iz (4.2) 1 (4.3) sledi
H(S)=-F. (4.4)

Koristeéi (4.3) i (4.4) jednacine (4.2) mozemo transformisati u
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av 3

75 = ay + by”,

dM .

4S5 —V cosf — F'sinf,

dy .

5 - sin 6,

Moo= Bl o= E (psing 4V cosh) (4.5)
= 7S o Fsin 0 ) .

gde su granic¢ni uslovi oblika

y (0) 0,
y (L) 0,
M(0) = 0,
M(L) = o0 (4.6)

Da bismo jednacine (4.5) transformisali u pogodniju formu uvodimo sledeé¢u
zavisnu promenljivu

k :
@—Q—Q(FsquLVCOSQ). (4.7)
Sada iz (4.5)4 sledi
de
El— =M 4.8
dS Y ( )

Sto posle diferenciranja postaje

2o dM
BI—C ==,
ds? — ds

Izvod momenta se moZe prikazati preko (4.5)s pa prethodna jednacina postaje
d2
E[d_éi = —Vcosf — Fsind, (4.9)
Koristeci (4.7) mozemo (4.9) zapisati kao
d*p GA
— = —— (p—0)=0. 4.10
7o " ppp P 0 =0 (4.10)

Eliminacijom veli¢ine 6, koriste¢i (4.5)3 sledi
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> GA [ . (dy
d_SQ — E @ — arcsin (ﬁ)} =0. (411)
Iz (4.7) sledi
1 [GA .
V= s _T(¢—9)+Fsm6} :
Sada koris¢enjem (4.5)s kao i trigonometrijske relacije cos = 1/1 — (sin 9)2
sledi
1 GA . [ dy dy
V= — | = —F—=>. 4.12
= () oy o
- (%)

Diferenciranjem (4.12) i koris¢enjem (4.5); posle sredivanja dobijamo drugu
diferencijalnu jedna¢inu drugog reda

. (d d
d | GAarcsin (%) —o B Fas = ay + by® (4.13)

koja zajedno sa (4.11) ¢ini zatvoren sistem dve diferencijalne jednacine drugog
reda koje opisuju deformaciju Stapa preko promenljivih y i ¢. Graniéni uslovi
koji odgovaraju sistemu (4.11) i (4.13) slede iz (4.6) i (4.8) i oblika su

y(0) = 0, y(L)=0,

dyp dp

dS(O) = 0, dS(L) =0. (4.14)
U onome §to sledi, pretpostaviéemo da je 0 < a < 0o, —o00 < b < o0. Veli¢ine
ovih konstanti odreduju krutost podloge. Fizicki ovo znaci da ¢emo analizirati
i meku i tvrdu elasti¢nu podlogu.

Pri matematickom modeliranju fizickih pojava vazno je smanjinjiti broj
fizikih parametara kako bi analiza problema bila laksa. To obi¢no postize
uvodenjem bezdimenzijskih veli¢ina. Iz tog razloga uvode se sledece bezdi-
menzione veli¢ine:

. S _ al' - LS
-1 " Er T ED
GAL? FL? y
I BT T V=7 (4.15)
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tako da sistem dat sa jedna¢inama (4.11) i (4.13) i grani¢ni uslovima (4.14)
postaje

!/ /
!

arcsin (¢') — ¢

p A ——| —ay b’ =0
1- () 1— ()
¢ —plp—aresin(y)] = 0,  (4.16)
zajedno sa
7(0)=0, y(1)=0, ¢'(0)=0, ¢(1)=0, (4.17)

gde je () = %. Treba napomenuti da je 7 = ¢ = 0 trivijalno resenje sistema
(4.16), (4.17). To znaci da ¢e posle uvodenja poremecaja trivijalnog resenja
dobijene jednacine biti iste kao i (4.16) i (4.17). U daljem tekstu jednacine
(4.16) i (4.17) ¢e biti polazne jednacine za lokalnu bifurkacionu analizu.

U onome $to sledi vazno je napomenuti da sistem (4.16) i (4.17) poseduje

varijacionu formulaciju. U tu svrhu uvedimo

1 1 .
L= (¢ + sl — aresin (7)) = A1 —\/1— @)*| + 257 +-7",
2 2 2 4
i funkcionelu (7, 7y, ¢') sa
1
(7.7, ¢) = / Ldt. (4.18)

0

Sa fizicke strane funkcionela (4.18) predstavlja totalnu potencijalnu energiju.
Sistemu (4.16) i (4.17) odgovaraju Ojler-Lagranzeve jednacine

s obzirom da je



18 4 MATEMATICKA FORMULACIJA PROBLEMA

oL I,
Fy = ay+by’,
oL o,
9 ple — arcsin (7')]
1(@) | plaresin (7') — o) \ 7
dat \oy | - B — 2|
% - () J1- @)

i az _ /!
dt \oyp' ) 7

Napominjemo da su jednacine (4.16) i (4.17) kao i totalna potencijalna energija
(4.18) generalizacija osnovnih jednacina koje su koris¢ene u [48].
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5 Lokalna bifurkaciona analiza

5.1 Uvod

U ovoj sekciji bic¢e izvedena lokalna bifurkaciona analiza primenjena na prob-
lem (4.16) i (4.17). Preciznije, izvesce se:

1. analiticke formule na osnovu kojih se moze odrediti najmanja vrednost
bezdimenzijske sile A pri kojoj se pojavljuje izvijeni polozaj Stapa (kriti¢na sila
izvijanja) u zavisnosti od parametara,

2. bifurkacione jednacine koje opisuju bifurkacije u okolini najmanje dvostruke
sopstvene vrednosti,

3. analiticke formule koje opisuju primarne i sekundarne grane bifurkacije
u okolini najmanje dvostruke sopstvene vrednosti,

4. analiticke formule koje odreduju stabilnost primarnih i sekundarnih
grana bifurkacije.

Kako bi zadrzali sto jednostavniji i elegantniji zapis problema za njegovu
analizu, potrebno je iskoristiti aparat matematicke analize. Dakle, neka je x
vektor definisan kao x = (7, p)” gde su 7 i  neprekidne funkcije sa neprekid-
nim drugim izvodima. Definisa¢emo sledece prostore funkcija

x:x = (7,9)" € C*([0,1],R) x C*([0,

J— 1]7R>7
X o= {y<o>=0, H(1) =0, ¢(0)=0, ¢1)=0, }
Z = {z:z="(z,2)€cC(0,1,R) x C([0,1],R)}, (5.1)

gde je C?([0,1],R) prostor svih funkcija koje imaju neprekidan drugi izvod
i preslikavaju [0,1] u R, dok je C([0,1],R) prostor neprekidnih funkecija koje
preslikavaju [0, 1] u R. Norme na X i Z su

2 2

2
Ixll% = (sup || +sup || +sup [27])*, 2] = (sup |=i])*
i=1 i=1

Sa ovim normama X i Z postaju Banahovi prostori. Takode, definisa¢emo i
skalarni proizvod na Z ([22])

1
(21,22), = / zlzodl, N 71,25 € 7.
0
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Treba napomenuti da je X C Z i da je preslikavanje I : X — Z neprekidno.
Problem se sada moze postaviti u kompaktnoj formi, tako sto se uvodi sledeéi
nelinearni operator G: Ry xRy x U — Z

/ /
arcsin(g )—¢ | 7 - 7.3
G (\a,x)= {“ 1-(7)? } A { 1—(y'>2} ay = by, (5.2)
@" — p (¢ — arcsin (7)),

gde je U C X otvoren skup u okolini x = (0,0). Sistem jednacina (4.16),
(4.17) sada postaje

G (\@,x) = 0. (5.3)

Veli¢ine A i @ ¢e se u daljem tekstu nazivati bifurkacioni i pomoéni parametar,
respektivno. Pored toga, nelinearni operator (5.2) ima sledeca svojstva

G(\a,x=0) = 0,
G(\a,—x) = -G\ a,x), (5.4)

za sve vrednosti A\ 1 a.

5.2 Odredivanje kriti¢ne sile izvijanja

Da bismo odredili kriti¢ne sile izvijanja potrebno je analizirati linearan prob-
lem. U tu svrhu izra¢unacemo Freseov izvod L(\, @) = DxG(\, @, 0) operatora
G ()\,@,x) ux = 0. Tako dobijamo

_ _ — Ny — py' —ay

L\ a)x = D,G(\ @, 0)x = (n _ . 5.5

apx = DG o= { OV e 55

Sada se problem odredivanja kriti¢ne sile svodi na reSavanje jednacine
L(\,a)x = 0. (5.6)

Sto u razvijenom obliku postaje

(h=NY" =’ —ay = 0,
¢ —pule—7) = 0 (5.7)
TraZena reSenja jednacine (5.6) su zapravo sopstvene vrednosti i sopstveni

vektori linearnog operatora L(\, @) u terminologiji koris¢enoj u [3]. U daljem
tekstu analiziraéemo samo sopstvene vrednosti koje odgovaraju najmanjim
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vrednostima sile pri kojoj je mogué izvijeni polozaj (kriti¢na sila izvijanja).
Sopstvene vektore koji odgovaraju sopstvenim vrednostima ¢emo nazvati mod-
ovima izvijanja. Za slu¢aj A # u jednacine (5.7) postaju
y" + Ky' + Ry =0, (5.8)
sa grani¢nim uslovima
y(0) =y(1) =y"(0) =y"(1) =0, (5.9)

pri ¢emu su konstante K i R oblika

S]]

P

L - (5.10)
1-2 1-2

Problem istog tipa se pojavljuje i u [48]. Opste resenje (5.8) zavisi od vrednosti
parametara A,a@ i u kao i u problemu stabilnosti Bernuli-Ojlerovog Stapa na
linearnoj elasti¢noj podlozi ([4], [36]). Medutim, kompletna analiza pokazuje
da se kriti¢na sila dobija kao
a n’n?
A = e n €N, (5.11)

w2n?  p+ w2n?’

gde veli¢ina n odreduje mod izvijanja. Mi ¢emo narocito obratiti paznju na
slucaj kada su kriti¢ne vrednosti sile (najmanje sopstvene vrednosti) dvostruke
u smislu da jednoj vrednosti sile odgovaraju dva moda izvijanja. Karakteris-
ti¢na jednacina (5.11) pokazuje da je za 0 < @ < pu? najmanja vrednost kriti¢ne
sile

a) jednostruka i odredena sa

2,2 1)% 74
An ako @, <a<a, gdeje a, = o (n )7 5, (5.12)
(o +72n2) [+ 72 (n +1)7]

b) dvostruka i odredena sa

—% 2,,2
A=Ay = Ay = o D
n — \n — \n+1 —

m™n? g+ mn?

ako a=a (5.13)
Vrednosti A} i @} u daljem tekstu biti karakteristi¢ne vrednosti bifurkacionog
i pomoc¢nog parametara. U nastavku dodajemo da za @ > p? nema dvostrukih
vrednosti kriti¢ne sile. Koriste¢i (5.12) 1 (5.13) mozemo graficki prikazati vred-
nost najmanje kriticne sile za 0 < @ < p?, i neku vrednost bezdimezijske
smicajne krutosti, recimo p = 50 (Slika 6)
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—% —% % 2 =
0 a, a, a, u o a

Slika 6: Dijagram kriti¢ne sile izvijanja u zavisnosti od parametra a za pu = 50

Kako bi se odredili modovi izvijanja koji odgovaraju najmanjoj dvostrukoj
vrednosti kriti¢ne sile, analizirace se sluc¢aj kod kojeg je zadovoljeno 1 —\/p >
0, \—a/u>01iK*—4R >0, gde su K i R dati sa (5.10). Opste reSenje
jednacine (5.8) glasi

gy = C1 cos it + Cysiny t + C5 cos Yot + Cy sin ot (5.14)

gde su Cy,Cy, C5 i Cy proizvoljne konstante dok je v12 = \/K FVK?—-4R.
Resavanjem jednacina (5.14) i (5.9) za @ = @, dobija se najmanja dvostruka
vrednost kriti¢ne sile A, = A}, dok resenje jednacine (5.6) postaje

X:D1X1+D2X2:D1|:y1 :|+D2|:y2 :| (515)
Y1 P2

Veli¢ine x; i x2 u (5.15) odgovaraju modovima izvijanja, Dy i Dy su proizvoljne
konstante dok funkcije 41, 92, 1, 1 (2 imaju oblik

Y1 = sinnmt,
o = sin(n+1)mt,

puna
o = —,u+n27r2 cos nmt,

_ _prlntl) 1)t 5.16
w2 = M+(n+1)2w2cos(n+ ) mt. (5.16)
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Treba napomenuti da u zavisnosti od moda izvijanja n funkcije 1, 92, ©1
i ¢y su ili simetri¢ne ili antisimetricne u koordinatnom sistemu definisanom
sa horizontalnom ¢ osom i vertikalom osom koja prolazi kroz srediste Stapa.
Ova simetri¢na i antisimetri¢na svojstva su od klju¢nog znacaja za odredivanje
bifurkacionih jednacina.

Moze se zakljuciti da za @ = @’ i A = A%, (5.15) pokazuje da je prostor
nula operatora L(\,@") dvodimenzionalan tj. da je dim N(L(\:,a@})) = 2.

U slucaju kada je kriti¢na sila izvijanja jednostruka (jednacina (5.12)) resa-
vanjem (5.8) za A —a/pu > 0,1 —\/pu > 01 K? — 4R > 0 gde su konstante K
i R date sa (5.10), dobija se resenje za (5.6) u obliku

X = D1X1 = D1 |: o :| . (517)
¥1

gde je x; odgovaraju¢i mod izvijanja, Dy je proizvoljna konstanta dok su

funkcije 91 1 1 date sa (5.16).

5.3 Bifurkacione jednacine

Jedan od osnovnih zadataka lokalne bifurkacione analize je da odrediti broj
reSenja nelinearnih problema kada neki fizicki parametar uzima vrednosti u
okolini svoje kriti¢ne vrednosti. Pored toga potrebno je, barem priblizno,
odrediti i oblik tih reSenja kao i njihovu stabilnost. Kako je u veéini sluca-
jeva nemoguce odrediti analiticka reSenja problema, potrebno je koristiti neke
od matematickih metoda za lokalnu analizu. Jedan od tih postupaka je i
Ljapunov—émitova metoda i ona ¢e biti koris¢ena u okviru ove disertacije. Os-
novna ideja ove metode je da umesto analize reSenja originalnog problema
(u ovom slu¢aju diferencijalnih jedna¢ina) analiziraju resenja algebarskih jed-
nacina na osnovu kojih se moze odrediti broj reSenja originalnog problema.
Sama metoda je dobro poznata u literaturi a zainteresovanom ¢itaocu se pre-
porucuje [15]. Mi ¢emo u nastavku pratiti postupak koji su koristili [22] i
[49].
Kao prvo primetimo da za operator G (\, @, x) postoji funkcionela IT (A, @, x) ,

data sa (4.18) takva da zadovoljava

DiI(\@x)h=(G(\ax),h) VheX, Vxel, (5.18)

gde je Dy (-) izvod po x. Takve operatore ¢emo zvati potencijalnim opera-
torima.
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Kao drugu vaznu ¢injenicu napominjemo da je L(\:, @) Fredholmov op-

erator sa indeksom nula ([53] i [15]). Ova ¢injenica kao i (5.18) omogucava da
se prostori X i1 Z predstave preko direktne sume na sledeéi nacin (|22])

X=N(L(X\,a,))®R(L\,a))NX, Z=NL(\,a))®R(L(\,a)),

(5.19)
gde je R(L(A:,a)) slika od L(A:,@’). Sada se proizvoljna funkcija koja pri-
pada X ili Z moze zapisati na slede¢i nacin

X =aX) + fXo +1u, 2z =7X;+ 0Xy + V, (5.20)
gdesu a, 3,710 proizvoljne konstante, u € R (L(A\:,a}))NX iv € R(L(A;,a)).

Iz uslova da je dim N(L(\:,@")) = 2 kao i (5.19) jednacina (5.3) je ekviva-

n’ n
lentna sa

<G O‘?m X) 7X1> = 0,
<G ()"67 X) 7X2> = 0,
(G(\T@,x),v) = 0. (5.21)

Napominjemo da jednacine (5.21); » opisuju projekciju G (A, @, x) na prostor
nula operatora L(\!, @), a jednac¢ina (5.21)3 opisuje projekciju G (A, @, x) na

R(L(X:,@;) . Kako je restrikcija L(\:, @) na R (L(\:, @))NX bijektivno pres-

n’» “'n n’»-’'n n’ -’'n

likavanje na R (L(AX,@’)) moguce je primeniti Teoremu o implicitnoj funkciji

na (5.21); (Dodatak C). Na taj nac¢in dobija se reSenje po u u obliku

u=u(\a,ax; + [x2), (5.22)

u okolini (u, o, 8, A\,@) = (0,0,0,\%,a@"). Pri tome Ljapunov-Smitov metod
implicira da je ([15])

=0 ((lal + 1] )?). (5.23)

Uvedimo sada slede¢a dva ogranic¢ena linearna operatora S; : Z — Z i = 1,2,

kao
) = e (20)
) = (—1>"(j;2<21—_t1)>. (5.24)
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Moze se pokazati da ovi operatori imaju sledec¢a svojstva

S? =1, i=12,
<SiZ1,SiZ2> = <Z1,Z2>, 71,20 € Z, 1=1,2,

Slxl = Xji, 81X2:—X2, SQXlz—Xl, SQXQZ X9. (525)
Takode vazi i

IT(\ @, Six) =11 (\ a,x) i=1,2 (5.26)

na osnovu ¢ega, kao i definicije potencijalnog operatora, sledi

(G (\,@,x),h) = DJII(\,@x)h = DI (A, @ Six)h = (G (\a,Sx), Sih).

Kako je zbog (5.25)1 2

<G ()\, a, Sl}() y Szh> = <Sl2G ()\, a, SZX> y Slh> = <SZG ()\, a, SZX) s h> ,
konacno sledi

G ()\,6, X) = SzG (/\,6, SZX) > 1= 1, 2. (527)
Neka je z e R (L(\!, @) . Tada, s obzirom na (5.21)3

n»-n

<G ()\,a, axy + ﬁXz + U()\,a, ax) + 6X2)), Z> = 0,
kao i (5.25) i (5.27) vazi

(S:G (\, @, ax; + fx2 + u(\, a, ax; + 0x32)), Siz) (5.28)
= (G (\a,S; (ax) + Ox3) + Sju(\, @, ax; + 0x3)), S;z) = 0.

Posto je S;z € R(L(A:, @), zbog jedinstvenosti reSenja po u i (5.28) sledi

n’ -'n

u (A, @, ax; + fxg) =S;u(\,a,S; (ax; + fx2)). i =1,2. (5.29)

Zamenom A = X' + AN ia = @ + Aa u levu stranu bifurkacionih jednacina
(5.21)1 2 definiSemo dve funkcije
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[ (aaﬁa A>‘a Aa) = <G /\ a X) >
= G\, + AN a; + Aa, axy + X2 + u)]Txldt:O,
0
92 (a, B,AN Aa) = (G (A @,x),X2)

{
1
/[G()\;'; + AN T+ AT, ax; + Bxs +1)]” xpdt =0(5.30)

gde je u = u(\! + A\ @ + Aa,ax; + x3) . Pokazimo sada da jednacine
(5.30) poseduju vazna svojstva. Posmatrajmo prvo slucaj

g1 (—a, B, AN, Aa) = (G (\, @, —ax; + fx2 + u(\, @, —ax; + £X2)),X1) .
(5.31)
Desnu stranu jednacine (5.31) mozemo, koristec¢i (5.25), (5.27) i (5.29) trans-
formisati na sledeé¢i nac¢in

g1 (—a, B,AN, Aa) = (G (A @, —ax; + Oxy +u(\ @, —ax; + fX2)), X1)
= (G (\,@, 5 (ax; + Oxz) + u(\, @, Sy (ax; + X2))), X1)
= (G (A, @, 52 (ax1 + fxa) + Sou(, @, axy + fx2)),X1)
= (G (N @, Sa(ax; + %2 + u(A, @, ax; + 0%3))), X1)
= (S2G (N, @, ax; + fx2 +u(\, @, ax; + fx2)),X1)
= (S3G (\@,ax; + Bx2 4+ u(\, @, ax; + $%2)), Sax1)
= (G (N, ax; + 0%y +u(\, @, ax; + X2)), —X1)
= —(G(\a,ax; + fxy +u(\, @, ax; + x2)),X1) .

Dakle, na osnovu izvedenog vazi

[ (_avﬁaAAaAa):_gl (a,ﬁ,A)\,AE) . (532)
Sli¢no se moze pokazati da funkeije g1 (o, 5, AN, Aa) i g2 (o, 5, AN, Aa) zado-

voljavaju sledece

92 (_Oé7/87A)‘7Aa) = 92 (057/87 A/\7Aa> )
g1 (Oé, _BvA)\vAa> = 01 (OC,B,A)\,AE) )
92 (OZ, _57 A)‘> Aa) = —92 (CY, B? A)U Aa) : (533)
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Svojstva data sa (5.32) i (5.33) oznacavamo sa Z, @ Z» i nazivamo ih dvostruka
Zy simetrija ([15], [49]). Sada mozemo napisati bifurkacione jednacine u razvi-
jenoj formi. Dakle, razvijanjem (5.30) u Tejlorov red u okolini (A, Aa,x) =
(0,0,0) i koriséenjem (5.23) kao i

L\, a@) (ax) + fxy) = 0,

n)»-n

(LAY, @ )u,axy + fxg) = 0,

n’'n

jednacina (5.30) postaje

g1 (o, B,AN, AG) = (a1 AN+ biAG)a+ pa® +raf? + ahy =0,
g2 (o, B, AN, AT) = (asAN 4 byAT)S + qBa® + s3° + Bhy = 0, (5.34)

gde su koeficijenti oblika

1 1
ar = /ylyi’dt, az _/ywéldt’
0 0
1 1
bl = /y12dt, b2 - /y22dt7
0 0
1
1
P= 5 / {6by; + 3u13/; [y () + (BN = 4)yy) + 2pe1yy] — ppryy’ } dt,
0
1

1
ro= g / {y1[6byr1y2” + v (et + (BN — 4p)yy) +
0
+2u/5 (47 (el + (BX — 4p)yy ) + 1 (2 + 01y2))] + 202115 Y,
1
1
¢ = 3 / {y2[6byayn® + ¥ (h + (3N — 4p)ys)
0

!N

+207 (v () + (X = 4p)yy) + w (w2 + 0135)) + 210195 |
— ppay Y Ht,

1
1
S = & / {6bya" + 3yays [vh (e + (3X — 4p)y3) + 2p025]
0

— ppoys Y, (5.35)
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ah; = hi(a, B, A\, Aa), 1 = 1,2 oznacavaju ¢lanove viseg reda po (o, 8, A\, Aa).
Koriséenjem (5.13) i (5.16) dobijamo konac¢ne vrednosti koeficijenata

1 2.2
o = gt 4= LT
1 1
by = - by = =
1 27 2 2a
5wt (n+n?)’m = u(3n 4 1)2 - n?)]
= b
S Y (R B

5 mA(L et () — (n+ 1% + )l
r = q=-b+

4 8 (n*m* + p) (1 +n)*m® + ) 7
B 3(_) (1+n)*nSu [(n + 02?72 4 p((n+1)% - Snz)} -
ST R 16 (n2m2 4+ ) (1 4+ n)?w2 + p) (5.36)

Radi vecée opstosti u daljem tekstu nece se koristiti relacija da je » = ¢ osim
ako ista nije neizbezna. Takode, pretpostavljamo da su nedegenerativni uslovi
zadovoljeni ([37], [49], [12])

ajag # 0, ajbs—ashy #0, a1q—asp #0, ars—asr #0, ps—qr #0. (5.37)

Prva dva uslova su ispunjena za svako n € N. Znacaj uslova nedegenerativnosti
¢e postati jasniji prilikom kasnije analize bifurkacionih jednacina.

Na kraju ovog dela vredi napomenuti da se, koristecéi (5.20)q, (5.22), A\ =
A: 4+ AN ia =a, + Aa, totalna potencijalna energija moze napisati u obliku

I (o, B, AN, AG) = TI(\X + AN, @ + AT, ax; + Xz + 1), (5.38)

gde je u = u(\, + A\, @’ + Aa,ax; + (x2). Potencijalnu energiju datu sa
(5.38) ¢emo zvati redukovana totalna potencijalna energija i njena uloga ¢e biti
prevashodno u odredivanju stabilnosti poslekriticnih polozaja stapa. Takode,
moguce je bifurkacione jednacine izvesti i koristeéi redukovanu totalnu poten-
cijalnu energiju ([22])

om_ . om_
da 98

U slede¢em delu analizira¢emo primarne i sekundarne grane bifurkacije.

0.
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5.4 Lokalne bifurkacije

U ovom poglavlju praticemo rezultate iz [49], [37] i [12]. Preciznije, odredi¢emo
broj resenja jednacine (5.3) u okolini (A, @, x) = (A%, @}, 0) kao i njihov priblizni
oblik. Za ovu analizu prvo se mora definisati termin grana bifurkacije. Pod
ovim terminom podrazumevaé¢emo neprekidnu krivu koja je definisana vred-
nostima (A, x) u Ry x X. Glavni cilj ¢e biti analiza primarnih i sekundarnih

grana bifurkacije.

5.4.1 Primarne bifurkacije

Kao sto je ranije navedeno primarne grane bifurkacije su one koje se granaju
iz trivijalnog resenja (A, 0), dok su sekundarne grane bifurkacije one koje se
granaju iz primarnih grana. Kako bi se odredile ove grane koristic¢e se svojstva
(5.32) 1 (5.33) na osnovu kojih se bifurkacione jednacine (5.34) mogu napisati
u obliku ([15])

g1 (o, B,AN, Aa) = ag, (o, B, A\, Aa)

= « [alA)\ + b1 AG + pa+ B34 hi(a, B, AN, Ad)} =0,
92 (. B,AN Aa) = g, (a, 8,4, A Aa)

= BlasAN+bAT + go + s + ho(o,f,AN, Aa) |=0. (5.39)

gde su g, (o, B, A, N\, Aa) i 7, (o, B, A, A\, Aa) kvadratne funkcije po ai . Iz
jednacine (5.39) sledi da je & = 8 = 0 jedno njeno reSenje. S obzirom na (5.20)
i (5.22) to resenje odgovara trivijalnoj grani. U sluc¢aju kada je p # 0 teorema
o implicitnoj funkciji i (5.39); pokazuju da za = 0 postoji primarna grana,
u oznaci F%, koja je data sa

B _ { A= X+ AN X) : x =ax + (o, A7), } (5.40)

A= - BAT - 2a? 4+ 0(of, Aae?, Aa?) 7 '
gde (o, Aa) pripada maloj okolini tacke (0,0), dok veli¢ina /f;(Oé, AG) oznacava
¢lanove viseg reda po (a, A@). Ova primarna grana se razdvaja od trivijalne u
(Af + AX,0). Na slican nacin, a = 0, (5.39)s i teorema o implicitnoj funkeiji
daju drugu primarnu granu 1”1362

rB2 _ ) (A= X5 4 ANX) x =P, + h(B, A7), (5.41)
1 A=\ - BAG-— 2524 0(8, Aap?, Ad?) [
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gde (8, Aa) pripada maloj okolini tacke (0,0) dok veli¢ina ﬁ(ﬁ , A@) oznacava
¢lanove viseg reda po (5, Aa).

Napominjemo da postojanje operatora 5; implicira da reSenja ax; +
u (N, @, axy) i fxa+u (N, @, fx2) nelinearnog problema (5.3), a koja odgovaraju
primarnim granama F% i F%, nasleduju svojstva simetrije i antisimetrije lin-
earnih reSenja x; i xy datih sa (5.25), respektivno. Da bi smo to pokazali

primetimo da za primarnu granu ' na osnovu (5.22), (5.25)3 i (5.29) vazi

Si(axi+u (N a,ax;)) = aSix;+ Siu (A, G, axq)
= aSix;+u (\a,aS1x;)
= ax;+u (\a ax;). (5.42)

Sli¢no se pokazuje da za primarnu granu F%’ vazi
52(6X2+u ()\,a, ﬂXg)) = OéSgXQ + 5211 ()\,a, ﬂXg)

OéSQXQ +u ()\, 6, 552X2>
= BXQ—FU (/\76, /BXQ) . (543)

Sada na osnovu definicije operatora S; kao i (5.42), (5.43) slede simetrije i
antisimetrije reSenja nelinearnog problema.

5.4.2 Sekundarne bifurkacije

Pokazimo sada nacin na koji se odreduju sekundare grane bifurkacije. Osnovni
matematicki alat ¢e biti teorema o implicitnoj funkciji sto je ¢esta praksa u
teoriji lokalnih bifurkacija. Kao $to je uradeno u [12] uveséemo prvo dva skalara

o = sgn[(aby — a1by) (a1q — aszp)],
Xo = sgn[(agby —aibs) (ays — agr)], (5.44)

i zatim transformisati bifurkacione jednacine (5.39) uvodenjem smena

A==\, a—-a =vr, a=vf [B=un (5.45)

Na taj nain umesto resavanja bifukacionih jednacina g, (o, 5, AN, Aa) = 0 i
7o (0, B, AN, A@) = 0, resavacemo lokalno jednacine

@1 (gan7A77—7 V) = 07 g? (57777‘/\77—7 V) = 07 (546)
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gde je

%gl(Vfa vn, V2N, V?T) ako v #0
aiA + by + pE2 4+ rn? akov =0 '’
712@2@5’ v, VA, V2T) ako v # 0
asgA +bor + g2+ s> akov=0 "

91(6777:/\77-7 V) = {

92(67777‘/\77-7 V) = { (547)

a) Odredimo prvo sekundarne grane bifurkacija koje se granaju iz pri-
marnih grana I'}. Prvo ¢emo lokalno regiti sistem (5.46) za 7 = 7, . Dakle
reSavacemo

g1(§7n7A)T07V) = 07 92(57777A770aV> = Oa (548>

Kako bi se resile jednacine (5.48) primetimo da sistem

gl(fa 07 A7 To, 0) = alA + blTO + pfz = 07
92(£,0,A,70,0) = asA+byro+ ¢€° =0, (5.49)

ima sledece resenje

— bop — b
A = Ry= 22724
ai1q — agp
_ by — a1b
£ = 4f, =4, 202 (5.50)
ai1q — azp

S obzirom da je na osnovu uslova nedegenerativnosti

991 04 =
A OE +2 -

‘ % ﬁ Zl :tQZq)gO = izfo (Cqu - a2p) # O,
oA (95 (ﬁ,ﬁ»A:V):(igo»U:KO»O) 2 0

teorema o implicitnoj funkciji daje jedinstvena lokalna resenja A(n,v)ié&(n,v)
jednacine (5.48) u okolini (£, 1, A, v) = (££,,0, Ap,0). ReSenja ¢emo formalno
zapisati u obliku

gde su A(n,v), &(n,v) kvadratne funkcije po 7 i v s obzirom na (5.45).
Koristeéi razvoj u Tejlorov red, (5.51) mozemo zapisati kao
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Am,v) = A —1-52212\(0 0)n* + O(V?, n*),
fe) = Bt 30,00 00" (5.52)

Teorema o implicitnoj funkeiji, (5.52) i (5.48) odreduju koeficijente u obliku

(1491)

asr —aqs 1

9*\ - 0%¢

S (0,0) =221 5(0,0): _.

on a1q — azp on a1q — asp &,

Sada za vrednosti Aa = @ — @, = 1 jednacine (5.20);, (5.45) i (5.52)

odreduju sekundarne grane bifurkacije I'2! koje se granaju iz T2}, Ove sekun-
darne grane imaju oblik

(5.53)

A=A+ ANX):
I (Ad = Pm) = X =20 G+ 550,000 x1 + vy + B, v),
A= 02 [A +123(0,0) ] O, Y,
B (5.54)
gde veli¢ine (n,v) pripadaju okolini (0,0), dok h(n, v) oznacava Clanove viseg
reda po (7,v). Bitno je napomenuti da za Aa = 1?7y, (5.50) implicira posto-

janje dve bifurkacione tacke na Fﬁj, dok za Aa = v*(—7p) ne dolazi do pojave

ni jedne tacke bifurkacije na T'2!.

b) Odredimo sada sekundarne grane bifurkacija koje se granaju iz primarne
grane F%. Prvo ¢emo resiti sistem (5.46) za 7 = xo . Dakle resavacemo

g1(€7777A7X07V) = Oa .@2(5’777A>X07V) =0. (555)
Kako bi se lokalno resile jednacine (5.55) primetimo prvo da sistem

G1(0,7,A,x0,0) = arA+bixo + 7”772 =0,

32(0,m,A,x0,0) = asA+baxo+ sn° =0, (5.56)
ima reSenje
~ bar — b
Ay = 270
a1S — Q9T
~ by — aib
N = iMXO- (5'57>

a1S — asr
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Uslovi nedegenarativnosti sada obezbeduju

91 O ~
A aq :l:27"770 ~
5 om = 0| = £975 (a15 — asr) # 0,
oA D . as =£2sno
n (51777A1V):(03:tﬁ01A070)

pa na osnovu Teoreme o implicitnoj funkciji sledi jedinstveno lokalno reSenje
A(n,v) in(&,v) jednacine (5.55) u okolini (&, 7, A, v) = (0, £7y, Ao, 0). U ovom
sluc¢aju resenja ¢emo zapisati kao

A=A(Ew), n=+0Ev), (5.58)

gde su K(f, v), n(&, v) kvadratne funkcije po £ i v s obzirom na (5.45). Razvoj
u Tejlorov red (5.58) sada postaje

~ ~  18%A

Rer) = Kot 3 0,006 + 002 )
TEw) = ot 5gea0.0)8 + 007 ). (5.59)

Sli¢no kao u slucaju a) koeficijente nalazimo u obliku (|49])

82K(o 0)=2 20 °1) 0,0y = 19— 2p 1

0&2 asr — @18 0&2 asr — aisy

Za vrednosti Aa = a—a’ = v*y, jednacine (5.20), (5 45) 1 (5.59) odreduju
sekundarne grane blfurkacue I'22 koje se granaju iz I'22. a date su sa

(5.60)

(A=X + A\ x):
DB (A7 = 2yo) = § X =véxi £ [+ 32300, 0)52} x; + h(€,v),
A= X+ 02 [Ro + 523(0,0062) + 004, 126,

B (5.61)
gde veli¢ine (&, v) pripadaju maloj okolini (0,0), dok h(§,v) oznacava ¢lanove
viseg reda po (&,v). Treba obratiti paznju da (5.57); kada je Aa = 1%y
implicira da postoje dve bifurkacione tacke na I' %, dok za Aa = v*(—xo)
nema ni jedne tacke bifurkacije na primarnoj grani I'?

S obzirom na definiciju 7 i xo vazi sledeca relacija

70 = sgn [(a1q — azp) (ars — azr)] Xo,
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na osnovu koje, kao i rezultata pod a) i b), mozemo zakljuciti:

1) ako je (aiq — asp) (ays — aor) > 0 tada za Aa = v?yo = v?7y postoje
po dve bifurkacione tacke na svakoj primarnoj grani F% i F%. Kao sto je
pokazano u [37], sekundarne grane FzBEI i FQBEQ formiraju zatvorenu krivu koja
povezuje sve bifurkacione tacke na primarnim granama I'2! i I'?2. Kada Aa —
0 ova kriva nestaje (|37], [39], [12]). Kao posledica, za Aa = 0, postoje dve
primarne grane bifurkacije koje se granaju iz trivijalne grane u (A}, 0).

2) ako je (a1q — agp) (a1s — aor) < 0 tada za Aa = v?1y = v*(—xo) postoje
dve bifurkacione tacke na I'2! dok za A@ = 1v?xy = —1*1 postoje dve bifurka-
cione tacke na I‘%’. U slucaju da je Aa = 0, ¢etiri primarne bifurkacione grane
nastaju iz trivijalne grane u (A:,0), ([37], [39], [12]).

Prethodni zakljuc¢ak bice koriséen u znacajnoj meri kod graficke prezentacije
lokalne bifurkacione analize u bifurkacionim dijagramima u («, 5, \) prostoru.
Treba napomenuti da (5.32) i (5.33) impliciraju da ¢e u bifurkacionim di-
jagramima, ravni (o, A) 1 (8, A) biti ravni simetrije. Kao posledica za bilo
koje mesSovito resenje (reSenje koje se odnosi na sekundarnu granu) postoje jos
tri kombinovana reSenja koja imaju istu totalnu potencijalnu energiju. Ova
reSenja slede, koriséenjem prvog resenja i nekoliko njegovih rotacija oko ver-
tikalne ose simetrije i ose Stapa pre deformacije.

5.5 Stabilnost poslekriticnog polozaja Stapa

S obzirom da je Stap opterecen konzervativnim opterecenjem za analizu sta-
bilnosti poslekriticnih polozaja Stapa koristic¢e se energijski metod. Kao sto je
ranije navedeno (|2], [4], [6]) smatra¢emo da je ravnotezni poslekriti¢ni polozaj
Stapa stabilan ako totalna potencijalna energija ima lokalni minimum u klasi
dopustivih deformacija. U suprotnom smatra¢emo da je polozaj ravnoteze
nestabilan.

Kako bi se odredila stabilnost resenja koje odgovaraju primarnim i sekun-
darnim granama bifurkacije, sledi¢emo rezultate dobijene u [44], [30] i [49].
Preciznije, zbog elasti¢nosti Stapa moze se pokazati ([44]) da za A < A\ op-
erator Dy 1 (\,a@’,0) zadovoljava DIl (A, @, 0) (x,x) > ci||x[|> na X za
¢1 = const > 0. Na osnovu navedenog i neprekidnosti Dy, IT (A, @, 0) po A
sledi ([44], [49])

Dy L (N, @, 0) (u,u) > oflull?, VYue XNR(LOE,a)),

n 'n? n’)»-'n

gde je co = const > 0, a ||-|| je odgovaraju¢a norma. Sada se mogu koristiti
rezultati dati u [30], koji pokazuju da se stabilnost odredenog ravnoteznog
polozaja Stapa moze odrediti koriste¢i redukovanu totalnu potencijalnu en-
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ergiju II (o, B, A\, A@). U tu svrhu definisa¢emo prvo matricu stabilnosti

92 9211
S= [ Do Dol ] , (5.62)
8B B2
gde su
=
IT
8_ = m AN+ b AT+ 3pa’ + B2+ hy + a%,
da? Oo
011 Oh
i as AN + by AT + qa® + 3882 + hy + ﬁa—;,
o°11
(‘)aaﬁ = 27‘Oéﬁ + h12,
O°11
(9B80z = 2qozﬁ + hlg, (563)

a veli¢ine his oznacavaju ¢lanove viseg reda. Napominjemo da (5.63) sledi s
obzirom da je

o1l

— = AN, Aa
Do g1 (Oé, 67 >\a a) ;
o1l _
% = 9 (aa 67 A)‘u ACL) :

Za odredivanje stabilnosti ¢emo koristiti pozitivnu definitnost matrice sta-
bilnosti jer je to dovoljan uslov za minimum redukovane totalne potencijalne
energije. To mozemo uraditi i koristeci ¢injenicu da su za simetri¢nu matricu
stabilnosti, uslovi pozitivne definitnosti ekvivalentni uslovima pozitivnosti sop-
stvenih vrednosti ([38]) ili koristeci Silvesterov kriterijum.

Sa druge strane da bi smo odredili nestabilnost moramo pokazati da u
ravnoteznom poslekriticnom polozaju Stapa redukovana totalna potencijalna
energija nema lokalni minimum. To mozemo uraditi koristeé¢i ¢injenicu da je
postojanje bar jedne negativne sopstvene vrednosti matrice stabilnosti dovol-
jan uslov za ne postojanje minimuma redukovane totalne potencijalne energije
(138]).

Za svaku bifurkacionu granu ¢emo posebno formirati matricu stabilnosti i
zatim odrediti odgovarajuce uslove stabilnosti.

a) Primarna grana I'!. Da bismo dobili matricu stabilnosti za granu
'l treba izraz za AN iz (5.40) zameniti u (5.62) uz uslov da je § = 0. Na taj
nacin dobijamo
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2pa’+0(Aaa?, o) 0
S(I'y)=

0 alq;azp&2+alb2(1_1a2bl AT + 9] ((AE)Q, AEO&Q, &4)

(5.64)
Posto je matrica stabilnosti S(I'2!) data sa (5.64) dijagonalna sledi da su obe
sopstvene vrednosti pozitivne za Aa # 01 («, 5, Aa) u okolini (0,0, 0) ako vazi

by — asb
p>0 i BRTEUAG S, (5.65)

a

Dakle, ako vazi (5.65) bifurkaciona grana F% je stabilna. Medutim, ako je

p<0 il ﬂﬁiﬁ@Aa<Q (5.66)
1
tada je bar jedna sopstvena vrednost matrice stabilnosti S(F%) negativna za
Aa # 01 (a, B, Aa) u okolini (0,0,0). Dakle uslov (5.66) vodi ka nestabilnosti
bifurkacione grane I'!.
b) Primarna grana I'’2. Na slican nacin kao u slucaju a) zameni¢emo
izraz za AN iz (5.41) u (5.62) uz uslov da je @ = 0 i tako dobiti matricu
stabilnosti koja odgovara grani F% u obliku

a2ra_a1562+a2b1a_a1b2 AE—i—O ((Aa>2, AaﬁQ’ 54) 0
S =| 2
0 256% + O (Aaps?, p*)
(5.67)
Posto je i matrica stabilnosti S(I'22) data sa (5.67) dijagonalna sledi da su obe

sopsvene vrednosti pozitivne za Aa # 01 («, 5, Aa) u okolini (0,0,0) ako vazi

by — aib
s>0 1 BRTURAG S, (5.68)

ag

te je grana F% stabilna. Medutim ako je

by — aqb
s<0 ili A2 AG -, (5.69)
az
tada je ponovo bar jedna sopstvena vrednost matrice stabilnosti S(I'2) neg-
ativna za Aa # 01 («, 8, Aa) u okolini (0,0,0). Dakle uslov (5.69) vodi ka

nestabilnosti bifurkacione grane I'[2.
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¢) Sekundarna grana I'}!. Da bismo dobili matricu stabilnosti za granu
I'2 potrebno je izraz za A iz (5.54) zameniti u (5.62) uz koridéenje (5.45) i
(5.53). Sada je matrica stabilnosti koja odgovara sekundarnoj grani I's!

_2 —
2p& + O (V2 ) 2r&gn+ O (vPn,n?)
S(TEy = 12 PSo , 0 ’ . 5.70
() = 2¢€n + O (V*n,n?)  2sn* + O (V*n?) (5.70)

Posmatrace se sada stabilnost ravnoteznih polozaja koji odgovaraju sekun-
darnim granama I'J!. Uzimajudéi u obzir da je r = ¢, i koristeéi Silvesterov kri-
terijum za pozitivnu definitnost matrice stabilnosti (5.70), za (1, v) u okolini
(0,0) sledi da je dovoljan uslov za stabilnost grane I's! oblika

p>0 1 ps—qr >0, (5.71)

Sa druge strane kada je
p<0 ili ps—qr<0, (5.72)

tada je ponovo bar jedna sopstvena vrednost matrice stabilnosti S(I'2!) neg-
ativna za (n,v) u okolini (0,0). Dakle uslov (5.72) vodi ka nestabilnosti bi-
furkacione grane I'2!.

d) Sekundarna grana I'}?. Za matricu stabilnosti grane I'y2, potrebno
je izraz za A\ iz (5.61) zameniti u (5.62) uz koris¢enje (5.45) i (5.57). Matrica
stabilnosti koja odgovara sekundarnoj grani ng sada je

2pE2 4+ O (V2€2)  2rmpé + O (L3, €3)

S2) = | g + 0 (26,67 257 + O (V2. &)

(5.73)
Posmatrace se sada stabilnost konfiguracija koje odgovaraju sekundarnim granama
F%. Uzimajudéi u obzir da je r = ¢, i koriste¢i Silvesterov kriterijum pozitivne
definitnosti matrice stabilnosti (5.73), za (n,v) u okolini (0,0), sledi da je
dovoljan uslov za stabilnost grane F% oblika

s>0 1 ps—qr>0. (5.74)
Medutim za
s<0 ili  ps—qr<o, (5.75)

bar jedna sopstvena vrednost matrice stabilnosti S(I'>?) je negativna za (&, v)
u okolini (0,0) . Dakle uslov (5.75), vodi ka nestabilnosti bifurkacione grane
k.
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U ovom delu bi¢e predstavljeni rezultati koji opisuju poslekriticno ponasanje
Stapa oslonjenog celom svojom duzinom na nelinearnu elasti¢nu podlogu u
blizini dvostruke vrednosti kriti¢ne sile Ay. Obrati¢e se naroc¢ito paznja na
uticaj smicuce krutosti i nelinearnosti podloge na tip bifurkacija, stabilnost
bifurkacionih grana i poslekriti¢ni ugib (pomeranje u y pravcu) ose Stapa.
Posmatracée se problem kada je Aaw malo i Aa # 0 iz razloga Sto je taj slucaj
najbitniji za inZenjere. Treba napomenuti da su za specijalni sluc¢aj kada je
Aa = 0 rezultati dobijeni u ovoj disertaciji u saglasnosti sa rezultatima datim
u [48].

6.1 Primarne grane
6.1.1 Primarna grana I'7}.

Prvo, razmotri¢e se primarna grana bifurkacije I’% data sa (5.40). Poslekri-
ti¢ni polozaj Stapa, koji odgovara grani F% , kao Sto je ranije pokazano,
nasleduje svojstvo simetrije reSenja linearnog problema x;. Koriste¢i (5.36)

i (5.11) dobija se

b B el )t (3 1) - )
a 4n2m? 8 (n?m? + ) [(1 + n)?n? + y ’
1

gde je sa AB! oznacena kriti¢na sila koja odgovara pojavi grane F%. Iz (5.11)
i Slike 6, sledi da je AB! takode i najmanja kriticna sila za Aa < 0. Za pu > 0
in € Niz (6.1); se dobija sledece

P > 0, ako B>l§f1,

a1

P 0, ako l_):l_yfl,

a

A 0, ako b <0, (6.2)
a1

gde je

0 ((n+ 1) nPr® — p(3(n +1)° — "2)].

b —
' 6 (n*m* + p) [(1 + n)*m® + ]
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Sada ¢emo obratiti paznju na tip bifurkacija koje odgovaraju F% kada je
Aa # 0. Kako je tip bifurkacije odreden sa (5.40), t.]

b
A= N — 2Ag— L2 4 0(af, ATa?, AT), (6.4)

mozemo zakljuciti da se radi o vilastoj bifurkaciji. Napomenimo da s obzirom
na definiciju vazi i

b
ABU = \(AT,a = 0) = X — L Aa + O(AT).
ai

Analiza (5.40) i (6.2) pokazuje da u zavisnosti od smic¢uce krutosti i ne-
linearnosti podloge ova vilasta bifurkacija moze biti superkriticna ako vazi
(6.2); dok je za (6.2)3 bifurkacija subkriti¢na. Koristeci (6.2) mozemo graficki
prikazati oblasti koje odgovaraju superkriti¢noj i subkriti¢noj bifurkaciji u b
dijagramu (Slika 7). Analizom (6.3) zakljuc¢uje se da su za svako n € N ovi
dijagrami kvalitativno isti i da je njihov opsti oblik je dat na Slici 7.

S
\\\\|§TAB]LAN AKO Aa<0 |
g e
el | | SUPERKRITICAN |
3(n+1)z—r/zf’ h=b"
- | NESTABILAN |
/ | suskriTiCAN |
0~ ./ ‘ ‘ u

Slika 7: Stabilnost i tip bifurkacije za primarnu granu I'>!

Velic¢ine koje su koriséene na slici 7 su sledece

o= én4 [3(n+1)* —n?| 7°,
nb(1 + n)? [2\/3(1 + )2+ )2 +3n) — (T(n + 1)2 — n?)| 7

I
5 6(1 + 2n)2 ’

gde je b = bit horizontalna asimptota a b2 minimum krive b = b7 (). Kao
posledica ovoga sledi da za b > bJ' i proizvoljnu smicucu krutost ; dolazi samo
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do superkriti¢ne bifurkacije, dok za b < Z_JSB ' i proizvoljnu smic¢ucu krutost u
dolazi samo do subkriti¢ne bifurkacije. Ova posledica je vazna kako bi inzenjeri
izbegli pojavu subkriticnih bifurkacija za proizvoljnu smi¢uc¢u krutost p pri
koris¢enju nelinearne elasticne podloge (b > b5 > 0). U specijalnom slucaju
kada je b = 0, bifurkacije mogu biti i superkriti¢ne i subkriti¢ne u zavisnosti
od veli¢ine pu. Ovaj specijalan slucaj je analiziran u [48] i ovde prezentovani
rezultati odgovaraju rezultatima iz [48]. Treba napomenuti da za b2 < b < b5
tip vilaste bifurkacije zavisi od oba parametra, i od nelinearnosti podloge b kao
i od smicuce krutosti p (Slika 7).

Kako bi odredili stabilnost ravnoteznih polozaja koji odgovaraju grani F%
izra¢unace se sopstvene vrednosti matrice stabilnosti (5.64). Pri tome ¢emo
razlikovati dva sluc¢aja b < B?l ib> Z_)f;l: Tako u slu¢aju kada je b < 51191, jed-
nacine (6.1); 1 (5.36) daju p < 0, §to s obzirom na (5.66) vodi ka nestabilnosti
primarne grane Ff’al . Sa druge strane, u slu¢aju kada vazi b > Bf !, jednacine
(6.1); 1 (5.36) daju p > 01 ‘“bza;lazbl < 0. Sada postoje dve moguénosti u
zavisnoti od vrednosti A@. Naime, uslov (5.65) implicira stabilnost grane I'!
za AG < 0 i nestabilnost iste grane T'?! za Aa > 0 (Slika 7). Veoma bitna
za in%enjere je moguénost da za Aa < 0 grana F% moze biti stabilna ako je
b> byt

Slika 8: Bifurkacioni dijagram za primarnu granu F%

Na osnovu navedenog sada graficki na Slici 8 mozemo prikazati bifurkacionu
B . . . C.. o .
granu I'\7 u zavisnosti od parametara. Isprekidana linija oznacava nestabilnost
a puna stabilnost grane I'f.

6.1.2 Primarna grana I'}2.

Sada ¢e se obratiti paznja na primarnu granu I'2 koja je data sa (5.41).
Poslekriti¢ni polozaj stapa koji odgovara F% nasleduje svojtva simetrije reSenja
linearizovanog problema xo. U ovom slucaju iz (5.36) i (5.11) dobija se
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. . (14 n)wby [(n+1n2)° 72 + p((n + 1)? — 3n2)
Tam Mt 8 (2 + ) [(L + n)?a + 11 |
1
cr n+ (n+ 1)27T2 a, ( )

gde je A\B2 kriti¢na sila koja odgovara I'2. Napominjemo da iz jednacine (5.11)
i Slike 6, sledi da je A5? i najmanja kriticna sila za Aa > 0 in € N. Sli¢no
kao u prethodnom slu¢aju iz (6.5); dobija se

2 > 0, ako B>l§f2,

)

2 0, akogzl_)fQ,

a2

% <0, ako b<b®, (6.6)
a2

gde je

(1+n)w®u | (n+n?)* 72 + p((n + 1)* — 3n?)

B =
' 6 (n?72 + ) [(1+ )22 + 1]

Tip bifurkacije je sada odreden sa (5.41), t.]

n

A=)\ — 2AT - 552 +O(B4, Aas?, AT?), (6.7)
2

pa ponovo mozemo zakljuciti da se radi o vilastoj bifurkaciji. Napomenimo da
s obzirom na definiciju vazi i

by

a2

M2 = \(Aa, B =0) = X\ — =Aa + O(A@?).

Jednacine (6.7) i (6.5) pokazuju da je bifurkacija superkriti¢na ako je (6.6);
zadovoljeno dok je bifurkacija subkriti¢na ako je (6.6)3 zadovoljeno. Za razliku
od grane F% postoji razlika izmedu sluc¢ajeva kada jen =1 i n > 2. Na Slici
9 su pokazane oblasti koje se odnose na superkriti¢ne i subkriti¢ne bifurkacije
za n = 1. Sa druge strane na Slici 10 su prikazane oblasti koje se odnose
na superkriti¢ne odnosno subkriti¢ne bifurkacije za n > 2. Veli¢ine koje su
koriSéene na ovim dijagramima su
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. 876

o =

2 3 3

- 1

be = 6(1 +n)* [3712 —(n+ 1)2} 7°

B, n%(1 + n)o#°

b4 — - y

6 [2\/§n\/(n —1)(1 +3n) + (Tn2 — (n +1)2)

su gde je b :_Bf ? horizontalna asimptota na Slici 9, 533 % horizontalna asimptota
na Slici 10 i )” minimum na Slici 10 krive b = b ().

n=1 /

0 50 /yxf /)56 00 #

g \ SUPERKRITICAN ‘
~1000 f
g |STAB[LAN AKOAa>0 |
2000 [
EZBZ f: 7777777777777777777777777777777777777777777777 E: !;‘32
_3000L ‘ NESTABILAN ‘

‘ SUBKRITICAN ‘

Slika 9: Stabilnost i tip bifurkacije primarne grane F% zan=1

U slucaju kada je n = 1, Slika 9 pokazuje da za b > 0 i proizvoljnu smi¢ucéu
krutost ; dolazi samo do superkriti¢ne bifurkacije, dok za b < l_)B ? 1 proizvoljnu
smicucéu krutost p javlja se samo subkriti¢cna bifurkacija. Medutim, ako je
b22 < b < 0 bifurkacija zavisi od oba parametra: nelinearnosti podloge b
i smic¢uce krutosti p (Slika 9). U slucaju kada je n > 2 svi dijagrami su
kvalitativno isti. Njihove opstl oblik, koji je dat na Slici 10 je veoma slican
onom koji odgovaraja grani F Tako da se za b > sz ib< b4 , javljaju
superkriti¢ne i subkriti¢ne blfurkacue, repektivno. Jos Jednom se ponavlja da
se za proizvoljnu smi¢uéu krutost g moze izbeéi subkriti¢na bifurkacija tako
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Sto Ce se koristiti nelinerna trvda elasti¢cna podloga (b > b2? > (). Medutim,
ako je bY? < b < b tada bifurkacija zavisi od oba parametra: b i u (Slika 10).

|STABILAN AKO Aa>0

‘ SUPERKRITICAN ‘

‘ NESTABILAN ‘

‘ SUBKRITICAN ‘

0 nznz(n+1)z u
3n’—(n+1y
b I

Slika 10: Stabilnost i tip bifurkacije primarne grane F% zan =2

U ovom slucaju matrica stabilnosti (5.67) vodi ka analizi dva razlic¢ita
slucaja b < b i b > b, Iz uslova da je b < b2, jednagine (6.5); i (5.36)
vode ka s < 0 §to prouzrokuje nestabilnost grane I'? na osnovu (5.69) bez
obzira na vrednost Aa. Drugi slucaj, kada je b > 131132, vodi ka s > 0. Posto
je % > 0, uslov (5.68) vodi ka stabilnosti grane I'?? za A@ > 0, dok
uslov (5.69) implicira nestabilnost grane I'?? za A < 0. Na slikama 9 i 10
prikazane su oblasti stabilnosti i nestabilnosti za n = 1 i n > 2, respektivno.
Iz inZenjerske perspektive treba obratiti paznju da za Aa > 0, grana I’% moze
biti stabilna ako je b > b2,

[ ‘[

* B,
0 = & o4 A
/ -7 S A / //\_ 4
b<b b>b f; b<b b>b"
2

Slika 11: Bifurkacioni dijagram za primarnu granu F%
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Na osnovu navedenog sada graficki na Slici 11 mozemo prikazati bifurka-
cionu granu I’% u zavisnosti od parametara. Isprekidana linija oznacava nesta-
bilnost a puna stabilnost grane I'[2.

Na kraju ovog dela, a kao rezultat navedene analize izdvoji¢emo i dva
interesantna slucaja:

1. U okolini svake najmanje dvostruke sopstvene vrednosti primarne grane
koje odgovaraju najmanjim kriti¢nim silama (A2 za Aa < 01 A\B? za Aa > 0)
su uvek superkriti¢ne i stabilne za proizvoljnu smic¢ucéu krutost p ako se koristi
nelinearna tvrda elasti¢na podloga (b > max {b3*, b5} > 0)

2. Pri promeni veli¢ine b od —oo do oo subkriti¢na bifurkacija se menja u
superkriti¢nu bifurkaciju za proizvoljne smicuée krutosti g in € N.

6.2 Sekundarne grane

Kao sto je pokazano u slucaju primarnih bifurkacija u zavisnosti od smicuce
krutosti i nelinearnosti podloge postoje dve oblasti u dijagramu koje odgo-
varaju super i subkriti¢nim bifurkacijama (Slike 7,9 i 10). U slucaju sekun-
darnih bifurkacija ta situacija je znacajno sloZenija. Da bi smo izvrsili tu
analizu ozna¢imo sa fi(n, u), fa(n, 1) resenja jednacina

aiq —azp = 0,

a1s —asr = 0,

po b, respektivno. Eksplicitno ova reSenja su oblika

B nt(1+n)*nlu [— (n+ n2)2 7+ pu(3n® — (n+ 1)2)]
J1 (n7 M) - 6 [2712 _ (n + 1)2] (77,27T2 + Iu) [(1 + n)27r2 + Hf] ’
s [ ]

6[2(1+n)? = n?| (n®n* + p) [(1 4 n)*7* + ]

f2 (TL, /L) = =
Sledece, uoc¢imo da je jednacina

ps—qr =20,
kvadratna po b, t.j

d162 + ng + d‘g, - 0,
gde su
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d = —27/64,
3r0u (u2n(n+1) +1)(2n(n+ 1)(3n(n + 1) +2) + 1))
128 (p + m*n?) (u + 7*(n + 1)?)
3r0u (m*n*(n+ 1)*(2n(n(3n(n +2) + 1) — 2) — 1))
128 (p + m?n?) (u + 72(n + 1)?)
m2pPnt(n +1)" (—p*(dn(n + 1)Bn(n + 1) +7) + 7))
256 (1 + 72n2)* (u + w2(n + 1)2)?
20204 (n + 1) <6W2un2(n +1)22n(n+ 1)+ 1) — 374 (n? + n)4>

256 (1 + 72n2)% (u + 72(n + 1)2)?

d2:

)

+

Regenja ove jednacine po b ée biti oznaena sa fsz(n, i) i fi(n,u) . Pret-
postavicemo da je f3 < f; kada su kada su resenja f3 i f; realna. Dakle,
reSenja f3(n,p) 1 fi(n,p) su oblika

—dy + /B = Adydy

f3<n7lu) = 2d1
—dy — \/d3 — 4d,d
falnpy) = —2 IO

Graficki prikaz reéenja fl(n7lj“)7 f2<n7 :U’)u f3(n7/1“) 1 f4(n7/1“) zan = ]-’ 27 3u Eﬂ
dijagramu je dat na na Slikama 12,13 i 14.

Sa Slika 12 13 i 14 sledi da na svakoj postoji 7 oblasti u kojima su vrednosti
a1q — asp , a1S — asr i ps — qr razli¢itih znakova. Da bi smo rezultate sa tih
slika predstavili u pogodnom analitickom obliku, koristeéi (5.36), definisemo
pomocne veli¢ine A;,i = 1,2,3 sa

B | 1 ako (l_)>f1/\n§2)\/(l_)<f1/\n23)
A = sgn(alq—agp)—{ -1 ako (b<f1/\n§2)\/(b>f1/\n23) ’
1  akob>
Ay = sgn(als—agr):{ 1 akol_)<§z ;

1 ako f3<l_7<f4 /\<f37f4)€RXR

As = 39”(1’3_‘”“):{ —1 akob< fsVb> fuV (fs, fi) ERxR (6.8)
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Slika 12: Oblasti u kojima su vrednosti a1q—asp , a1s—aor i ps—qr razlicitih
znakova u zavisnosti od smicuce krutosti i nelinearnosti podloge za n =1

na osnovu kojih sledi

(a1q — azp) (a1s — asr) >0 ako AAy =1,
(a1q — asp) (a18 — agr) <0 ako AjAy = —1 . (6.9)

Iz (6.8) i uslova

1
agbl — ale = 4_171-2 |:n2 - (]_ + TL)Q] < 0,
dobijaju se vrednosti 7y i xo u obliku
1 ako A; =-1
7o = sgn[(axby — a1bz) (a1q — asp)] = { ~1 ako /L -1

1 ko Ay = —1
Xo = sgn[(aby —aiby) (a1s — aqr)] :{ 1 Zk(; 22 - (6.10)

Na osnovu navedenog sada mozemo odrediti tip sekundarnih bifurkacija u
zavisnosti od parametara.
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Slika 13: Oblasti u kojima su vrednosti a1q—asp , ays —aqr i ps—qr razlicitih
znakova u zavisnosti od smicuée krutosti i nelinearnosti podloge za n = 2

6.2.1 Sekundarna grana I'}!

S obzirom na (5.54) sekundarna grana bifurkacije I'2! je odredena sa

* o[+ 19PA 2 4 2.4
A=A +v° Ao+ =—=(0,0)n"| +O(", v°n"), (6.11)
2 0n?
Sto za fiksirano ali malo v predstavlja vilastu bifurkaciju. Kako bi nasli odgo-

varajuéi tip ove sekundarne bifurkacije potrebno je odrediti znak ‘2}2—§(0,0).

I
Koristec¢i (5.53); 1 (6.8) zaklju¢ujemo

O*A ps — qr 1 ako A; A3 =1
sgn {8—772(0, 0)} =sgn {2—@1(1 — @p} —{ 1 ako A As = —1
Na osnovu (6.11), uslov
O’

implicira da je sekundarna grana I’% je superkriti¢na, dok uslov

2
A
_?9772 (0,0) < 0, (6.13)
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Slika 14: Oblasti u kojima su vrednosti a1q—asp , a1s—aor i ps—qr razlicitih
znakova u zavisnosti od smic¢ucée krutosti i nelinearnosti podloge za n = 3

vodi ka subkriti¢nosti sekundarne grane T'5! .

Kako bi opisali poslekriti¢no ponaganje Stapa, neophodno je odrediti i pozi-
ciju tacaka sekundarnih bifurkacija na primarnoj grani F%. To mozemo izracu-
nati koristec¢i uslov = 0 jer on implicira 8 = 0. Dakle, koristec¢i (5.50),,(6.11)
mogu se odrediti ove tacke u obliku
bap —

b
Y Aa+O(Aa?). (6.14)
a1q — azp

Poslekritiéni ugib ose Stapa koji odgovara grani T3 sledi iz (5.54) i ima oblik

Mo = X+ V2N (v,0) = A5+

-
§= £ (€ 4 55 50,002 | g1+ g + O ). (619
Koeficijenti u (6.15) su odredeni jedna¢inama (5.36), (5.50), (5.53). Jednacina
(6.15) je veoma vazna jer u bliskoj okolini dvostrukih sopstvenih vrednosti daje
ugib ose Stapa koji je numerickim metodima veoma tesko odrediti. Razlog za
to je postojanje vise veoma bliskih resenja koje je tesko numericki razlikovati.
Pored ovoga, iz jednacine (6.15) se mogu formirati i priblizna reSenja koja
se mogu koristiti za odredivanje nepoznatih grani¢nih uslova pri numerickom
odredivanju deformacija.
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Napominjemo, poslekriticni ugib ose Stapa koji odgovara sekundarnoj bi-
furkaciji ng sledi iz (6.15), prvo fiksiranjem male vrednost za v, §to fizi¢ki znaci
da smo fiksirali linearnu krutost podloge @. Zatim, daljim menjanjem vred-
nosti parametra 7 u okolini nule, a u jednacini (6.15), dobijamo poslekriti¢ni
ugib ose Stapa za polozaje ravnoteze koji odgovaraju grani FZBEI neposredno
posle sekundarnog grananja.

6.2.2 Sekundarna grana I'}?

Sekundarna grana bifurkacije I'? je odredena sa (5.61), t.j.

~  19%A W 9o
AO+§8_§2 —I—O(V , Vv f ), (616)

A=\ 402 (0,0)¢&?

Ponovo, za fiksirano ali malo v, (6.16) predstavlja vilastu bifuraciju. Kako
bi nasli odgovarajuci tip ove sekundarne bifurkacije sada je potrebno odrediti

mak 924(0,0). Koristeci (5.60) i (6.8) dobijamo

92N
8—52@, 0) (6.17)

sgn

_Sn2ps—qr - 1  ako Ay A3 = —1
— asr —ars| | —1 ako Ay Az =1
Na osnovu (6.17), a razmisljajuéi na slican naé¢in kao u prethodnom slu¢aju,
(6.16) pokazuje da u slucaju kada je

%(0,0) >0, (6.18)

grana I'? odgovara superkriti¢noj bifurkaciji, dok za

0°A

8_52(070) <0, (6.19)
grana ng odgovara subkriti¢noj bifurkaciji. Polozaj tacaka sekundarnih bi-
furkacija na primarnoj grani I" {3; mozemo izracunati koristeci uslov £ = 0 jer
on implicira o = 0. Dakle, iz (6.16), (5.57) i (5.59) mogu se odrediti ove tacke

B = X0 4 2R (0,0) = A%+ 2508 Aq 4 oad?). (6.20)
a18 — aor

Ugib ose tapa koji odgovara grani I'}? je dat sa (5.61) kao
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o [ 1077 ]

g =gy v |7 + 53_52](07 0)&%| 72 + O(°, €%, vEh). (6.21)
Koeficijenti u (6.21) su odredeni jednac¢inama (5.36), (5.57) i (5.60) . U ovom
slu¢aju resenja poslekriticnih ugiba ose Stapa koji odgovaraju sekundarnoj
bifurkaciji I’% se dobijaju tako Sto se fiksira mala vrednost od v a zatim
menja se parametar ¢ u jednacini (6.21).

6.3 Poslekriticno ponasanje elasti¢cnog Stapa

Osnovni cilj ovog dela je da sumira do sada izvedene rezultate lokalne nelin-
earne bifurkacione analize. Konkretno, formirace se bifurkacioni dijagrami,
odrediti poslekriticni ugibi ose Stapa i utvrdi¢e se stabilnost svih polozaja
ravnoteze.

Na osnovu dosad predstavljenog sledi da poslekriti¢no ponasanje Stapa za-
visi od vrednosti veli¢ina n, b i y. U onome &to sledi analizirace se uticaj b i p
za slucajeve n = 1,n = 2 i n = 3. Za svaki od ova tri slucaja, u zavisnosti
od veli¢ina b i u, dobiée se po jedanaest razlicitih polekriti¢nih ponaSanja
elasticnog Stapa. Analizom, kao u slucajevima n =1,n =2 in = 3, se moze
pokazati da je u slu¢aju n > 4 poslekriticno ponasanje kvalitativno isto kao i
u slucaju kada je n = 3.

Napominjemo se da je pozicija bifurkacionih tacaka na trivijalnoj i pri-
marnim granama u bifurkacionim dijagramima samo kvalitativno prikazana
zbog zavisnosti ovih pozicija od veli¢ina b i p. Takode, sve krive na Slikama
15-17 imaju horizontalne asimptote. Pored toga na svim bifurkacionim dija-
gramima datim u Dodatku A pune linije i isprekidane linije oznacavaju stabilne
i nestabilne grane, respektivno.

Slucéaj n = 1. Rezultati predstavljeni na Slikama 7 |9, i 12 sumirani su
i dati na slici 15, koja pokazuje da postoji 11 oblasti koje odreduju razli¢ita
poslekriti¢na ponasanja Stapa u okolini dvostrukih sopstvenih vrednosti.

Koristeci (5.36), (5.50), (5.53), (5.60).(5.57), (5.68), (5.69),(5.65), (5.66),
(5.64), (5.65), (5.62), (5.71), (5.75), (6.2), (6.6), (6.12), (6.13), (6.18), (6.19)
mozemo odrediti tip bifurkacija i stabilnost primarnih i sekundarnih grana.
Tako dobijeni rezultati su dati u Tabeli 1.

Iz Tabele 1 sledi :

a) Grana F% je superkriticna u oblastima 4, 5, 6, 8, 9, 10 and 11 i
subkriticna u oblastima 1, 2, 31 7. Za Aa < 0, ova grana je stabilna u
oblastima 4, 5, 6, 8, 9, 10 i 11 dok je u ostalima nestabilna. Sa druge strane,
za A@ > 0, grana I'P! je nestabilna u svim oblastima.
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Slika 15: Oblasti koje odgovaraju razli¢itim poslekriticnim ponaSanjima Stapa
u zavisnosti od smicuce krutosti i nelinearnosti podloge za n = 1

b) U oblasti 1 grana F% je subkriticna dok je u ostalim oblastima ova
grana superkriticna. Ako je Aa > 0, tada je ova grana nestabilna unutar
oblasti 1 i stabilna u ostalim oblastima. Za Aa < 0, T2 je nestabilna u svim
oblastima.

c) Grana ng je superkriti¢na u oblastima 1, 2, 3, 4, 5, 9 i 10 dok je
subkriti¢cna u oblastima 6, 7, 8 i 11. Bitno je napomenuti da se za Aa > 0,
ova grana javlja u oblastima 1, 2, 3, 4, 51 6 dok se za Aa < 0 ista se javlja
u7,8 9,101 11. Uzimajuci ovo u obzir, analiza pokazuje da je za Aa > 0,
ova grana je stabilna u oblasti 6 dok je nestabilna u oblastima 1, 2, 3, 41 5.
Ako je Aa < 0, tada je grana I’% stabilna u oblastima 9 i 10, a nestabila u
oblastima 7, 8,1 11.

d) Grana ng je superkriti¢na u oblastima 3, 4, 6, 9 i 11 i subkriti¢na u
oblastima 1,2, 5,7, 8110. Za Aa > 0, grana ng se javlja u oblastima 1, 2, 5,
6, 7, 8,19 dok se za Aa < 0 ista javlja u oblastima 3, 4, 10 i 11. Takode, ako
je Aa > 0, tada je ova grana stabilna u oblastima 6 i 9, dok se u oblastima
1, 2, 5, 7 i 8 gubi stabilnost. Sa druge strane, ako je Aa < 0, grana F% je
stabilna u oblasti 10 i nestabilna u oblastima 3, 4 i 11.

Dosadasnja analiza pokazuje da je stabilnost sekundarnih grana moguéa
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Tabela 1: Stabilnost i tip primarnih i sekundarnih grana po oblastima za
n = 1 : superkritican (sup), subkritican (sub), stabilan (stab), nestabilan
(nestab), oblast (ob)

Primarne i sekundarne grane za n = 1
B B B B
Iya I'a Toa Loa
ob Aa tip stabilnost tip stabilnost tip stabilnost tip stabilnost

1 Aa>0 sub nestab sub nestab sup nestab sub nestab
Aa <0 sub nestab sub nestab - - - -

2 Aa>0 sub nestab sup stab sup nestab sub nestab
Aa <0 sub nestab sup nestab - - - -

3 Aa>0 sub nestab sup stab sup nestab - -
Aa <0 sub nestab sup nestab - - sup nestab

4 Aa>0 sup nestab sup stab sup nestab - -
Aa <0 sup stab sup nestab - - sup nestab

5 Aa>0 sup nestab sup stab sup nestab sub nestab

Aa <0 sup stab sup nestab - - - -
6 Aa>0 sup nestab sup stab sub stab sup stab
Aa <0 sup stab sup nestab - - - -

7 Aa>0 sub nestab sup stab - - sub nestab
Aa <0 sub nestab sup nestab sub nestab - -

8 Aa>0 sup nestab sup stab - - sub nestab
Aa <0 sup stab sup nestab sub nestab - -

9 Aa>0 sup nestab sup stab - - sup stab

Aa <0 sup stab sup nestab sup stab - -
10 Aa>0 sup nestab sup stab - - -

Aa <0 sup stab sup nestab sup stab sub stab
11 Aa>0 sup nestab sup stab - - - -

Aa <0 sup stab sup nestab sub nestab sup nestab

samo u oblastima 6,9 1 10. To znaci da su sekundarne grane stabilne u sluc¢aju
tvrde nelinearne podloge i velikih vrednosti smicuée krutosti. Napominjemo
da je poslekriticno ponasanje koje se odnosi na oblasti 3, 5 i 6 moguée samo
ako su prisutni i smicuci efekat i nelinearnost podloge. Takode iz ¢) i d) sledi
da sekundarne grane formiraju zatvorene petlje u oblastima 1, 2, 5, 6, 101 11.

Za sve oblasti bifurkacioni dijagrami su na osnovu Tabele 1, (6.1),(6.5),
(6.14) i (6.20) prikazani na Slikama Al - A3 koje se nalaze u Dodatku A.
Iz bifukacionih dijagrama datih na Slikama A1l - A3 sledi znacajan broj in-
teresantnih ¢injenica vezanih za lokalne bifurkacije. Naveséemo sada neke od
njih. Iz jednacina (6.2), (6.6), (6.8), (6.10), (6.17) i Slika A1 - A3 sledi da su
tipovi bifurkacija odgovaraju¢ih primarnih i sekundarnih grana u oblastima
11 11 suprotnog tipa. Zapravo, sekundarne grane koje odgovaraju oblastima
11 11 se pojavljuju kada velicina Aa menja znak. Preciznije, sekundarna
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grana koja odgovara oblasti 1 je nestabilna i formira zatvorenu petlju samo
za Aa > 0 (Slika Al). Sa druge strane u oblasti 11 sekundarne grane su
takode nestabilne ali one formiraju zatvorenu petlju za Aa < 0 (Slika A3). Iz
gore navedenog i Slike 15 mozemo videti da za proizvoljnu veli¢inu u, prom-
ena b od —oo do oo (b na primer prolazi kroz oblasti 1, 2, 3, 4 i 11), pomera
sekundarnu granu iz slu¢aja Aa > 0 u sluéaj Aa < 0 i menja tip bifurkacije.
Napominjemo da oblasti 1, 2, 7, 8,9, 10 i 11 opisuju poslekriticno ponasanje
klasi¢nog Bernuli-Ojlerovog Stapa na nelinearnoj elasti¢noj podlozi (u — 00),
dok oblast 2 opisuje klasi¢can Bernuli-Ojlerov Stap na linearnoj elasti¢noj pod-
lozi (b= 0,1 — o0). Treba napomenuti da se rezultati dobijeni u [33] i [46], a
gde je posmatran klasi¢ni Bernuli-Ojlerov stap na linearno elasti¢noj podlozi,
u potpunosti slazu sa ponaSanjem odredenim u oblasti 2.

Oblasti 2 i 4 pokazuju uticaj smicuée krutosti na poslekriticno ponasanje
Stapa na linearno elasti¢noj podlozi, gde je uzet u obzir samo efekat smicanja
(b = 0). Preciznije re¢eno, promenom veli¢ine z od oo do 0, pojavljuju se dva
interesantna svojstva. Prvo, grane F% i ng menjaju tip bifurkacije iz subkri-
ti¢nog tipa u superkritican tip. Drugo, smanjenjem smicuce krutosti p od oo
do 0 nestaje zatvorena petlja koju su pravile sekundarne grane bifurkacije Ffal
i T52 za Aa > 0 i formira se sekundarna grana 'y za A@ > 0 i sekundarna
grana ng za Aa < 0. PonaSanje unutar oblasti 2 i 4, zajedno sa ranije izvede-
nom teorijom, potvrduje rezultate pokazane u [48], gde je analizirano izvijanje
Stapa na linearnoj elasti¢noj podlozi pri dvostrukoj sopstvenoj vrednosti. Pri
tome je uzet u obzir efekat smicanja. Slike 15, A1, A2, A3 i Tabela 1 odreduju
uticaj smicanja za b # 0. Tako, kao interesantnost, napominjemo da za do-
voljno veliko |l_){ (podloga je veoma tvrda ili veoma meka) smic¢uca krutost nece
menjati poslekriticno ponasanje u kvalitativnom smislu, posto krive na Slici
15 imaju horizontalne asimptote.

Kao sto je ranije pokazano oblici poslekriti¢nih ugiba ose stapa koji odgo-
varaju primarnim bifurkacijama F%,ng nasleduju svojstva simetrije i anti-
simetrije linearnih resenja x; i x5 za svako n ( (5.42) i (5.43)). Dakle, poslekri-
ticni ugibi ose Stapa imaju priblizno oblike date sa (5.16);2. To znaci da u
slucaju n = 1 resenja koja odgovaraju F% imaju osu simetrije koja je ver-
tikalna (normalna na osu Stapa pre deformacije) i prolazi kroz sredinu Stapa.
Sa druge strane resenja koja odgovaraju ng su antisimetri¢na u koordinat-
nom sistemu definisanom osom Stapa u nedeformisanom polozaju i osom koja
je vertikalna i prolazi kroz sredinu Stapa. Medutim, jedan od vaznijih cil-
jeva ove disertacije je prezentacija poslekriticnih ugiba ose stapa koji odgo-
varaju sekundarnim bifurkacijama u okolini dvostrukih sopstvenih vrednosti
(meSovita reSenja). Tako za granu I'J! priblizno reSenje koje sledi iz (6.15)
ima oblik
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1 — 1
M_—qf} sinnmt + vnsin (n + 1) 7t, (6.22)

7B — 4+, [_ 4z
Y 0t 3 arg = ap g,

dok iz (6.21) sledi priblizno resenje za granu I's2 kao

1 . 1 .
7P =vesinnnt + v {7)0 + —Mrfﬂ sin (n + 1) wt. (6.23)
2 asr — ay1sn

Za n =11 svaku od 11 oblasti sa Slike 15 odredeni su priblizni poslekriti¢ni
ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekundarnim bifurkacijama. Tako dobijeni
dijagrami dati su u Dodatku B, Slike B1 - B4.  Konkretno, prvo je fik-
sirana je mala vrednost parametra v (fizicki to znac¢i da je odredeno Aa) a
zatim je za po tri male vrednosti parametara 7 i £ (ovi parametri odreduju
po tri ravnotezna poloZaja na sekundarnim granama) u svakoj oblasti nacrtan
poslekriti¢ni ugib ose Stapa za obe sekundarne grane. Analiza dijagrama sa
slika B1 - B4 pokazuje da na poslekriti¢ni ugib ose stapa 7%V koji odgovara
grani I'2? dominantan uticaj ima simetri¢an deo dat sa sin 7t (vidi (6.22)) dok
antisimetri¢ni deo dat sa sin 27t ima mali uticaj i sluzi da "narusi" simetriju.
Za granu I'}? situacija je obrnuta i dominantan uticaj na poslekriticni ugib ose
stapa 7(P2) ima antisimetrican deo dat sa sin 27t (vidi (6.23)), dok simetriéni
deo dat sa sinzt ima mali uticaj i sluzi da "narusi" antisimetriju. Vazno je
napomenuti da su poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekundarnim
bifurkacijama kvalitativno u skladu sa rezultatima [33].

Slucéaj n = 2. Na slici 16 dato je 11 oblasti koje odreduju poslekriti¢no
ponasanje elasticnog Stapa. Interesantno je primetiti da u ovom sluc¢aju oblast
6 nije povezana.

Ponovo koristeéi (5.36), (5.50), (5.53), (5.60), (5.57), (5.68), (5.69), (5.65),
(5.66), (5.64), (5.65), (5.62), (5.71), (5.75), (6.2), (6.6), (6.12), (6.13), (6.18),
(6.19) mozemo odrediti tip bifurkacija i stabilnost primarnih i sekundarnih
grana. Tako dobijeni rezultati su dati u Tabeli 2.

Poredenjem rezultata datih u Tabeli 1 i Tabeli 2 pokazuje se da oblasti 1,
3,4,5,6,7, 89,101 11 na Slici 16 opisuju isto poslekriti¢no ponasanje kao i
oblasti 1, 3,2, 7, 8,9, 6, 5,41 11 na Slici 15, respektivno. Tako da se, umesto
oblasti 10 koja se pojavljuje za slu¢aj n = 1, pojavljuje nova oblast 2 za slucaj
n = 2. Za sve oblasti bifurkacioni dijagrami su na osnovu Tabele 2, (6.1),(6.5),
(6.14) i (6.20) prikazani na Slikama A4 -A6 u Dodatku A.
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Slika 16: Oblasti koje odgovaraju razli¢itim poslekriticnim ponaSanjima Stapa
u zavisnosti od smicuce krutosti i nelinearnosti podloge za n = 2

Nova oblast 2 je graficki opisana na slici A4 gde se vidi da su grane I'2! i
F% subkriticne i nestabilne. Posmatrajuci sekundarne grane zakljucuje se da
je grana F% subkriti¢na i pojavljuje se za Aa < 0 dok je grana F% takode
subkriti¢na ali se pojavljuje za Aa > 0. Obe sekundarne grane, F% i ng su
nestabilne.

Ponovo se napominje da sekundarne grane mogu biti stabilne samo u
sluéaju tvrde nelinearne podloge (oblasti 7 i 8 na Slici 16 i A5). Medutim,
u ovom slucaju nelinearna podloga mora biti tvrda nego u slucaju n = 1.
Takode, poslekriticno ponasanje Stapa koje odgovara oblastima 3, 8 i 9 je
moguce samo ako su prisutni i nelinearna podloga i smicuéi efekat.

Kao sto je pokazano u slu¢aju n = 1 svaki prelaz iz oblasti 1 u oblast 11, za
fiksno p (Slika 16), menja tip bifurkacije u oblasti 1 u suprotni tip bifurkacije
u oblasti 11. Takode, sekundarne grane koje se pojavljuju za Aa > 0 u oblasti
1 pojavljuju se i u oblasti 11 za Aa < 0. U ovom slucaju oblasti 1, 2, 5, 6,
7 1 11 opisuju poslekriticno ponaSanje klasicnog Bernuli-Ojlerovog Stapa na
nelinearnoj elasti¢noj podlozi (1 — o0). Sa druge strane ponaSanje Stapa u
oblasti 2 opisuje poslekriti¢no ponasanje klasi¢nog Bernuli-Ojlerovog Stapa na
linearnoj elasti¢noj podlozi (b = 0, — oo). Tako dobijeni rezultati slazu se
sa rezultatima dobijenim u [46] i u ovom slucaju.
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Tabela 2: Stabilnost i tip primarnih i sekundarnih grana po oblastima za
n = 2 : superkritican (sup), subkritican (sub), stabilan (stab), nestabilan
(nestab), oblast (ob)

Primarne i sekundarne grane za n = 2
B B B B
ya Nt Loz Loz
Ob Aa tip stabilnost tip stabilnost tip stabilnost tip stabilnost

1 Aa>0 sub nestab sub nestab sup nestab sub nestab
Aa <0 sub nestab sub nestab - - - -

2 Aa>0 sub nestab sub nestab - - sub nestab
Aa <0 sub nestab sub nestab sub nestab - -

3 Aa>0 sub nestab sup stab sup nestab - -
Aa <0 sub nestab sup nestab - - sup nestab

4 Aa>0 sub nestab sup  stabilan  sup nestab sub nestab
Aa <0 sub nestab sup nestab - - - -

5 Aa>0 sub nestab sup stab - - sub nestab
Aa <0 sub nestab sup nestab sub nestab - -

6 Aa>0 sup nestab sup stab - - sub nestab
Aa <0 sup stab sup nestab sub nestab - -

7 Aa>0 sup nestab sup stab - - sup stab

Aa <0 sup stab sup nestab sup stab - -

8 Aa>0 sup nestab sup stab sub stab sup stab
Aa <0 sup stab sup nestab - - - -

9 Aa>0 sup nestab sup stab sup nestab sub nestab
Aa <0 sup stab sup nestab - - - -

10 Aa>0 sup nestab sup stab sup nestab - -

Aa <0 sup stab sup nestab - - sup nestab
11 Aa>0 sup nestab sup stab - - - -
Aa <0 sup stab sup nestab sub nestab sup nestab

U ovom slucaju uticaj efekta smicanja na poslekriti¢no ponasanje Stapa, za
b = 0 (Stap oslonjen na linearnu elasti¢nu podlogu, gde se uzima u obzir efekat
smicanja), je opisan oblastima 2, 4 i 10. Preciznije, oblasti 4 1 10 vode ka istom
ponasanju kao i oblasti 214 u slucajun = 1. Medutim, za jako velike vrednosti
i poslekriti¢no ponasanje odgovara oblasti 2 (Slike 16, A4) i ovaj fenomen se
nije pojavio u slucaju n = 1. U oblastima 2, 4 i 10 ponaSanje Stapa se slaze
sa rezultatima pokazanim u [48]. Slike 16 i A4-A6 pokazuju uticaj smicanja
za b # 0. I u ovom sluc¢aju kada je nelinearnost podloge dominantna (’5‘ je
dovoljno veliko) smic¢uca krutost ne moze promeniti poslekriti¢no ponasanje u
kvalitativnhom smislu.

Za n = 2 i svaku od 11 oblasti sa Slike 16 odredeni su poslekriti¢ni ugibi
ose Stapa koji odgovaraju sekundarnim bifurkacijama. Tako dobijeni dijagrami
dati su u Dodatku B, Slike B5 -B8. Prakti¢no, ponovljen je postupak iz slucaja
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n = 1. Sada Slike B5-B8 pokazuju da na poslekriti¢ni ugib ose stapa 7%V koji
odgovara grani F% dominantan uticaj ima antisimetrican deo sin 27t (vidi
(6.22)) dok simetri¢ni deo sin 37t ima ponovo mali uticaj i sluzi da "narusi"
antisimetriju. Za granu F2B§ situacija je takode obrnuta te dominantan uticaj
na poslekriti¢ni ugib ose stapa §P2) ima simetrican deo sin 37t (vidi (6.23)),
dok antisimetri¢ni deo sin 27t ima mali uticaj i sluzi da "narusi" simetriju.

Slucaj n = 3. Oblasti koje odgovaraju ovom slucaju pokazane su na Slici
17. Isto kao i u slucaju n = 2 postoji 11 oblasti, pri ¢emu oblast 6 ponovo nije
povezana (Slika 17).

Kao u prethodna dva slucaja (5.36), (5.50), (5.53), (5.60), (5.57), (5.68),
(5.69), (5.65), (5.66), (5.64), (5.65), (5.62), (5.71), (5.75), (6.2), (6.6), (6.12),
(6.13), (6.18),(6.19) opisuju tip bifurkacija i stabilnost primarnih i sekundarnih
grana. U ovom slucaju rezultati su dati u Tabeli 3.
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Slika 17: Oblasti koje odgovaraju razli¢itim poslekriti¢cnim ponasnjima Stapa
u zavisnosti od smicucée krutosti i nelinearnosti podloge za n = 3

Slicno kao u prethodnom slu¢aju moze se uociti veza izmedu slucajeva
n = 2 1in = 3. Naime, medusobnim poredenjem rezultata datih u Tabeli 2 i
Tabeli 3 uocava se da oblasti 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 101 11 na Slici 17 opisuju
isto poslekriti¢no ponasanje stapa kao i oblasti 2, 1, 4, 3, 5,6, 7, 8, 11, 91 10
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Tabela 3: Stabilnost i tip primarnih i sekundarnih grana po oblastima za
n = 3 : superkritican (sup), subkritican (sub), stabilan (stab), nestabilan
(nestab), oblast (ob)

Primarne i sekundarne grane za n = 3

ri r i r

1a 1a 2a 2a
Ob Aa tip stabilnost tip stabilnost tip stabilnost tip stabilnost
1 Aa>0 sub nestab sub nestab - - sub nestab

Aa <0 sub nestab sub nestab sub nestab - -

2 Aa>0 sub nestab sub nestab sup nestab sub nestab
Aa <0 sub nestab sub nestab - - - -

3 Aa>0 sub nestab sup stab sup nestab sub nestab
Aa <0 sub nestab sup nestab - - - -

4 Aa>0 sub nestab sup stab sup nestab - -

Aa <0 sub nestab sup nestab - - sup nestab

5 Aa>0 sub nestab sup stab - - sub nestab
Aa <0 sub nestab sup nestab sub nestab - -

6 Aa>0 sup nestab sup stab - - sub nestab
Aa <0 sup stab sup nestab sub nestab - -

7 Aa>0 sup nestab sup stab - - sup stab

Aa <0 sup stab sup nestab sup stab - -

8 Aa>0 sup nestab sup stab sub stab sup stab
Aa <0 sup stab sup nestab - - - -

9 Aa>0 sup nestab sup stab - - - -
Aa <0 sup stab sup nestab sub nestab sup nestab

10 Aa>0 sup nestab sup stab sup nestab sub nestab
Aa <0 sup stab sup nestab - - - -

11 Aa>0 sup nestab sup stab sup nestab - -
Aa <0 sup stab sup nestab - - sup nestab

na Slici 16, respektivno. Tako da u smislu poslekriti¢cnog ponasanja Stapa iste
oblasti, koje se javljaju u slucaju n = 2, se javljaju i u ovom sluc¢aju. Medutim,
polozaji i veli¢ine oblasti se razlikuju od onih u sluc¢aju n = 2. (Slike 16 i 17).

U ovom sluc¢aju su za sve oblasti bifurkacioni dijagrami su na osnovu Tabele
3, (6.1),(6.5), (6.14) i (6.20) prikazani na Slikama A7-A9. Kao posledicu toga
ponovo sekundarne grane mogu biti stabilne samo u slu¢aju tvrde nelinearne
elasti¢ne podloge (vidi oblasti 7 i 8 na Slici 17 1 A8). Takode, i u ovom sluc¢aju
postoje oblasti 2, 4, 8 i 10, ¢ije je poslekriticno ponasanje moguée ostvariti
samo ako je i podloga nelinearna i ako je prisutan efekat smicanja.

Kao i u prethodna dva sluc¢aja primarna i sekundarna grana u oblastima
11 11 imaju suprotan tip bifurkacija (Slike A7 i A9). Medutim, poslekriti¢no
ponasanje u oblasti 1 i 11 se razlikuje od ponasanja istih oblasti koje odgo-
varaju slucajeviman = 1in = 2. Kao specijalne slucajeve navodimo da oblasti
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1, 5,6, 7,91 11 opisuju poslekriticno ponasanje klasi¢nog Bernuli-Ojlerovog
Stapa na nelinearnoj elasti¢noj podlozi (1 — o0) dok oblast 1 kvalitativno
odgovara klasicnom Bernuli-Ojlerovom Stapu na linearno elasti¢noj podlozi
(b =0, — o0). Ovde dobijeni rezultati za poslekriti¢no ponasanje Stapa u
oblasti 1 se slazu sa poslekriti¢nim ponaSanjem dobijenim u [46].

Za b = 0 (3tap na linearno elasti¢noj podlozi, gde je uzet u obzir efekat
smicanja) uticaj smicajne krutosti u na sekundarnu bifurkaciju je kvalitativno
isti kao u slucaju n = 2, dok za b # 0, uticaj smicanja sledi sa Slika 17, A7-
A9. Kao i u prethodna dva slucaja, smicuéa krutost ne moze kvalitativno da
promeni poslekriti¢no ponaSanje Stapa ako je ’Z_)‘ dovoljno veliko (Silka 17).

Zan = 3 1isvaku od 11 oblasti sa Slike 17 poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji
odgovaraju sekundarnim bifurkacijama dati na dijagramima u Dodatku B,
Slike B9-B12. Slike B9-B12 sada pokazuju da na poslekriti¢ni ugib ose Stapa
7PY) koji odgovara grani F% ponovo kao i za slucaj n = 1, dominantan uticaj
ima simetrican deo dat sa sin3nt (vidi (6.22)) dok antisimetri¢ni deo dat sa
sin 47t ima mali uticaj i "narusava" simetriju. Za granu FQBEZ dominantan uticaj
na poslekriti¢ni ugib ose stapa 7(%2) ima antisimetri¢an deo dat sa sin 47t (vidi
(6.23)) dok simetri¢ni deo dat sa sin 37t ima mali uticaj i sluzi da "narusi"
antisimetriju.

Na osnovu analize prethodna tri slucaja moze se zakljuciti da je poslekri-
titno ponasanje Stapa veoma kompleksno. Data analiza pokazuje da nelin-
earnost elasticne podloge ima znatno veéi uticaj nego smicuca krutost prilikom
ovako kompleksnog ponasanja Stapa. Uocena su neka interesantna svojstva u
prethodna tri slu¢aja. U okviru analize pojavljuju se i tri specijalna slucaja:
klasi¢an Bernuli-Ojlerov §tap na linearno elasti¢noj podlozi (b = 0, — o0),
klasi¢an Bernuli-Ojlerov &tap na nelinearno elasti¢noj podlozi (b # 0, — o0),
i 3tap sa efektom smicanja (b = 0, # 00) na linearno elasti¢noj podlozi.
Napominjemo da je analiza klasi¢nog Bernuli-Ojlerovog Stapa na nelinearnoj
elasti¢noj podlozi data u [27], [49] i [32]. Medutim, u ovim radovima koristene
su linearne geometrijske relacije kao i razli¢iti pomoc¢ni parametri, tako da nije
moguce porediti te rezultate sa onima koji su dati ovoj disertaciji.
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U ovoj disrtaciji je analizirano poslekriticno ponasanje elasti¢nog pritisnutog
Stapa koji se celom duzinom oslanja na nelinearnu elasti¢cnu podlogu. Kon-
stitutivne jednacine su odabrane tako da uzimaju u obzir efekte savijanja i
smicanja. gtap je na jednom kraju oslonjen na nepokretan a na drugom na
pokretan zglobni oslonac. Dobijeni rezultati su generalizacija rezultata [48|.
Konkretno, analizirano je poslekriti¢no ponasanje pri vrednostima pomocénog
parametra @ za koje su sopstvene vrednosti u blizini dvostrukih sopstvenih
vrednosti. Takode, umesto linearne elasti¢ne podloge koristila se nelinearna.
Sa druge strane dobijene rezultate mozemo posmatrati i kao uopstenje rezul-
tata [33] u smislu uvodenja efekata nelinearnosti podloge i smicanja. Glavni
rezultati ove disertacije su :

1. Izveden je sistem jednacina koji se sastoji od dve nelinearne diferen-
cijalne jednacine drugog reda (4.16) i (4.17) koje opisuju deformaciju Stapa.
Takode, odredena je totalna potencijalna energija, kao i najmanja optere¢enja
(5.13) koja odgovaraju dvostrukim sopstvenim vrednostima.

2. Koriséenjem Ljapunov—émitove metode napisane su dve bifurkacione
jednacine za koje je pokazno da poseduju svojstvo dvostruke Z, simetrije. Na
osnovu ovih jednac¢ina odreden je opsti oblik primarnih i sekundarnih bifurka-
cionih grana. Takode, formirani su dovoljni uslovi za stabilnost i nestabilnost
primarnih i sekundarnih grana.

3. Analiza poslekriticnog ponaSanja Stapa je izvedena pod pretpostavkom
da su nedegenerativni uslovi (5.37) zadovoljeni kao i da je Aa # 0. Utvrdeno je
da postoje dve primarne grane Fﬁ; i Fﬁ-f za svakon € N ia koje je u okolini a@;,.
Pokazano je da je primarna grana ng superkriti¢na za b > bP" i subkrititna za
b < bP" (Slika 7). Takode je, iako u opstem slucaju tip bifurkacije zavisi kako
od smicuce krutosti tako i od nelinearnosti elasti¢ne podloge, pokazano da je
za b > by primarna grana I'D! superkriti¢nog tipa za sve vrednosti smi¢uce
krutosti, dok je za b < 1_933 ! ista primarna grana subkriti¢na za sve vrednosti
smicuce krutosti (Slika 7). Napominjemo da se ovaj efekat nije pojavio kod
slucaja gde je podloga linearno elastitna. Sto se tice stabilnosti pokazano je
da je grana F% nestabilna za b < 5]19 ' dok slucaj kada je b > 1_7’19 ! vodi ka
stabilnosti T'%! za A@ < 0 i nestablnosti grane '} za Aa > 0 (Slika 7).

Crana T'[2 je superkritiéna za b > b i subkriticna za b < b7 (Slike 9
i 10). Za svaku vrednost smici¢e krutosti, uslovi n = 11 b > 0 vode ka
superkriti¢noj bifurkaciji dok se zan =11 b < l_)QB ? < 0 pojavljuje samo sub-
kriti¢na bifurkacija (Slika 9). Sa druge strane, za slu¢aj n > 2 se pokazuje da
se za b > 5332 pojavljuju samo superkritiéne bifukrkacije, dok se za b < b2 po-
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javljuju samo subkriti¢ne bifurkacije (Slika 10). Pomenuti rezultati pokazuju
da smicuc¢a krutost ne utic¢e na tip bifurkacije ako je |B‘ dovoljno veliko (nelin-
earna elasti¢na podloga je veoma meka ili tvrda). Stabilnost ng sledi sa Slika
91 10. Naime, ako je Aa > 0 tada je grana ng stabilna za b > 51132 i nestabilna
za b < bP?. Sa druge strane grana I'? je uvek nestabilna za Aa < 0.

Treba napomenuti da za obe primarne grane, povecanje nelinearnosti pod-
loge b od —oo do oo ima svojstvo da promeni subkritiénu u superkriti¢nu
bifurkaciju za svaku vrednost smicuce krutosti u i za svako n € N. Takode, u
slucaju a =@ (Aa = 0) mogu se javiti dve ili Getiri primarne grane.

4. Za n = 1,2,3 odredeni su tipovi bifurkacije i stabilnost sekundarnih
grana Pfg i F% Sto predstavlja znacajan originalni doprinos ove disertacije.
Rezultati su pokazali da sekundarne grane mogu biti superkriti¢ne kao i sub-
kriticne. Takode, uoc¢eno je da je za n > 3 poslekriticno ponasanje Stapa
kvalitativno isto kao i u slucaju n = 3.

Kao dokaz slozenosti poslekriticnog ponasanja primecéeno je da za svako
n € N postoji jedanaest razli¢itih poslekriti¢nih ponaSanja u zavisnosti od
smicuée krutosti p i nelinearnosti elastiéne podloge b (Slike 15-17). Slike 15-
17 otkrivaju da nelinearnost elasti¢ne podloge ima veéi uticaj na moguénost
pojave novih poslekriticnih ponasanja nego smicué¢a krutost. Medutim, za
svako n € N, postoji nekoliko poslekriti¢nih ponasanja koje su mogucéa samo
ako su prisutni i smici¢a krutost i nelinearnost podloge. Uocavanje ovih pon-
asSanja Stapa je takode jedan od originalnih doprinosa disertacije. Pored nave-
denih rezultata, primecen je jos jedan efekat. Naime, smicuca krutost ne moze
promeniti poslekriti¢no ponasanje kvalitativno ako je |l_)’ dovoljno veliko (ne-
linearna podloga je veoma meka ili tvrda).

Pokazano je da sekundarne grane I's' I'22 mogu biti stabilne samo za
nelinearnu tvrdu elasti¢nu podlogu (videti oblasti 6, 9 i 10 za n = 1, oblasti
718, zan = 2,3). Ovo je takode novi interesantni efekat. Kako bi detaljno
opisali poslekriti¢no ponasanje stapa, za n = 1,2, 3 formirani su i bifurkacioni
dijagrami za svaku oblast sa Slika 15-17 i dati u Dodatku A.

5. Za svaku oblast sa Slika 15-17 odredeni su analiticki priblizni poslekri-
ti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekundarnim granama FQB(; i F%. Rezul-
tati predstavljeni u Dodatku B, otkrivaju na¢in na koji su formirana mesovita
reSenja nelinearnog problema, kao i nac¢in na koji se narusavaju osobine simetrije
i antisimetrije resenja koja odgovaraju primarnim granama.

Napomenimo da ¢e rezultati ovde prezentovani pomo¢i inzenjerima u bol-
jem razumevanju fizickih fenomena koji dovode do gubitka stabilnosti a vezani
su za pojavu sekundarnih bifurkacija. Na taj nacin oni ¢e biti u moguénosti da
sigurnije i jeftinije projektuju konstrukcione elemente. Takode dobijeni rezul-
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tati mogu, kao polazna osnova, biti veoma korisni prilikom analize globalnih
bifurkacija.

Na kraju ove disertacije navodimo i neke moguée pravce daljih istrazivanja.
Kao prvo, mogle bi se koristiti nelinearne konstitutivne jednacine. Pri tome bi
se mogao uzeti u obzir i efekat kompresibilnosti. Na taj na¢in bi poslekriti¢no
ponasanje Stapa postalo jo$ slozenije. Drugi moguéi pravac bi bio odreden
koriséenjem drugacijeg tipa elasti¢ne podloge. Takode, jedan od izazovnijih
pravaca bi svakako bio i onaj u kom bi se uvelo drugacije optereéenje i efekat
viskoznosti a zatim analizirala stabilnost dinamickim metodom.



8 Dodatak A

8.1 Bifurkacioni dijagrami za n =1

8.1.1 Slika A1l - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 1-4

Oblast 1

Oblast 2

Oblast 3 ¢

Ar A

Oblast 4 “
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8.1.2 Slika A2 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 5-8

a Oblast 5

Oblast 6

Oblast 7

Oblast 8




8.1 Bifurkacioni dijagrami zan =1

8.1.3 Slika A3 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 9-11

Oblast 9

65



66 8 DODATAK A

8.2 Bifurkacioni dijagrami za n = 2

8.2.1 Slika A4 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 1-4

Oblast 1

Oblast 2 a

Oblast 3 “

Oblast 4




8.2 Bifurkacioni dijagrami zan = 2
8.2.2 Slika A5 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 5-8

Oblast 5

Oblast 6

Oblast 7

Oblast 8

67
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8.2.3 Slika A6 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 9-11

Oblast 9

Oblast 10 “

Oblast 11 “
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8.3 Bifurkacioni dijagrami za n =3

8.3.1 Slika A7 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 1-4

Oblast 1 a

Oblast 2

Oblast 3

Oblast 4 “
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8.3.2 Slika A8 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 5-8

Oblast 5

Oblast 6

Oblast 7

Oblast 8




8.3 Bifurkacioni dijagrami zan = 3

8.3.3 Slika A9 - Bifurkacioni dijagrami za oblasti 9-11

@ Oblast 9

Oblast 10 a

Oblast 11 “




9 Dodatak B

9.1 Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa za n =1

9.1.1 Slika B1 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-
darnim granama za oblasti 1-3

Q(Rl) Q(BZ)
00005, 7= 0,01 0.0003
0.0004 0.0002 £—00) §=o01
7=0,005 0.0001 ’
0.0003
T =10,001 2 4
0.0002 -0.0001 > *
0.0001 ;. -0.0002
-0.0003
02 04 0.6 0.8 1.0
Oblast 1 (4= 1.5, b = -600)
g(Rl) g(BZ)
0.0014 1= 9 0.0015
0.0012 0.0010 E=001
0.001 1= 0,005 0.0005 £-0,001
0.0008 !
0.0006 1= 0.001 02 04
-0.0003
0.0004
-0.001
0.0002 /
-0.0015
02 04 0.6 08 1.0
Oblast 2 (b= 1.5, b = -50)
gy §'h?)
0.0015
0.00200 7] = 0,01
0.0010 £~ 001
0.0015 n-0.005 0.0005 £=0001
N
0.0010 =0,001 0.2 04
-0.0005
0.0005 00010
t
-0.0015

02 04 06 038 1.0
Oblast 3 (b= 1.5,b=-1)



9.1 Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa za n = 1

9.1.2 Slika B2 - Poslekriti¢ni ugibi ose $tapa koji odgovaraju sekun-

darnim granama za oblasti 4-6

g g(B
0.0015
0.0020p "1=0.01
0.001
§=001
0.0015 1=0,005 0.0005 £=0001
0.0010 1=10.001 02 04
-0.0005
0.0005
-0.0010)
t
02 0.4 0.6 0.8 1.0
Oblast 4 (=15 b=1)
g B2
0.0015} 1= 0,01
0.0005 € =001
0.0010, 7= 0,005 £=0,001
t
=001 0204
0.0005
-0.0005
t
02 0.4 0.6 0.8 1.0
Oblast 5 (=8, b= 69,4)
7P )
0.0015; 77=0,01
0.0005 & =001
0.0010 7=0,005 &=0,001
1=0.001 02 0.4
0.0005
-0.0005
02 0.4 0.6 0.8 1.0

Oblast 6 (=8, b = 79.6)




74

9.1.3 Slika B3 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-

darnim granama za oblasti 7-9

0.0012
0.001

0.0008]
0.0006]
0.0004

0.0002

7(B1)

n=

0,01

N=0,005
17=10,001

9

£=0,001

DODATAK B

-0.0001
t-0.0002

_(B

y( 1)
0.0008
0.0006)

0.0004

0.0002

M=

0.2 0.4 0.6

0,01

=0,005

T1=0,001

08 10
Oblast 7 (I = 30, b = 400)

g(BQ)

0.0003
0.0002
0.0001

& =0,005

£ =001

£=0001

-0.0001
; -0.0002;
-0.0003

g(Bl)

0.0008,

0.0006]

0.0004

0.0002

n=

0.2 0.4 0.6

0,01

7=0,005

7=0,001

038 1.0
Oblast 8 (I = 30, b = 540)

—(B:

y( 2)
0.0004
0.0003
0.0002

0.0001

0.2 04

& =0,005

£ =001
£=0,001

-0.0001
-0.0002
!’ 0.0003

0.2 0.4 0.6

038 o
Oblast 9 (4 = 30, b = 600)

0.2 0.4 0.6

0.8
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9.1.4 Slika B4 - Poslekriti¢ni ugibi ose $tapa koji odgovaraju sekun-
darnim granama za oblasti 10-11

_(B ~
y( 1) y(Bz)
- 0,01 _
0.0004 " 0.0004 § = 0005
=001
0.0003 - 0005 0.0002 £=0,001
t

0.0002 =000 02 04 N\.06 08 0
00001 -0.0002

! 0.0003

02 04 06 08 1.0
Oblast 10 (I = 30, b = 1400)
(B ~
y( 1) y(BZ)
0.0035 0.0003 € o005
=001 -
0.0030, 0.0002] €001
0.0025 N = 0,005 o
=0, 0.0001 £=0,001

0.0020 !
0.0015 1= 0,001 02 04 6 08 0
0.0010 -0.0001
0.0005 1200002

02 04 0.6 0.8 1.0
Oblast 11 (4 = 30, b = 2100)
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9 DODATAK B

9.2 Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa za n = 2

9.2.1

Slika B5 - Poslekriti¢ni ugibi ose stapa koji odgovaraju sekun-
darnim granama za oblasti 1-3

0.002 00001
: =0,002
0.0015 1= 0,00001 ¢

0.0010 7=0,002 0.00005 § =0.005
00005 /" 13 _  0o5” £ =0,00001 ;

~

0.2 0.4 0.6 0.8 .0
-0.0005 02 4 0.6 0.8 1.0

-0.001 -0.00005
-0.0015

Oblast 1 (=5, b =-10 000)

Q(Bl) g(Bz)
0.0008 0.00008
nome 17=0,002 0.00006,
o 0.00004
0.0002
7 =0,00001 , 0.00002
02 04 0.6 0.8 0 ]
-0.0002
-0.00002
-0.0004 17=10,005
-0.0006 -0.00004
Oblast 2 (H = 150, b = -2000)
. B -
y( 1) y(Bz)
0.0003 £=10,002
| 0.0004 £ = 0,00001
o £ =0,005
0.0001 1=0,002 0.0002
17=0,00001 , .
02 04 02 \04 06/ 08 10
-0.0001
-0.0002

Oblast 3 (14 = 5, b = -800)



9.2 Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa zan = 2

9.2.2 Slika B6 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-

darnim granama za oblasti 4-6

g(Bl) g(B'z)
=0,002
0.0002 7= 0,00001 0.0002 3
0.0001 1=0,002 0.0001 § = 0005
7=10,005 ) & =0,00001 t
0.2 0.4 0.6 0.8 .0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.0001 -0.0001
-0.0002 -0.0002
Oblast 4 (=5, b = -2 000)
g j(B2)
0.0001
0.0002 n=0002 &= 05,002
=0,005
0.0001 0.00005 ¢ oo
7= 0,00001 ; o .
02 04 0.6 0.8 0 02 _ 06 B 10
-0.0001
1= 0,005 -0.00005
-0.0002
Oblast 5 (I = 150, b = 20 000)
g(Bl) g(Bg)
£=10,002
0.0015] 000015 & =0,00001
0.0010 0.00010 & =0,005
1= 0,00001
0.0005] 0.00005
7=0,002 ‘ ‘
- 02 4 0.6 0.8 1.0
02 04 0.6 038 0000005
-0.0005
= 0005 -0.00010
-0.001 ’ -0.00015,

Oblast 6 (I = 5, b = 40 000)
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9.2.3

Slika B7 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-

darnim granama za oblasti 7-9

9 DODATAK B

g(Bl) g(B'z)
0.0020y _
1= 0.002 0.0001 £=0,002
0.0015 - 0.005
0.0010 0.00005 § = 0005
0.0003} //\1) = 0,00001 t &€ = 0.00001 .
02 04 0.6 0.8 0 02 4 0.6 0.8 10
-0.0005 -0.00005]
-0.0010
Oblast 7 (14 = 150, b =30 000)
g T
0.0004 0.00015
00002 1= 0,00001 0.00010 £= 0002
. 1=0,005 & =0,00001
=0, 0.00005 £ = 0,005 ,
02 0 02 4 06/// 08 1.0
0.0002 -0.00005
-0.00010
-0.0004
Oblast 8 (I = 60, b = 12 000)
g(Bl) g(Bg)
£=0002
0.0002 0.00015 €~ o
= 0,005
0.00010]
0.0001
0.00005 ,
0 02 7 06)/ 08 10
-0.00005,
-0.0001 000010 € = 0.00001
-0.00015

-0.0002

Oblast 9 (14 = 40, b = 6 000)
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9.2.4 Slika B8 - Poslekriti¢ni ugibi ose $tapa koji odgovaraju sekun-
darnim granama za oblasti 10-11

g(Bl) z7(32)
=0,002
00003 "l 0.00015 §=0002
& =0,00001
0.0002 0.00010
o001 € =0,005
X 7= 000001 0.00005 t
02 04 02 4 0.6 0.8 1.0
-0.0001 -0.00005
-0.0002 -0.00010
-0.0003
Oblast 10 (=5, b = 2 000)
Q(Bl) g“? 2)
0.0001
0.0001 7=0,00001 £=0,002
0.00005 i 0005 7=0,002 0.00005 & =0,00001
=0, & =0,005
t t
2 ) ) } g
0. 0 0.6 0 0 02 0.6 0.8 1.0
-0.00005
-0.00005
-0.0001

Oblast 11 (I = 5, b = 50 000)
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9 DODATAK B

9.3 Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa za n =3

9.3.1

darnim granama za oblasti 1-3

Slika B9 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-

gtB g2
0.00003 _
0.0015 =000 &=0,001
0.0010 0.00002
M=0,0015 & =0,0015
0.0005 0.00001
14 t
02 0.4 0.6 0.8 1.0 02 04 0.6 0" 0
-0.0005 1=0,00001 00001
-0.0010 -0.00002 & =0,00001
-0.0015
Oblast 1 (4= 15, b = -150 000)
gB) =(B2)
M= 00015 0.00004
0.0001 =000 0.00003 £=0001
0.00005 1= 0.00001 0.00002 £ =00015
£0.00001
t
02 04 0. 0.8 1.0 03 07 0% 0
-0.00003 -0.00001 V
-0.00002 € = 0,00001
-0.0001 -0.00003
Oblast 2 (I = 15, b = -75 000)
g(Bl) g(BQ) B
7=0,0015 ‘ §=0.001
n= 0001 0.00006
0.00005 0.00004| £ =00015
0.00002
t L
02 0.4 0. 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 8 0
-0.00002
-0.00005 T1=0,00001 00004 £ = 0,00001
_ -0.00006

v

Oblast 3 (I = 15, b = -25 000)
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9.3.2 Slika B10 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-
darnim granama za oblasti 4-6

H(B1) (B
g 9™ o001
7 =0,001 0.0002
& =00015
0.00005 0.0001
N=0,0015
t t
02 04 0. 08 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0
-0.0001
-0.00003 7= 0,00001
-0.0002 & = 0.00001
Oblast 4 (=15, b = -10 000)
gt g'h?)
& =0,0015
0.00006 1=0,001 0.00003

0.00004 N=00015 0.00002
0.00002 0.00001 £=0,001
t t
02 0.4 0, 0.8 1.0 0.2 04 0.6 ) 0
-0.00002 -0.00001
T1=0.00001" 00002

-0.00004 & =0,00001

-0.00003

Oblast 5 (I = 600, b = 300 000)

g(Bl) g(Bg)
0.00006 0.00006 /é = 0,001
0.00004 1=00015 0.00004 € ~ 00015
0.00002 1= 0,001 t0~00002 t
02 \04 0 08 1.0 02y o4 0
000002 -0.00002
-0.00004 7= 0,00001  -0.00004 € = 0,00001

Oblast 6 (K = 600, b =420 000)
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9.3.3 Slika B11 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-
darnim granama za oblasti 7-9

-(B1 —(DB:
(B1) y( 2)

0.00006 7=0001 000004
1= 0,00001 & =0,00001

0.00004
N=0,0015 0.00002 £ =0,0015
0.00002
t E=0,001
0.2 04 0, 0.8 1.0 02 04 0.6 0
-0.00002
-0.00002

~

-0.00004
Oblast 7 (I = 600, b = 350 000)
l](Bl) g(Bz) Voo
0.00015! 7=0,001 £=0 & =0,00001
0.00004 & =0,0015
0.00010 1=0,0015
0.00005 , 0.00002,
t
0.2 0.4 0.6, 0.8 1.0 02 04 0.6 S 0
-0.00005 -0.00002
-0.0001
-0.00015 1=0,00001  -0.00004
Oblast 8 (I = 200, b = 175 000)
g(Bl) Q(Bz)
=0,001
0.00006 =000 0.00003 ¢ € = 0,0015
0.00004 0.00002
0.00002 1=0,0015 000001
! t
0.2 04 0, 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0
-0.00002 -0.00001
-0.00004 y
0.00002 £ = 0,00001
-0.00006, 1= 0,00001

Oblast 9 (I = 600, b = 500 000)
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9.3.4 Slika B12 - Poslekriti¢ni ugibi ose Stapa koji odgovaraju sekun-
darnim granama za oblasti 10-11

£=0,001

& =0,00001

£ =00015

gtP) Tl
=0,0015 0.00006
1=0,001
000005 0.00004
0.00002
1= 0,00001 ,
02 0.4 0. 08 1.0
-0.00002
-0.00005
-0.00004
Oblast 10 (K = 150, b = 125 000)
g(Bl) y(Bz)
0.0002 1= 0.001
=0,0015 000002
0.0001 7= 0,00001
) 0.00001}
02 0.4 0.6, 0.8 1.0
-0.0001 -0.00001
-0.0002 -0.00002

0.2 04 0.6

Oblast 11 (4 = 600, b = 650 000)




10 Dodatak C

10.1 Teorema o implicitnoj funkciji

Cilj je odgovoriti na pitanje da li za sistem
Fla', o™yt .y = 0,

Frz, ™yt y") = 0.

postoje f* funkcije

y" o= f”(xl, yx™).

koje ga lokalno zadovoljavaju. Ako uvedemo oznake

[ oFt OF ]
ozl ° Qxm
dF (x,y) = : (x,¥),
OF™ OF™
L Ozl o 9zm
r OF! OF! 7
oyt oy
dyF (X, y) = (Xv Y) )
oF™ oF™
L oyt o oy
[ oft aft
ozl  ° Ozm
dxf (x) = : (%),
ofr o
L 82T - Bzm

prema [1] moZzemo formulisati slede¢u teoremu o implicitnoj funkciji:
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Teorema C1. Neka je A C R™™ otvoren skup i neka za neko a € R™
, b € R" vazi (a,b) € A. Ako su zadovoljeni uslovi:

a) F :A— R" je neprekidna funkcija,

b) F(a,b) =0,

c) parcijani diferencijali dyF (x,y) i dxF (x,y) su definisani na skupu A i
svi njihovi elementi 2—5; t,7=1,..,ni % 1=1,..,n k=1,..,m su neprekidni
(ovo znaci da F €C'(A,R")),

d) detd,F (a,b) # 0,
tada postoji okolina W = U xV tacke (a, b) i jednozna¢no odredena neprekidno
difencijabilna funkcija f : U—V za koju vazi da je f(a) = b kao i

F(x,f(x)) = 0 VvxeU,
duf (x) = —[dyF (x,£(x))] " dyF (x,f(x)).

Takode vazi da ako F €C(A,R") za ¢ € N tada i f €CY(U,R").

Navedimo sada teoremu o implicitnoj funkcije kada se umesto prostora
R™ R" pojavljuju proizvoljni Banahovi prostori . U tu svrhu posmatrajmo
preslikavanje F:U x V—Z gde su U i V otvoreni podskupovi Banahovih pros-
tora X iY,tj. UC X,V CY. Teorema o implicitnoj funkciji sada glasi
[22]:

Teorema C2. Pretpostavimo da je zadovoljeno

a) neko (zg,yo) €U x V i zadovoljava F(z,yy)=0,

b) preslikavanje F' je neprekidno t.j. F € C(U x V, Z),

¢) postoji Freseov izvod od F' po z i on je neprekidan, t,j. D, F € C(U x
V,L(X,Z)), gde je L(X,Z) Banahov prostor ogranic¢enih linearnih operatora
koji preslikavaju X—Z7,

d) operator D, F(xg,yo) : X — Z ima ograniceni inverzni operator.

Tada postoji okolina Uy x V; u U x V tacke (xg,yo) 1 preslikvanje f: V3 —
Uy C X takvo da vazi f(yo) = x¢ 1 za svako y € V] vazi

F(f(y),y) =0.

Pored toga f je neprekidno na Vi, t.j. f € C(V;, X) i svako reSenje jednacine
F(z,y) =0 u U; x Vj je oblika (f(y),y). Dodatno, ako je preslikavanje F, k
puta (k > 1) neprekidno diferencijabilno na U x V', t.j. F € C*U x V,Z),
tada je takode preslikavanje f, k puta neprekidno diferencijabilno na Vi, t.j.
feck(v, X).
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Osaj Obpasay uuHu cacmasHu 0eo OOKMOpPCKe oucepmayuje, 0OHOCHO
O00KMOPCKO2 yMemMHU4Ko2 npojexma koju ce opanu na Ynusepszumemy y Hoom
Caoy. Hlonywen Obpaszay yxopuuumu uza mexcma OOKmMopcKe oucepmayuje,
0OHOCHO OOKMOPCKO2 YMEMHUUKO2 NPOjeKma.

[Lman TpeTMana nojgaraka

Ha3us npojexra/mcrpaxnBama

VYTuiaj cMunama Ha ceKyHaapHe oudypkaije mramna ocJIOlbeHOT Ha HelIMHEeapHy eJacTUYHY MOJIOTY
- IOKTOpCKa JTUcepTaIuja

Ha3uB nHCTHTYNMje/MHCTUTYIMja y OKBHPY KOjHX Ce CIIPOBOAH MCTPAKMBaKbe

a) PakynTeT TEXHUYKUX HayKa

0)
B)
Ha3zuB nporpamMa y oKBHpY KOT ce peaju3yje HCTPa:KHUBAaH€

VTuiaj cMHIama Ha CeKyHIapHe On@ypKamuje mrarna OCIIOBSHOT Ha HEJIMHEApHY eIacTHYHY MOJIOTY
- IOKTOpCKa JIycepTanyja

1. Onuc mogaraka

1.1 Bpcra ctynuje

Yxpamko onucamu mun cmyouje y oxeupy xoje ce nooayu npukynsajy

Y 060j cmyouju nucy npuxkynwanu nooauyu

1.2 Bpcre nogataka
a) KBAaHTHUTATUBHU

0) KBAJIMTATHBHH

1.3. Hauun npukymbama nojgaTaka
a) aHKeTe, YITUTHUIH, TECTOBU
0) KIMHUYKE TPOIEHE, MEJULIMHCKH 3aITUCH, EIeKTPOHCKH 3PAaBCTBEHH 3aIUCH

B) F'€HOTHIIOBH: HABECTU BPCTY

1") AIMUHUCTPATUBHU IMOJAlIN: HABCCTU BPCTY

HaronasaHu moptai OTBOpeHe HayKe — Open.ac.rs



1) Y30pIlU TKHUBA: HABECTH BPCTY

h) caumim, GoTorpaduje: HaBeCTU BPCTY

€) TEeKCT, HABECTH BPCTY

) Mara, HaBeCTH BPCTY

3) OCTaJIO: OTIMCATH

1.3 dDopMaT noJgarakxa, yHOTpe6J'beHe CKaJI€, KOJIMYKWHa I1ogaTaKa

1.3.1 YnorpebspeHu copTBep U PopMaT AaTOTEKE:

a) Excel ¢ajn, natoreka

b) SPSS ajn, naroreka

c) PDF ¢ajn, naroreka

d) Tekcr dajn, naroreka

e) JPG ¢ajn, naroreka

f) Ocrano, matoreka

1.3.2. Bpoj 3anuca (ko KBaHTUTATUBHUX MO/IaTaKa)

a) 6poj BapujabIn

0) Opoj Mepema (MCIMTaHUKa, MPOLICHA, CHUMAaKa U CJI.)

1.3.3. TloHOBIBEHA MEPEBHA
a) 1a

0) He

YKOJIMKO je 0Jr0BOp J1a, OAroBOpUTH Ha ciencha nurama:

a) BPEMEHCKH pa3Mak U3MeJjy TTIOHOBJLEHUX Mepa je

0) BapHjabe Koje ce BHIIE IyTa MEepe OJHOCE Ce Ha

B) HOBE Bep3uje (pajiroBa Koju caapKe MOHOBJbEHA MEpEmha Cy MMEHOBAHE Kao
Hamnomene:

Jla nau ghopmamu u cogpmeep omozyhasajy oemerve u 0y20pouHy 8aiUOHOCH HO0amaka?

Hammonamau opTajl OTBOPEHE HAYKE — Oopen.ac.rs



a) lla
6) He

Axo je 002060p He, 00paziodicumu

2. [Ipukymbame nogaraka

2.1 Metoznosnoryja 3a NpUKyIUbake/TeHEPUCAbE OAATaKa

2.1.1. Y okBUpY KOT UCTPAKUBAUKOT HAIpTa Cy MOAAIM MPUKYILJbeHU?

a) CKCIICPUMECHT, HABECTU THUIL

0) KOpenayoHo NCTPAKUBAE, HABECTH THIT

I_I) aHajJIn3a TCKCTa, HaBCCTU THUIIL

) OCTaJI0, HABECTH IITa

2.1.2 Hagecmu 8pcme MEPHUX UHCMPYMEHAma uiy CImanoapoe nooamaxa cneyuuunux 3a oopehemy
HayuHy Oucyuniuny (ako nocmoje).

2.2 KBanurer nojaraka u CTaHIApIn

2.2.1. Tperman HeaocTajyhux mogaraka

a) [la mu matpura caapxu Hegoctajyhe momarke? Jla He

AXO je 0JIroBOp Ja, OJITOBOPUTH Ha clelieha nurama:

a) Kounmku je 6poj Hemoctajyhux momaraka?
0) Jla 1 ce KOpUCHUKY MaTpHIIe Mpernopy4yje 3aMmeHa Heaoctajyhux nogaraka? Jla He
B) AKO je 0JIrOBOp J1a, HABECTU CYT'eCTHj€ 32 TPETMaH 3aMeHe HeJ0cTajyhux mojgaTaka

2.2.2. Ha koju Ha4Y¥H je KOHTPOJIKMCAH KBAIUTET mojataka? Onucatu

l
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2.2.3. Ha koju Ha4¥H je u3BpIlieHa KOHTPOJIa YHOCA TI0/IaTaka y MaTpuIry?

3. TpermaHn nogataka u npateha fokymeHTamnuja

3.1. TperMaH u gyBame MmojaTaKa

3.1.1. Ilodayu he bumu denonosanu y

3.1.2. URL adpeca

PENO3UMOPUJYM.

3.1.3. DOI

3.1.4. Jla au he nodayu bumu y omeopeHom npucmyny?

a) Jla
0) Jla, anu nocae embapea xoju he mpajamu 0o
8) He

Axo je 002060p He, Hasecmu pasioe

3.1.5. llodayu nehe bumu denonosanu y penozumopujym, aiu he oumu yyeauu.

Obpasnooicerve

3.2 Mertanogany ¥ JOKyMEHTAaIYja TogaTaKa

3.2.1. Koju crangapn 3a meranojarke he Outn npumemeH?
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3.2.1. HaBectu MeTanoaTke Ha OCHOBY KOjUX CY IOJIAIM JICTIOHOBAHH Y PEIIO3UTOPH]YM.

Axo je nompebno, Hagecmu Memooe Koje ce Kopucme 3a npey3umaroe nooamaxd, anaiumuyre u
npoyedypanne uH@opmayuje, uxo80 Koouparse, demasbHe onuce eapujadiu, 3anuca umo.

3.3 Crpareruja u CTaHAApIU 32 YyBambe MM0J[aTaKa

3.3.1. lo xor nepuoja he moganu OWTH YyBaHH y PEIIO3ZUTOPHU)yMY?

3.3.2. la mu he momany 6utn nenonosanu nox mugpom? a He

3.3.3. a 1 he mmdpa Outn goctynHa oapelheHoM kpyry uctpakusada? /la He

3.3.4. la 1 ce mogauy Mopajy yKIIOHUTH U3 OTBOPEHOT MPUCTYIa MOCcje W3BECHOT BpeMeHa?
Jla He

O0pas3noxuTH

4. bBe30eaHOCT MOJATAKa W 3AIITHTA MOBEeP/bUBUX HHPOPMALHja

Ogaj oxesbak MOPA OuTH NOMTyH-EH aKO Balll MOJIAIM  YKIbYUY]y JIMYHE MOJAaTKe KOjU C€ OJTHOCE Ha
YYECHHUKE y UCTpaXXHBamYy. 3a Ipyra HCTpaXUBarmba Tpeda Takohe pa3sMOTPHUTH 3aIUTHTY M CUTYPHOCT
HojaTaxa.

4.1 ®opmanHH CTaHAAPIHU 32 CUTYPHOCT HH(pOpMaIIHja/moaTaKa

HcTpaknBaun Koju CIIPOBOJIC UCITUTHBAKA C JBYAMMA MOPajy Ja ce MPHUIPKABA]y 3aKOHA O 3aIITHTH
rmojaTaka o JUUHOCTH (https.//www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) u
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oarosapajyher HHCTUTYIMOHAITHOT KOJIEKca O aKaIeMCKOM HHTETPHUTETY.

4.1.2. Jla nu je uctpaxkuBame 0JJ0OPEHO 0] cTpaHe eTruke komucuje? Jla He

Ako je onrosop [la, HaBecTH JaTyM W Ha3UB €THYKE KOMHUCH]E KOja je 0100pHiIa HCTPAXKUBALE

4.1.2. Jla i moay yKJby4yjy JIMYHE MOAATKE YIeCHUKA y ucTpaxusamy? Jla He

AKO je 0IroBOp J1a, HABEIUTE HAa KOjU HAYMH CTE OCUTYPAIU MOBEPJHUBOCT M CUTYPHOCT HH(OpMaIija
BE3aHUX 32 UCIIUTAHUKE:

a) [Momamy HECY Y OTBOPEHOM MPUCTYITY
0) [Mopanm cy aHOHUMU3UPAHH
1) Ocrano, HaBeCTH IITa

5. JocTynHOCT mogaTaKka

5.1. looayu he bumu
a) jagHo oocmynHu
0) docmynHU camo YCKoM Kpyay ucmpaxcugaya y oopehenoj nayunoj obnacmu

y) 3ameopeHu

Axo cy nooayu docmynuu camo yCKoM Kpy2y UCHPAdiCUueaid, Hagecmu oo Kojum YCio8uma Moy 0a ux
Kopucme.

Axo cy nooayu 00Cmynuu camo YCKoM Kpyay UCmpaxicuéayd, Hagecmu Ha KOju HAYUuH Mo2y
npuUCmynumu nooayuma:

5.4. Hagecmu nuyenyy noo kojom he npukynmenu nooayu Oumu apxueuparu.
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6. YJiiore u onroBopHOCT

6.1. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy 61dcHuUKa (aymopa) nooamaxa

6.2. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe Koja 00picasa mampuyy ¢ nooayuma

6.3. Hasecmu ume u npezume u mejn aopecy ocobe xoja omoecyhyje npucmyn nooayuma opyeum
ucmpaxcueauuma
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