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Uvod

Tela u prirodi dclnju jedio na drugo na vise razlicitih nacina. Sa Jjednog
tela na drugo moze da se prenosi toplota, naelektrisanje, vlaga, itd. Ono
dejstvo koje 11 za posledicu kretanje posmatranih tela u odnosu na telo
koje predstalja posmatraca, ili pak promenu njihovog oblika kao i uticaj
kojim :e jedno telo suprotstavlja kretanju drugog tela naziva se mehanicko
cejstvo.  Tilrazivanja koja se bave proucavanjem medusobnog mehanickog
‘ejstva | mehanickog kretanja tela naziva se mehanika.
¥1a51¢na mehanika proucava pojave u kojima su brzine kretanja male u
odnosu na brzinu svetlosti, koja priblizno iznosi 3 x 10° [km/s]. Pojave u ko-
. jima brzine kretanja nisu zanemarljive u odnosu na brzinu svetlosti objasnjava
(relativisticka mehanika. Atomska fizika i kvantna mehanika proucavaju po-
“ jave koje su vezane za mikrostrukturu materije i ne mogu se makroskopski
* primetiti i opisati.
Od svih mnogobrojnih uspesnih primena zakona klasi¢ne mehanike,
' najlepsa je njena primena u astronomiji. Zakonima klasi¢ne mehanike se
neprekidno sluzimo kako u svakodnevnom Zivotu, tako i u tehniékim naukama.
~ Pocetkom dvadesetog veka principi klasi¢ne mehanike su bili izlozeni kri-
ticizmu, koji je doveo do pojave relativisticke i kvantne mehanike. Rela-
tivisticka mehanika nije dokazala da Je klasi¢na mehanika pogre$na, veé je
‘ukazala na granice njene primenljivosti. Ona je pokazala da klasi¢na mehanika
Valjano opisuje dogadaje u prirodnom svetu ako su brzine kretanja tela male
‘U poredenju sa brzinom svetlosti, a da njeni zakoni ne vaze ako su te brzine
s%)liske brzini svetlosti.
. Moze se uoditi da klasicna ili Njutnova! mehanika jos uvek predstavlja
gedno od centralnih mesta u studiranju tehnickih nauka i fizike. Za to postoje
:}:‘fiobri razlozi.
i

A

L. To je jedna od najtaénijih fizickih teorija koja je ikad razvijena. Tri sto-
tine godina od objavljivanja njutnovih Philisophiae naturalis principia

'1. Newton, 1642 — 1727.
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mathematica, zacudujuca je ¢injenica da nijedna od njegovih ideja nije
potisnuta od ideja teorije relativnosti i kvantne mehanike. Sta vise, jos
uvek je potrebna velika istancanost i nauc¢nicka genijalnost da se uoci
neka greska u njegovim zakonima kretanja.

Prvi planetoid, ili malu planetu, Ceres otkrio je G. Pjaci® u Palermu
1. januara 1801. godine. Pjaci je posmatrao kretanja Ceresa nekoliko
nedelja, a zatim se razboleo i izgubio njegovu putanju. Vise nauc¢nika je
racunalo njegovu putanju na temelju ogranicenog broja polozaja koje je
opazio Pjaci, no jedino je putanja koju je izra¢unao Gaus® bila dovoljno
tacna da bi se moglo pretpostaviti gde ¢e se Ceres pojaviti sledece go-
dine. 1. januara 1802. godine Olbers je ponovo otkrio planetoid Ceres
na ugaonoj udaljenosti od samo 30 minuta od predvidenog polozaja.
Kako su se opazanja gomilala, tako su Gaus i ostali mogli sve tac¢nije
racunati putanju, pa se 1830. godine izmereni polozaj planetoida ra-
zlikovao samo za 8 sekundi od predvidene putanje. Kasniji proracuni,
koji su imali znatno potpuniji mehanicki model kretanja Ceresa, dali
su predvidene putanje koje su se razlikovale od izmerenih samo za 30
sekundi u 30 godina. Oc¢igledno da ovi rezultati potvrduju ta¢nost mo-
dela kretanja u prirodi koji nudi klasi¢na mehanika.

2. Kvantna mehanika i teorija relativnosti prosirile su poglede teorijske
fizike, ali koncept klasi¢ne mehanike jos uvek ima nezamenljivu wozsu.
Klasi¢na mehanika daje osnovne okvire za posmatranja kretanja u prirc-
di kao i bit klju¢nih ideja i metoda za njihovo resavauje. Ona daje
osnovna, predznanja neophodna za detaljnije pronéavanje mnogil oblasti
fizike i tehnike.

3. Klasi¢na mehanika razvija geometrijsku intuiciju i daje neprocenjivo
iskustvo u resavanju i modeliranju problema. Njeni problemi obiluju
lakim Stapovima, diskovima, oprugama, glatkim povr§inama itd. Ipak,
i pored ovih, krajnje prakti¢nih objekata proucavanja, osnovna svrha
mehanike je obrazovna. Snaga mehanike je u Sirini zadataka koje reSava
i u raznolikosti njenih ideja.”

4. Problemi klasi¢ne mehanike i, posebno, vekovna proucavanja kretanja

planeta, podstakla su razvoj mnogih oblasti matematike. Nije nikakva

sluéajnost da se ¢uvena imena mehanike Njutn, Ojler?, Lagranz’...,

2@. Piazzi.
3J.C.F. Gauss, 1777 — 1855.
41 D1 1m0 1709
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takode pojavljuju ponovo i ponovo u mnogim oblastima Ciste mate-
matike. Naime, potrebno je proucavati mehaniku da bi se razumeli
koreni matematike.

5. Uticaj klasi¢ne mehanike na modernu matematiku je velik. Na primer,
prouc¢avanja u mehenici su dovela do razvoja simplekticke geometrije,
koja je dobila veliku primenu u analizi parcijalnih diferencijalnih jedna-
¢ina.

Ova knjiga obradu e osnovne pojmove mehanike i sledece Cetiri oblasti
klasi¢ne 1uenianike: siatiku krutog tela, statiku elasti¢nog tela, kinematiku i
dinamik .

Statike predstavlja najstariju oblast mehanike. U tre¢em veku pre nase
er- pocel: se razvijati Euklidova® geometrija i uporedo sa njom i Arhime-
dov.7 sta'ika. Statika se bavi uslovima ravnoteze materijalnih tela i nacinom
svodenja sila i spregova na jednostavniji oblik.

U statici elastiénih tela proucavaju se deformacije tela i unutrasnje sile
“.medu pojedinih delova tela koje su posledica spoljasnjih dejstava.

U kinematici se razmatra geometrija kretanja tela, koje ne poseduje masu,
nezavisno od interakcije izmedu tela.

Najzad, dinamika proucava kretanje tela, koja poseduju masu, nastala
medusobnim dejstvom tela, odnosno delovanjem sila i spregova na telo.

Ova knjiga predstavlja dopunjeno i preradeno izdanje udzbenika " Mehani-
ka” od autora P. Puki¢a i T. Atanackoviéa (vidi [16])®, koji je stampan 1993.

godine od izdavaca ”Stamparija FTN”.

Pri izlaganju materijala autori su se trudili da naglase fizicki smisao pos-
matranih zakona i teorema i da prikazu njihovu primenu na reSavanje za-
dataka mehanike.

Knjiga sadrzi 78 detaljno resenih zadatka, od kojih je veéina sa pismenih
ispita na Fakultetu tehnickih nauka u Novom Sadu. Ovo omoguéuje citaocu
da, sem za ucenje teorije, knjigu koristi i za dobijanje prvog iskustva u
reSavanju zadataka.

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima drugog semestra elektroteh-
nike kao i studentima gradevine, saobradaja, grafickog inzenjerstva, zastite
Zivotne sredine i industrijskih sistema na Fakultetu tehnickih nauka u Novom
Sadu. Moze se koristiti pod vodstvom nastavnika ili za samostalno ucenje.

8 BukewSoo oko 330 — 275 p.n.e.
T Apxeuméné 287 — 212.
Brojevi u uglastim zagradama oznacavaju brojeve citirane literature koja je navedena
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7Za vreme dugogodisnjeg zajednickog rada na Katedri za mehaniku Fakul-

teta tehnickih nauka u Novom Sadu, a naroéito za vreme pisanja ove knjige,
autori su dobili dragocene ideje i savete u vezi izlozenog materijala od Prof.

Bozidara Vujanovi¢a. Na tome se Prof. B. Vujanoviéu najtoplije zahvalju-

jemo. . ‘
Autori unapred zahvaljuju svima vojir
doprineti da se nedostaci knjige, kojih nesumljivo ima, otklone.

koji ée svojim savetima i primedbama

U Novom Sadu, januara 2003. godine

Porde Slavka Dukié
Teodor Mirka Atanackovié
Livija Jenea Cveticanin

Glava 1

Osnovri po movi mehanike

Najvedi broj fizickih veli¢ina u mehanici su vektorske prirode. Teoriju vektora
detuljuo proudiva matematika, gde se utvrduje da vektori mogu biti razli¢iti
po svojimn svojstvima, tj. pripadati razli¢itim vrstama. Ipak, najcesce se
u (coriji vektora obraduju samo svojstva slobodnih vektora. To su vektori
koji se mogu proizvoljno pomerati u prostoru ostaju¢i paralelni svom os-
novnom polozaju. U mehanici ima vektora koji imaju neke svoje posebnosti.
“vojstvima vektora, koji su fizicke veli¢ine u mehanici, treba obratiti veliku

paznju.

U ovom tekstu vektor se obelezava naglasenim (bold) slovom a, a njegov

intenzitet istim zakoSenim obi¢nim (italik-normal) slovom a. Ugao izmedu
‘dva vektora a i b obelezava se <((a, b). Ako se pravci vektora a i b poklapaju,

onda je <(a,b) =0 ili <(a,b) =m, a vektori su tada kolinearni.
Ako su a i b dva vektora onda se njihov skalarni proizvod oznacava aeb.

ﬁkalarni proizvod dva vektora je skalar, odnosno ¢ = a - b = abcos <(a, b).

Vektorski proizvod dva vektora a i b, koji se oznacava a x b, je treéi
vektor c =a x b. Njegov intenzitet je ¢ = absin<(a,b). Taj vektor ima
Pravac normale na ravan vektora a i b. On je tim pravcem usmeren u stranu
8a koje se obrtanje prvog vektora a do poklapanja sa drugim vektorom b, za
ostar ugao <(a,b), vidi u suprotnom smeru od kretanja kazaljke na satu.

.1 Mehanicko kretanje i mirovanje 7 , ...

I oy

Pod mehanickim kretanjem podrazumeva se pomeranje tela relativno jedno
odnosu na drugo. Mehanicko kretanje je najjednostavnije kretanje koje
POstoji u materijalnom svetu.

U cilju proucavanja kretanja tela mora se znati promena polozaja tela u




2 Prostor i vreme

prostoru tokom vremena. Svakako, ovo je nemoguée ako u prostoru nema
drugih tela, u odnosu na koje se odreduje polozaj pokretnog tela. Ako bi
prostor bio ”prazan”, odnosno ako u njemu ne bi bilo drugih tela osim pos-
matranog, bilo bi nemoguée odrediti polozaj posmatranog tela. U takvom
”praznom” prostoru nema razlike izmedu kretanja i mirovanja.

Za proucavanje kretanja, tela u prirodi potrebno je imati u razmatranju
bar dva tela. Pod kretanjem se podrazumeva promena polozaja jednog tela u
odnosu na drugo sa proticanjem vremena. Telo sa koga bi posmatra¢ mogao
proucavati kretanje drugog tela naziva se referentno telo. Ako se kretanje
jednog tela posmatra u odnosu na nepokretno telo, odnosno referntno telo je
nepokretno, onda je to apsolutno kretanje. Ako je referentno telo pokretno,
onda je kretanje u odnosu na njega relativno kretanje. Apsolutno kretanje
tela posmatrac vidi ako miruje zajedno sa nepokretnim referentnim telom, a
relativno ako je posmatra¢ nepokretan u odnosu na pokretno referentno telo.

Njutn je postulirao postojanje apsolutno nepokretnih tela u prostoru, koja
su po njemu jedino nepokretne zvezde, i time ukazao da se samo u odnosu
na apsolutno nepokretno telo moze odrediti apsolutno kretanje ili mirovanje
drugog tela. Umesto tela, u odnosu na koje se posmatra apsolutno kretanje
ili mirovanje posmatranog tela, usvaja se apsolutno nepokretan koordinatni
sistem.

Ako se telo, u odnosu na koje se posmatra kretanje ili mirovanje drugog
tela, krece onda se radi o relativnom kretanju ili mirovanju posmatranog, .ola.
Umesto tela, u odnosu na koje se posmatra relativno kretanje ili mirovanje,
usvaja se pokretan koordinatni sistem.

Znadi, svako kretanje ili mirovanje nekog tela posmatra se u odnosu na ncki
koordinatni sistem. Ako je koordinatni sistem nepokretan onda jo kretanje i
mirovanje u odnosu na njega apsolutno. U slu¢aju da je koordina ni sistem
pokretan onda je kretanje i mirovanje relativno.

1.2 Prostor i vreme '), .. .

Mehanicko kretanje je izazvano razli¢itim promenama u materijalnom svetu.
Svi uoceni oblici mehani¢kog kretanja se odvijaju u prostoru tokom vremena.
Kao i kretanje, i prostor i vreme su oblici postojanja materijalnog sveta.

Sva kretanja u mehanici se posmatraju u trodimezionalnom Euklidovom
prostoru, &ija su osnovna svojstva homogenost, izotropnost i neprekidnost.
Sva svojstva prostora u m_éﬂlﬁ_ci su potpuno odredena sistemom aksioma
i teorema FEuklidove geometrije. Za merenje rastojanja u prostoru uvodi se

T‘
Osnovni pojmovi mehanike

jedinica duzine jedan metar! [m]. L s il

U mehanici vreme se smatra.apsolutnim ili univerzalnim i formalno neza-
visnim od kretanja materijalnih tela i njihovog polozaja u ;.)rf)storu. Apso-
iutllo vreme tece na isti nacin u svim delovima prostora. Jedinica za merenje
yremena je jedna sekunda?. .
U mehanici, vreme je realna pozitivna velicina, koja raste nepre.kx(lno i
a ulogu nezavisno promenljive u svim problemima mehanike. Bilo koji
enutak vremena obeleziva sesa t. Trenutak u kome je kretanje pocelo naziva
e pocetni trenutak vremcna i obelezava se sa to. Svaki odred.epl trenutak
yremena tokom lretanja obelezava se sa donjim indeksom razlicitim od 0, na

srimer ¢ = 1[ |-

1.3 Objek!i proucavanja u mehanici

?’ lehanicke pojave u trodimenzionalnom Euklidovom prostoru Cesto se posma-
“1raju u odnosu na Dekartov® pravougli koordinatni sistem desne orijentacije
01 y- (Slika 1.1). Jediniéni vektori pravaca x, y i z osa su i, ji ki posto su i
ni desne orijentacije zadovoljavaju uslov k = i X j. U tom prostoru posmatra

kretanje ili mirovanje sledecih objekata:

i

———

Slika 1.1:

1. Materijalne tacke:
7a neka kretanja moze se telo konacnih dimenzija zameniti modelom
materijalne tacke. Ova idealizacija je moguca ako se obrtni deo ukupnog

IMetar je 1.650.763,73 talasnih duzina narandzaste svetlosti kriptona 86 u vakumu,
koja se emituje pri prelasku elektrona sa nivoa 2p1o na nivo 5ds. ; ' i
2Do 1967. godine za definiciju sekunde koristili su se astronomski standardi a oc DT+

: B : iclj 3 je trajan] 92.6 rioda zracenja
godine vazi sledeca definicija: Jedna sekunda je trajanje 0.192.631.770 pex h.)- : e
a cezijuma 133.

koje odgovara prelazu izmedu dva hiperfina nivoa osnovnog stanja atom
3R. Descartes, 1596 = 1650.




4 Osnovna kretanja

kretanja tela ne razmatra. Na primer, ako se prilikom kretanja Zemlje
oko Sunca proucava samo putanja sredi§ta Zemlje, onda se ¢ak i telo
tako velikih dimenzija moze smatrati tackom. Ako se proucava obrtni
deo nekog kretanja, onda se taj objekat mora posmatrati kao telo, bez
obzira na dimenzije objekta. Na primer, prilikom proucavanja obrtnog
efekta, vrlo malih naelektrisanih Gestica u magnetnom polju, ove se
Cestice moraju posmatrati kao tela konaé¢nih dimenzija.

2. Cvrstog tela:

Tela su manje ili vise deformabilna. Ona tela, koja se mogu deformisati,
menjajudi svoj oblik i zapreminu, zovu se évrsta tela.

3. Krutog tela:

Ako se u telu zamisle bilo koje dve tatke A i B, i ako se rastojanje
izmedu tih tacaka ne menja, onda se takva tela zovu kruta tela. Znaci,
za kruto telo je AB = const., a za ¢vrsto AB # const. Teéna i gasovita
tela, koja takode ispunjavaju uslov AB # const. se ne posmatraju u
ovoj knjizi.

Prema mogucnosti kretanja tela u prostoru ona su slobodna ili neslobodna
Slobodno telo naziva se telo koje se moze pomeriti iz jednog proizvoljnog
polozaja u prostoru u neki drugi. Na primer, lopta koja leti prema kosu je
slobodno telo. Ako je kretanje tela na bilo koji na¢in ograni¢eno u prostoru,
ono se naziva neslobodno ili vezano. Na primer, za neko telo koje se krc‘e ili
miruje na stolu sto je veza, jer sprecava to telo da padne na Zemlju.

1.4 Osnovna kretanja

Sva kretanja tela u prirodi su kombinacija dva osnovna kretanja tela. To su
translatorno kretanje tela i obrtanje tela oko ose, koja moze biti pokretna ili
nepokretna u prostoru.

Najjednostavnije kretanje krutog tela T u trodimenzionalnom prostoru sa
koordinatnim osama Ozyz, (Slika 1.1), je ono pri kome hilo koja zamisljena
duz AB u tom telu ostaje stalno tokom kretanja paralelna svom pocetnom
praveu. Takvo kretanje tela se naziva translatorno kretanje. Ono moze biti
pravolinijsko i krivolinijsko. .

Drugo osnovno kretanje u prirodi je obrtanje krutog tela oko neke ose u
prostoru, na primer ose z (Slika 1.2a). Pri obrtanju oko nepokretne ose z
svaka tacka tela, koja nije na osi obrtanja, kreée se po kruznici, dok tacke na

e i .
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.psi obrtanja ostaju nepokretne. Obrtanje, posmatra‘no iz pqzitivrlog smexja
ﬁ)se 2z, ¢iji je smer obrtanja suprotan smeru obrtanja kazaljke na sat,1'1, je
vaozitivno obrtanje. Smer obrtanja oko neke ose oznacava se znacima v\ i M.
ri proucavanju obrtanja tela oko ose mora se smatrati da je te:lo kona'énih
dimenzija, jer je obrtanje tacke oko ose koja prolazi kroz nju besmislen pojam.

S RO &
2 NG

Slika 1.2:

Uslovi ¢ije ispunjenje pri mehanickom dejstvu dovodi do translatornog kre-
" tanja ili obrtanja tela oko nepokretne ose u prostoru utvrduju se u dinamici.

Jili bez tog direktnog kontakta, dejstva izmedu tela Ty i T3 ili izmedu T i
3. Na primer, prilikom sudara dva tela mehanicko dejstvo je ostvareno kon-
taktom, dok se naelektrisana cestica kre¢e u magnetnom polju bez kontakta
izvorom magnetnog polja. Zemlja se krece oko Sunca pod mehanickim
“dejstvom gravitacione sile ali bez ikakvog kontakta sa Suncem.

! "- Pretpostavimo da telo Ty ili T3 mehanickim dejstvom izaziva kretanje tela
j12, koje se do tog trenutka nalazilo u miru. Nastalo kretanje tela T moze
iti vrlo raznoliko. U posebnim uslovima nastalo kretanje je translatorno
li obrtanje oko neke nepokretne ose. Na primer, posle udarca hokcjaéki.m
tapom po paku ovaj se éesto krece translatorno po ledu bez ikakvog obrtanja.
Nasuprot tome, pokretom prstiju moze se dovesti u obrtanje decija cigra na
orizontalno j ravni oko vertikalne nepomicne ose.




154

Stabilnost ravnoteznog poloZaja

Glava 4

Kinematika

Kinematika se nazia deo mehanike u kome se proucava kretanje tela, samo sa
geometrijslog stenoviita, ne uzimajucéi u obzir materijalnost tela i medusobno
dejstvo iziedu teln koje izaziva kretanje. Kinematika razmatra kretanje tela
kao 1eprekidan proces promene polozaja u prostoru tokom vremena, ostav-
ljajuéi po sirani vezu tog kretanja sa materijalnom strukturom tela i silama
i spregovinma koji na telo deluju. Prema tome, pokretno telo se u kinematici
razmatra kao geometrijski objekat.

Kinematika je u celosti zasnovana na aksiomama i pravilima geometrije,
all za razliku od nje, sem prostora u kome se krece telo, ona razmatra i vreme,
tokom kog se kretanje odvija.

Kinematika ima veoma vazan znacaj za izucavanje dinamike, ali i za
proucavanje geometrijskih svojstava kretanja raznih vrsta mehanizama i masi-
na.

4.1 Broj stepeni slobode kretanja

Broj medusobno nezavisnih kretanja tacke, tela ili sistema tela i tacaka naziva
se broj stepeni slobode kretanja datog sistema. Ovaj broj je istovremeno i
broj nezavisnih parametara koji u svakom trenutku vremena tokom kretanja
jednoznaé¢no odreduju polozaj datog sistema u prostoru. Ti parametri mogu
biti Dekartove koordinate, krivolinijske koordinate, uglovi, itd.

Polozaj slobodne tacke M u trodimenzionalnom Euklidovom prostoru
(Slika 4.1a) odreden je sa tri nezavisne koordinate x, y i z tacke M Dekar-
tovog koordinatnog sistema Ozyz, pa slobodna tacka pri kretanju u prostoru
ima tri stepena slobode kretanja.

Ako je tacka M, sa koordinatama x, y i 2z, primorana da se krece po
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Slika 4.1:

nekoj povrdini f(z,y,2) = 0 u trodimenzionalnom prostoru (Slika 4.1b), tada
se iz ove jednacine, bilo koja koordinata moze izraziti preko dve preostale i
nezavisne. Zato, kretanje tacke po nekoj povrsini ima dva stepena slobode
kretanja.

Kao sledeéi primer, posmatrajmo dva stapa zadatih duzina OA i AB, koji
su zglobno vezani u tackama O i A i koji mogu da se kre¢u samo u vertikalnoj
ravni (Slika 4.1¢). Polozaj Stapova u vertikalnoj ravni je potpuno odreden sa
dva nezavisna parametra, koji su dva ugla ¢ i v, pa ovaj sistem ima dva
stepena slobode kretanja.

4.2 Kinematika tacke

4.2.1 Vektor polozaja tacke i putanja tacke

Posmatra se kretanje jedne tacke u trodimenzionalnom prosioru. Uvo kre-
tanje ima tri stepena slobode i polozaj tacke je odredcii 11 svalrom trenutku
vremena ako se znaju tri parametra u funkciji od vremena. 2 tr1 parametra,
koji definisu kretanje tacke u prostoru, mogu se izohrati na razlic¢ite nacine,
ili drugim re¢ima za opisivanje kretanja mogu se upotrebiti razni koordi-
natni sistemi. Posebnost ovih koordinatnih sistema doluzi do izrazaja pri
izracunavanju osnovnih karakteristika kretanja u konkretnim problemima.
Polozaj tacke M u bilo kom trenutku vremena je odreden ako je zadat
vektor r, koji spaja neku nepokretnu tacku O sa pokretnom tackom M, u

funkciji od vremena t (Slika 4.2a). Vektor r zove se vektor polozaja tacke

M a zavisnost r(t) zakon kretanja tacke. U raznim trenucima vremena vek-
tor polozaja tacke r(t) zauzima u prostoru razli¢ite polozaje, ro = r(to),
r; = r(t1), r2 = r(t2),..., u odnosu na tacku O. Geometrijsko mesto tacaka
vrhova tih vektora polozaja predstavlja trajektoriju ili putanju tacke.
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4.2.2 Vektor brzine tacke

Neka se pokretna tacka nalazila u polozaju M (Slika 4.2b) na trajektoriji u
trenutku ¢, koji je odreden vektorom polozaja r = r(t), a u trenutku ¢ + At u
polozaju Mj, koji je odreden vektorom polozaja ry(t+ At), gde je At konacan
prirastaj vremena. Vektor Ar odreduje prirastaj vektora polozaja i zove se
vektor kona¢nog pomeranja tacke. Sa slike 4.2b je r1 = r + Ar, odnosno
Ar =11 —T.

Mo 1 M) Ty
7,7\

Slika 4.2:

Vektor srednje brzine tacke za vremenski inteval At je definisan promenom
vektora polozaja po jedinici vremena u intervalu At, odnosno

_Ar

-5 (4.1)

Vsr

Ovaj vektor ima pravac vektora Ar a smer kretanja tacke. Intenzitet srednje
brzine tacke je

askor)

= 4.2
Vor = s (4.2)

a njena dimenzija je [duzina]/[vreme], a njena jedinica' [m/s].

Ako je vremenski interval At konacan, tada u opstem slucaju srednja
brzina tacke vrlo lose karakterise promenu vektora polozaja u nekom trenutku
unutar vremenskog intervala At. Ova karakteristika kretanja je sve tacnija,
sto je vremenski interval At kradi.

1yrlo Gesto se intenzitet brzine kretanja daje u broju kilometara koje bi tacka presla za
jedan ¢as, na primer tako se uvek meri brzina kretanja automobila. Ako'je takva brzina vz

- [kilometar/¢as], onda je odgovaraju¢a brzina u metrima po sekundi vs[m/s] = vs/3.6, jer

jedan kilometar ima hiljadu metara a jedan ¢as 3600 sekundi.
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Trenutna brzina tacke M, koja odgovara trenutku ¢, predstavlja grani¢nu
vrednost srednje brzine kada prirastaj vremena At tezi ka nuli
) . i AL
e Al o At
Poznato je da grani¢na vrednost koli¢nika Ar/At, kada At — 0, predstavlja
definiciju izvoda vektorske funkcije r(t) po nezavisno promenljivoj ¢. Znadi,
trenutna brzina tacke M ima oblik

v(t) = — =T, (4.3)

gde se tacka iznad vektora koristi za oznaku izvoda po vremenu.

Prema tome, brzina je vektor, koji je prvi izvod vektora polozaja tacke
po vremenu. Posto pravac vektora Ar, odnosno setice trajektorije, tezi ka
pravcu tangente na trajektoriju, kada At — 0, to i vektor trenutne brzine
tacke pada u pravac jedini¢nog vektora tangente T na putanju u tacki M
(Slika 4.2b). Smer vektora brzine odreduje smer kretanja tacke na putanji u
tom trenutku vremena.

Izraz (4.3) pokazuje i da su vektor brzine v i vektor elementarnog pome-
ranja dr istog pravca, odnosno kolinearni. Ova vazna ¢injenica se ¢esto koristi
u nasim daljim proucavanjima.

4.2.3 Vektor ubrzanja tacke

Tokom kretanja tacke u svakom njenom polozaju na trajektoriji, koji odgovara
odredenom trenutku vremena, tacka ima razli¢ite vektore brzine (Shk: 4.3).
Neka se u nekom trenutku vremena ¢ pokretna tacka nalazi u polozajn M
i neka u tom polozaju ima brzinu v, koja pada u pravac jea:niéuoz vektora
tangente T. Po isteku vremenskog intervala At, a u (renutku t- At, tacka se
nalazi u polozaju M; imajudi pri tom brzinu v;, koja pada u pravic jedini¢nog
vektora tangente T. Znadci, brzina pokretne tacke se za (0 vieme promenila
za Av = v; —v. Odavde je vi = v+Av, a ovoj vektorskoj jednacini odgovara
paralelogram vektora u tacki M. Ocigledno je da je vektor Av uvek usmeren
u konkavnu (izdubljenu) stranu putanje tacke.

Vektor srednjeg ubrzanja pokretne tacke u vremenskom intervalu At defi-
niSe se koli¢cnikom prirastaja vektora brzine Av i vremenskog intervala At,
odnosno

Av

=. (4.4)

Agr =
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Vektor a,. ima isti pravac kao i vektor Av i zbog toga je usmeren u konkavnu
(izdubljenu) stranu putanje. Intenzitet srednjeg ubrzanja tacke ima vrednost
|Av]

Qsr = ——— 4.5
8T A t ] ( )

dok njegova dimenzija iznosi a,[brzina)/[vreme], a jedinica je [m/s?].

Slika 4.3:

Trenutuo ubrzanje pokretne tacke u trenutku vremena t definise se granic-
nom vredno$éu srednjeg ubrzanja a,, kada vremenski prirastaj At tezi ka nuli

a(t) = Alitr_r.lo 8a = Alitr—I}o éA_\tf (4.6)
Imajuéi u vidu definiciju izvoda vektora i izraz (4.3), trenutno ubrzanje tacke
postaje
WSO IaTY,
a(t) = G =V="E (4.7)
Prema tome, vektor ubrzanja tacke u datom trenutku vremena jednak je
prvom izvodu vektora brzine ili drugom izvodu vektora polozaja tacke po
vremenu.

Za odredivanje polozaja vektora trenutnog ubrzanja u odnosu na putanju
posmatra se njegova definicija, ali na malo drugaciji na¢in. Trenutno ubrzanje
je grani¢na vrednost srednjeg ubrzanja (4.6). Sa slike 4.3 se vidi da srednje
ubrzanje lezi u ravni vektora brzina v i vy, koje pripadaju susednim tackama
M i M, na trajektoriji, odnosno u ravni tangenti T i T; na putanju u tim
tackama. Kako prirastaj vremena At tezi ka nuli, odnosno kako tacka M
tezi ka tacki M, tako se i ova ravan tangentnih vektora menja i tezi svom

grani¢nom polozaju u prostoru. Taj graniéni polozaj ravni tangenti TiT
u WWME@W%M&E&@J};

formira oskulatornu ravan krive linije u tacki M. Od svih ravni koje prolaze,
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kroz tacku M oskulatorna ravan ima sa krivom dodir najviseg reda. To
znaci da se najbolje od svih ravni priljubljuje uz krivu. U svakoj tacki krive
imamo drugu oskulatornu, odnosno dodirnu, ravan. Kod ravanskih krivih
oskulatorna ravan se poklapa sa ravni same krive. ' :

" Na osnovu izlozene definicije oskulatorne ravni krive linije, jasno je da se
vektor trenutnog ubrzanja a nalazi u oskulatornoj ravni i da je usmeren u
konkavnu, odnosno izdubljenu, stranu putanje (Slika 4.3).

Slika 4.4:

U svakoj tacki putanje pokretna tacka (Slika 4.4) ima jedinstvene vektore
brzine i ubrzanja. Ako je ugao izmedu tih vektora oStar, polozaj M, tada
je projekcija ubrzanja na pravac brzine a, > 0 i u smeru brzine, pa u tom
trenutku brzina raste i za kretanje se kaze da je ubrzano. Ako je ugao izmedu
ovih vektora tup, polozaj Mj, onda je projekcija ubrzanja na pravac hizine
a, < 0 i u suprotnom smeru od smera brzine, pa brzina u tom trenutku
opada i kretanje je usporeno. Ako je ugao izmedu ovih vektora prav, pclozaj
M, onda je u tom trenutku vremena projekcija ubrzanja na pravac brziue
a, = 0 pa brzina niti raste niti opada, pa mora biti ekstrer alna, minimalna
ili maksimalna.

Od jednog do drugog trenutka vremena, kret:uje mo e bili nbrzano, us-
poreno ili ni ubrzano ni usporeno.

Brzina i ubrzanje tacke, kao i trajektorija po koioj se ona kreée odreduju
nac¢in na koji se tacka kreée. Sve pomenute tri karak'criciike kretanja tacke,
vektori polozaja, brzine i ubrzanja, odreduju se u nekom od koordinatnih sis-
tema, u onom koordinatnom sistemu koji je za posmatrani problem
najprikladniji. Ovde se obraduju ove veli¢ine u tri koordinatna sistema:

1. Dekartovom pravouglom,
2. polarnom,

3. prirodnom.

_—_\__\—‘.___ﬂ*___,
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4.2.4 Dekartov koordinatni sistem

4.2.4.1 Trajektorija tacke .

Neka se tacka M krece u prostoru u odnosu na apsolutno nepokretan Dekartov
pravougli koordinatni sistem Ozyz (Slika 4.5), ¢iji su jedini¢ni vektori pravaca
i, j i k. Ovo kretanje tacke ima tri stepena slobode kretanja. Prema tome, to
kretanje je potpuno odredeno ako se znaju tri koordinate tacke M kao zadate
funkcije vremena
T = ‘{t)’ Y= y(t)’ z = Z(t),

koje su konacie jednacine kretanja tacke. U raznim trenucima vremena,
pocev o pouetke kretanja, pokretna tacka nalazi se u nekoj tacki prostora
Ozyz. Spajanjem svih tih tacaka u kojima se nalazila pokretna tacka dobija
se Luiva linija i prostoru. Ta kriva linija je geometrijsko mesto tacaka niz uza-
stopnih polozaja pokretne tacke u prostoru i naziva se trajektorija ili putanja
teke. “avisnosti z(t), y(t) 1 2(t) su parametarske jednagine trajektorije i
odreduju polozaj tacke na trajektoriji u datom trenutku vremena. NajceSce,
u kinematici, trazi se eksplicitni oblik jednacine trajektorije tacke. On se
nalazi u dva koraka:

Slika 4.5:

1. Prvo, iz zavisnosti z(t), y(t) i z(t) odreduju se granice kretanja, koje
odgovaraju pozitivnim vrednostima vremena ¢ kao nezavisno promenljive.
Time se dobija oblast E definisana sa

Z1 A" 2(t).< s,
o < oyt) <,
21 < k()< 29, 'za t 2> to,




162 Kinematika tacke

gde je to vreme pocetka kretanja, a x1, T2, ¥1, Y2, 21 i 22 su poznate
velicine. U opStem slucaju, oblast E je prikazana paralelopipedom na
slici 4.5 i ona moze biti konac¢na ili beskonac¢na.

2. Eliminacijom vremena iz jednacina z(t), y(t) i z(t) dobija se nepara-
metarski oblik jednacine krive linije u prostoru kao presek dve povrsine
fi(z,y,2) =01 fa(z,y,2) = 0. Ova kriva linija LM (Slika 4.5) naziva

n

se linija putanje tacke. Njen lu¢ni deo AB, koji pripada oblasti E, je
trajektorija ili putanja tacke. Znaci, trajektorija tacke je deo ili cela
linija putanje.

Smer kretanja tacke na trajektoriji je smer porasta pararhetra trajektorije,
a to znaci vremena t.
4.2.4.2 Brzina i ubrzanje tacke

Znajuéi zakone kretanja z(t), y(t) i z(t) tacke, vektor polozaja tacke postaje

r =zi+ yj + 2k, (4.8)
gde su i, j i k jedini¢ni vektori Dekartovih koordinatnih osa z, y i z.

Prema izrazu (4.3), i uwzimajuéi u obzir da su jedini¢ni vektori i, j i k
konstantnog pravca u prostoru?, dobija se vektor brzine tacke

v =i + 9j + zk. (4.9)

Vidi se da su projekcije brzine tacke na ose Dekartovog pravouglog -istema
Up = &, V, = 2

Uy = y) (410)

odnosno one su jednake prvim izvodima po vremenu o dgovara i¢ih koordinata

tacke. Znajuéi projekcije brzine, moze se lako odreliti iutenzitet vektora
brzine
v="4 2+ vl v2= /224 2 4+ 42, (4.11)
kao i njen pravac u prostoru prema sledeéim izrazima
Vg v v
cosay = =, cos 3, = 7”, CO8 7Y, = f, (4.12)

2Zbog konstantnosti intenziteta i pravca ovih vektora je i =j =k=0.

s
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o/
gde je
2 i3 - THR
cos® ay + cos” 3, + cos”y, =1,
i gde su o, By 17y uglovi koje vektor brzine v zaklapa sa koordinatnim osama.

Kako je vektor ubrzanja a prvi izvod vektora brzine po vremenu to iz (4.9)
diferenciranjem dobija se vektor ubrzanja tacke u Dekartovim koordinatama

a=&i+ jj+ zk. (4.13)
7Znaci, projekcije ubrzanjo ta’ke na ove ose si
a: =B, =7, az=2, (4.14)

i predstavljaju druge izvode po vremenu odgovarajucih koordinata tacke. In-
tenzitet 1brzanjo je odreden izrazom

a:,/a§+a§+a§:\/fiz+ﬂ2+22,

a uglovi wg, B, 17, vektora ubrzanja a sa koordinatnim osama dobijaju se iz

(4.15)

ay a
cos 3, = — o8 = .

(4.16)

Qg
cos 0 = —,
a

Ovim izrazima odreduju se vektori brzine i ubrzanja tacke u prostoru u
svakoj tacki putanje. Ako se kretanje tacke vrsi u nekoj ravni, na primer u
ravni Ozy, tada je z(t) = 0 i prema tome v, = a, = 0, odnosno tada se
vektori brzine i ubrzanja tacke nalaze u toj ravni.

4.2.5 Polarni koordinatni sistem

Polarni koordinatni sistem moze se koristiti za opisivanje kretanja tacke u
nekoj ravni, odnosno kada tacka ima samo dva stepena slobode kretanja. U
ravni kretanja (Slika 4.6) polozaj tacke odreden je sa dva parametra:

1. rastojanjem r pokretne tacke M od neke nepokretne tacke O u ravni
kretanja, takozvanog pola,

2. uglom ¢ izmedu pravca OM i nekog stalnog pravca u ravni, na primer
u odnosu na horizontalan pravac.

Zadato kretanje u polarnim koordinatama znaci poznavanje zavisnosti
ovih parametara od vremena, odnosno zakona kretanja tacke.

r=r(t), ¢=0e).
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4.2.5.1 Trajektorija tacke

Jednacina trajektorije tacke odreduje se eliminacijom vremena ¢ iz zavisnosti
r(t) i ¢(t), naravno vodedi racuna da ove koordinate mogu biti ogranicene
nejednacinama

| r(t) < ro,
¢1 ¢(t) S ¢27

$to ponovo dovodi do razlike izmedu linije putanje i trajektorije tacke.

S
<

Slika 4.6:

4.2.5.2 Brzina i ubrzanje tacke

U polarnom koordinatnom sistemu osnovni jedini¢éni vektori su: jediniéni v ok-
tor radijalnog pravca ro usmeren od pola O ka tacki M i jediniéni vektor
kruznog ili cirkularnog pravca co koji je normalan na pravac OM u smeru po-
rasta ugla ¢ (Slika 4.6). Pri kretanju tacke M po piitawi ovi jedinicni vektori
menjaju svoje pravce zbog njihovog obrtanja olo pola U. Za izraGunavanje
prvih izvoda ovih vektora po vremenu, oni se isk: zuju preko njihovih kompo-
nenti u pravcu Dekartovih osa z i y (Slika 4.6)

ro = cos gi+singj, co= —sin¢i+ cosdj.
Posto je ¢ funkcija vremena t to su ovi jediniéni vektori posredne funkcije vre-
mena preko ugla ¢. Primenjujuéi pravilo posrednog diferenciranja® i poredeéi
dobijene izraze sa izrazima za ove jedini¢ne vektore, dobija se
fo = ¢(— singi+ cos #j) = pco,

¢ = ¢(—cosgi— singj) = —¢ro, (4.17)
3po kome je %;—2 =5 %-,’},2%'1-2.
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jer su, kao 8to je ve¢ uoceno, izvodi Dekartovih jedini¢nih vektora jednaki
nuli. \ ;

Vektor polozaja tacke M moze se izraziti kao proizvod jedini¢nog vektora
njegovog pravca ro i njegovog intenziteta r

I = 'Ly, (4.18)

Sada je vektor brzine, kao prvi izvod vektora polozaja po vremenu, odreden
relacijom

vV = 7rg + rio,
§to zbog 1zraza (4.17) dovodi do
v = f'ro + réco. (4.19)

7idi se da vektor brzine u polarnim koordinatama ima dve medusobno nor-
malne projekeije (Slika 4.6)

Vp = 7T, Ve=T¢Co. (4.20)

Prva komponenta v, brzine je usmerena u radijalnom praveu i naziva se radi-
jalna brzina, dok je druga komponenta v, usmerena u pravcu jedini¢nog vek-
tora co i naziva se cirkularna brzina tacke. Projekcije brzine na radijalni i
cirkularni pravac iznose

=1, Ve =rd, (4.21)

dok je intenzitet brzine tacke odreden sa

v=+/v2+v2=1\/72+ r2¢2. (4.22)

Ugao a izmedu vektora brzine tacke i radijalnog pravca odreden je relacijom

tga = gt Bé (4.23)
Wpiir b

Posto je ubrzanje tacke izvod brzine po vremenu, iz izraza za brzinu tacke
(4.19) dobija se

a = iTg + it + FPco + rco + r$eo.
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Koristedi relacije (4.17) ovaj vektor ubrzanja postaje

a= (¥ —r¢ )ro + (rd + 27¢)co, (4.24)

i sastoji se iz dve medusobno normalne komponente. Komponenta ubrzanja
tacke

a, = (¥ — rd)z)ro, (4.25)

usmerena je duz radijalnog pravca i naziva se radijalno ubrzanje tacke. Druga
komponenta

ac = (rg + 2¢¢)co, (4.26)

Jje usmerena u pravcu jediniénog vektora co, i naziva se cirkularno ubrzanje
tacke.

Projekcije radijalnog i cirkularnog ubrzanja na radijalan i cirkularan pravac
iznose

4 =F =18, aoc=rd+ 2. (4.27)

Znajuéi ove projekcije ubrzanja, lako se nalazi i intenzitet vektora ubrzanja
tacke

a=VaFal = /(i -6’ + (rd+ 209, (4.2)

kao i ugao 3 izmedu tog vektora i radijalnog pravca

tgpile] (4.29)

Qr

4.2.6 Prirodan koordinatni sistem

Posmatrajmo zadatu trajektoriju tatke M (Slika 4.7) za vreme kretanja.
Polozaj tacke M na trajektoriji moze se odrediti ako se zna rastojanje tacke
M, mereno duz trajektorije, po¢ev od neke nepokretne tacke O. Luéna uda-
ljenost s tacke M od tacke O je krivolinijska koordinata i naziva se prirodna
koordinata. Znati kretanje u prirodnim koordinatama zna&i poznavati:

1. Zakon s(t) promene prirodne koordinate sa vremenom;

2. Trajektoriju tacke, duz koje se meri s(t).
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Na slici 4.7 sa + je obelezen smer pozitivnih vrednosti s(t) a sa — nega-
tivnih. Posto je zbog poznavanja trajektorije polozaj tacke na njoj odreden
samo sa jednifm parametrom, krivolinijskom koordinatom s(t), ovo kretanje
ima jedan stepen slobode kretanja.

Opisivanje kretanja u prirodnom koordinatnom sistemu je najlakse, naj-
jednostavnije i najociglednije. Prirodni koordinatni sistem, sem za izracunava-
nje brzine i ubrzanja tacke. uvek se koristi, ako je kretanje zadato u nekom
drugom koordinatnom sistemu, a trazi se poluprecnik krivine putanje ili
predeni put tacke.

Ry "
Ryl nBloniag ot
M N:

T : s
A/ R() Ea i

o

[ e | 0

Slika 4.7:

Naglasimo (ia. prirodna koordinata s nije predeni put tacke u datom trenut-
ku vremena, ve¢ samo njeno luéno rastojanje od tacke O. Samo u slucaju
monotonosti funkcije s(t) ona je istovremeno i predeni put tacke do tog
trenutka vremena.

Osnovni jedini¢ni vektori prirodnog koordinatnog sistema su jediniéni vek-
tor tangente T, glavne normale N i binormale B, koji se formiraju u svakoj
tacki M na trajektoriji. Jedini¢ni vektor tangente T (Slika 4.7) je u pravcu
tangente na putanju u tacki M i uvek orijentisan u smeru u kome raste
prirodna koordinata s. Od svih normala na tangentu za glavnu normalu
N bira se normala koja lezi u oskulatornoj ravni Ro trajektorije i koja je
usmerena ka centru krivine trajektorije. Treéi jediniéni vektor B, vektor bi-
normale, je normala na oskulatornu ravan u tacki M. Smer binormale je
odreden vektorskim proizvodom B = T x N. Ravan Ry koju ¢ine vektori N
i B, zove se normalna ravan, a ravan Ry koju ¢ine vektori TiB tangentng
ili rektifikaciona ravan krive linije u tacki M. Zna se da se vektori brzine 1
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ubrzanja tacke nalaze u oskulatornoj ravni Ro putanje, a to znaci da se sve
kinematicke karakteristike kretanja nalaze u ovoj ravni. Pri kretanju tacke,
ose ovog koordinatnog sistema u svakom njenom polozaju imaju druge pravce
u prostoru.

4.2.6.1 Brzina i ubrzanje tacke

Posto je brzina tacke prvi izvod vektora polozaja tacke M po vremenu moze
se napisati

dr

V=r=
ds

Ovde je ds elementarni prirastaj prirodne koordinate s, $ je skalar, a vektor
dr je istog pravca i smera sa vektorom brzine, odnosno u praveu jedini¢nog
vektora tangente T, pa vazi za As > 0

dr |dr |dr|

I o M ) S el |

ds ds ds
Kako je

bl _ o 5]

ds As—0 AS

n
jer u granicnom procesu duzina As luka MM; tezi ka duzini seice
MM, = |Ar| (Slika 4.8), to se dobija

dr
- —
ds g
i vektor brzine tacke
v = §T. (4.30)

Znaci, projekcija vektora brzine na pravac tangente i njen intenzitet, odnosno
kvadrat intenziteta, iznose

vr=3 wv=|3, v*=3% (4.31)
Ako je vp = § > 0, tacka se kreée u stranu porasta krivolinijske koordinate

8, dok se za vr = § < 0 ona kreée u stranu njenog smanjivanja. Kao 8to se
vidi iz izraza za vektor brzine tacke, on se u prirodnom koordinatnom sistemu
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Slika 4.8:

jedini¢nih vektora iskazuje samo jednom komponentom u pravcu jedini¢nog
vektora T, z1a¢i na najjedrostavniji nacin.
Difercnciranjem vektora brzine tacke (4.30) po vremenu, dobija se

a=3T + §T.

’rva komponenta ubrzanja pada u poznat pravac jedini¢nog vektora tangente
a drugs u pravac vektora T. Ako se sa Af obelezi ugao izmedu tangenti na
putanju u tackama M i M;, onda se moze posredno diferencirati na sledeci
nacin

dT df ds

a=iT+sZ> 0 dsdi’ (4.32)
Posmatrajimo sledeéi skalarni proizvod T-T = 1, odnosno kvadrat intenziteta
vektora T, koji je jednak jedinici. Diferenciranjem ovog izraza po 6 dobija se
da je T-dT/df = 0, Sto znaci da su vektori T i dT/df medusobno normalni.
Posto se vektor AT (Slika 4.8) nalazi u ravni vektora T i Ty, to se i vektor
dT mora nalaziti u toj ravni kada At — 0, odnosno u oskulatornoj ravni.
Normala na jedini¢ni vektor T u oskulatornoj ravni je jedini¢ni vektor glavne
normale N, pa mora biti

dT |dT
— = |—|N.
dae l dae ’
Dalje je, po definiciji i prema slici 4.8
A
|ATY; - dige 2sin 42 2
Ao—.o A0 Ao A
odnosno
dT
— =N.
de
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Iz analiticke geometrije poznata je Cinjenica da je krivina x krive linije u
svakoj tacki definisana sa

_de 1

X_EZE,

gde je Ry poluprecnik krivine putanje u datoj tacki M. Polupreénik krivine*
odreduje polozaj centra krivine krive linije koji se nalazi u oskulatornoj ravni
u praveu i smeru jedini¢nog vektora glavne normale N, a na rastojanju Ry
od tacke M.
Koristec¢i ove rezultate, dobija se iz (4.32)
22

CuN (4.33)

=D 3" \
a=3§ +Rk

Prema tome, vektor ubrzanja tacke ima dve komponente u prirodnom
koordinatnom sistemu. Jedna komponenta

ar = §T, (4.34)

je usmerena duz tangente T na putanju, i naziva se tangencijalno ubrzanje
tacke. Druga komponenta, koja se zbog (4.31) moze pisati i kao

’U2

Ry,

ay = N, (4.rd )
naziva se normalno ubrzanje tacke i pada u pravac glavne normale putanjc
Projekcije vektora ubrzanja na pravce tangente i glavne normale iznose

’U2

= 5 (4.36)

ar = §, an

Tangencijalno ubrzanje tacke karakterise promenu pioiekcije b1 ine na pravac

tangente a normalno ubrzanje je rezultat promene pra ca velgora brzine na

putanji. Normalno ubrzanje uvek ima smer ka centru krivine putanje (Slika

4.9) dok tangencijalno ubrzanje moze biti u smeru jedini¢nog vektora T,

odnosno u smeru porasta krivolinijske koordinate s, ako je § > 0, ili u suprot-
nom smeru, ako je § < 0.

Ako je u nekom trenutku $ i § istog znaka kretanje je ubrzano. Ako je

$§ > 018 > 0 kretanje je ubrzano u smeru poveéanja koordinate s, a ako je

4Ako se iz centra krivine krive linije opige krug poluprecnika Ry onda taj krug u tacki
M najbolje prijanja uz krivu liniju, odnosno ”izmedu krive linije i tog kruga je ostvaren
dodir najviSeg reda”, po rezultatima analiticke geometrije.
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1

Slika 4.9:

§$ <018 < 0kretanie je takode ubrzano ali u smeru smanjenja koordinate s
(Slika 4.9). Ako su te veli¢ine suprotnog znaka kretanje je usporeno. Ako je
$> 0135 <0 krotanje je usporeno u smeru povecanja koordinate s, a ako je
§ < 018 > U kretanje je takode usporeno ali u smeru smanjenja koordinate
s. Ako je u nekom trenutku kretanja tangencijalno ubrzanje jednako nuli,
odnosuo s = 0, onda u tom trenutku projekcija brzine na pravac tangente §
ima ekstremalnu vrednost, minimalnu ili maksimalnu.

Normalno ubrzanje moze biti nula u trenucima kretanja kada je brzina
jednaka nuli ili kada putanja ima prevojnu tacku, odnosno kada je Ry besko-
nacno. Zbog ortogonalnosti komponenti ubrzanja, intenzitet vektora ubrzanja

iznosi
S $2\?
a = (l% + (L?V = §2 + (E-) s (437)
k

a ugao a izmedu vektora ubrzanja i glavne normale odreden je relacijom

tga = il _%Rk. (4.38)
anN S
Komponente ubrzanja tacke, tangencijalno i normalno nazivaju se prirodne
komponente ubrzanja pokretne tacke. .
Na slici 4.9 je prikazan raspored brzine i ubrzanja tacke u oskulatornoj
ravni trajektorije, gde se ti vektori nalaze.

4.2.6.2 Polupreénik krivine putanje i predeni put tacke

Polupreénik krivine putanje tacke u nekom trenutku vremena t¢; i predeni put
do tog trenutka izracunavaju se u prirodnom koordinatnom sistemu.
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Ako je kretanje dato u bilo kom drugom koordinatnom sistemu, na primer
u Dekartovom ili polarnom koordinatnom sistemu, prvo se, koristeéi relacije
(4.11) ili (4.22) i (4.15) ili (4.28), nalazi intenzitet brzine u funkciji vremena,
odnosno v(t), i ubrzanje u tom trenutku vremena t; odnosno i a(t).

Do polupreénika krivine putanje dolazi se na sledeéi nacin®: diferencira-
njem po vremenu trece relacije (4.31) dobija se 23§ = 2vv; odavde, koristedi
(4.36), nalazi se tangencijalno ubrzanje ar = vi/$, &iji je kvadrat a2 = 9,
zbog v?> = §%. Normalno ubrzanje u tom trenutku vremena #; nalazi se

iz (4.37), odnosno an(t1) = 4/a®(t1) — v%(t1). Konacno iz (4.36) dobija se

poluprecnik krivine putanje

_ v3(t1)
Rk(tl) = a2(t1) = 1')2(t1)' (4.39)

Za odredivanje predenog puta tacke, za vreme njenog kretanja od pocetnog
trenutka vremena to do proizvoljnog ¢, iz druge jednacine (4.31) nalazi se
ds = +tw(t)dt i ova relacija se integrali od ty9 do t uz pretpostavku da je

s

Slika 4.10:

prirodna koordinata s jednaka nuli za to, odnosno s merimo od pocetka kre-
tanja,

t
s(t) = & / o(t)dt. (4.40)

to :

Apsolutna vrednost krivolinijske koordinate s u datom trenutku vremena

t jednaka je predenom putu do istog trenutka samo ako funkcija s(t) stalno
monotono raste ili monotono opada od pocetka kretanja. Svaka promena

SU analitickoj geometriji takode se prou¢ava odredivanje polupre¢nika krivine krive
linije.

i
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vrste monotonosti funkcije s(t) znaci ponovno prelazenje veé ranije predenog
dela putanje. Do promene vrsté monotonosti funkcije-s(t) dolazi u tackama
gde je § = 0, odnosno gde je prema (4.31) intenzitet brzine v jednak nuli.
Zbog odredivanja tih tacaka promene monotonosti funkcije s(t) crta se dija-
gram (Slika 4.10) funkcije s(t) u intervalu [to,¢] i na tom dijagramu uoce se
vremenski intervali [to, t1], [t1,t2] 1 [t2,t] u kojima je funkcija s(t) monotono
rastuca ili monotono opadajuca. Vidi se da u trenucima vremena ¢, i ta, koji se
nalaze izmedu pocetnog (renutka vremena to i datog trenutka ¢, funkcija s(t)
ima ekstremalne vrcdnosti. U svakom intervalu vremena u kom je funkcija
s(t) iste monotonosti preden put je apsolutna vrednost integrala (4.40) u tom
intervalu. Zato je ukupan predeni put od trenutka to do trenutka ¢

Fugt = |s(tny] + ls(t2) = s(ta)] + Is(t) = s(t2)] (4.41)

7hog obrazlozenog nacina izracunavanja predenog puta tacke, znak & u
izrazu (4.40) gubi u tom postupku svaki znacaj. Prema tome, u izrazu (4.40),
a pri izroéunavanju predenog puta, moze se uvek usvajati znak +.

4.2.7 Primeri

Primer 34 Materijalna tacka M kreée se u ravni Oxy po zakonima
x =2cos2t [m], y=2sint [m].
Nadéi:
1. trajektoriju tacke,
2. brzinu i ubrzanje tacke u trenutku t = 7/4 [s],
3. poluprecnik krivine putanje za trenutak ti.

Iz zakona kretanja vidi se da se kretanje odvija u oblasti E, koja je defi-
nisana sa —2 < z(t) < 2 1 =2 < y(t) < 2 (Slika 4.11). Iz prve jednacine
kretanja sledi

z = 2(cos?t —sin®t) = 2(1 — 2sin*t),

§to kombinovano sa drugom jednaéinom kretanja dovodi do jednacine linije
putanje

T2y
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Slika 4.11:

To je jednacina parabole (Slika 4.11) koja je otvorena u negativnu stranu x
ose. Njen deo ABC, koji se nalazi u oblasti E, je trajektorija tacke. Analizira
se 1 nacin kretanja tacke po toj putanji. Tacka M kreée iz tacke B, jer je u
pocetnom trenutku vremena

Posle tog trenutka x opada, a y raste i tacka se kreée ka tacki A. U tacki
- A pokretna tacka M nade se kada je y = 2, odnosno u trenucima vrem.-na
ta koji su reSenje jednacine sinty = 1. ReSenja ove jednacine su trenuci
ta = (m/2) + 2km [s], gde je k = 0,1,2... Posto se u istim geoinctrijskim
tackama putanje pokretna tacka nade posle svakog proteklog remen: od 2,
krecuéi se u istom smeru po putangi, ovo kretanje 'ucke jc periodiZno sa pe-
riodom od 2m sekundi, odnosno kretanje se ponui'ia posle protoka svakih 2
sekundi.

Diferenciranjem po vremenu zakona kretanja dobijujn <o projekcije (4.10)
i intenzitet brzine (4.11) pokretne tacke u proizvoljnom irenutku
& = —4sin2t,

Vg = vy = 9 = 2cost,

\/ 16 sin? 2t + 4 cos? ,

Y=

(4)
a iz ovih izraza za ty = w/4 [s] sledi
w1 =VZ[m/s], =3V [m/s)

Vo1 = —4 [m/s],

-
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Upotrebom izraza (4.14) i (4.15) dobijaju se projekcije i intenzitet ubrzanja
tacke ’ .

a, = I = —8cos2t,
ay = Y= —2sint,
a = \/64C0822t + 4sin®t,

i za trenutak t1

4y = —V2 [m/s?], a1 =V2[m/s%.

Ayl = 0 I’ ,L/' ‘2],

U trenutku t; pokretno tacka se nalazi u tacki D sa koordinatama x1 = 0 [m]
iy =y 5] |mi,. Pomoéu izrac¢unatih projekcija brzine i ubrzanja tacke u tom
polozaji na slic: 4.11 su nacrtani vektori brzine i ubrzanja tacke. Izvod izraza
(A) po viemenu glasi

V= 2i [64sin2t cos 2t — 8costsint],
v

0 2a trenutak t; = /4 [s] iznosi 91 = —v/2/3 [m/s?]. Posto se zna celokupno
ubrzanje tacke ay i 01 koristeéi (4.39) nalazi se polupreénik krivine trajektorije
u tacki D, odnosno Rk = 27/2 [m)].

Tangencijalna i normalna komponenta ubrzanja u trenutku t1 nacrtane su
na slici 4.11. Posto je u tom poloZaju projekcija ubrzanja na pravac tangente
u suprotnom smeru od brzine, kretanje tacke je u tom trenutku usporeno.
Na slici su ucrtani i jedini¢éni vektori T ¢ N ovih pravaca. Centar krivine
putanje u tacki D se nalazi u praveu glavne normale, u smeru ka konkavnoj
strani putanje i na rastojanju Ri1 od tacke D.

Primer 35 Dati su zakoni ravanskog kretanja tacke u polarnim koordinatama
r = a(l +coswt) [m], ¢ =t [rad],

gde je o proizvoljna pozitivna konstanta. Odrediti:

1. Trajektoriju tacke;
2. Brzinu i ubrzanje tacke;
3. Poluprecnik krivine putanje tacke;

4. Velicine pod 2. i 8. odrediti i u trenutku vremena t1 = 1/3 [s].
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Slika 4.12:

Iz zakona kretanja nalazi se oblast E u kojoj se pokretna tacka kreée
0<7(t) <2ai 0< ¢(t) < oo, a eliminacijom vremena nalazi se linija
 putanje

r = a(l 4 cos¢).

Ova kriva linija naziva se kardioida i ona se cela nalazi u oblasti E (Slika
4.12). Po zakonima kretanja se zakljuéuje da se pokretna tacka krei: pc
putangi u pokazanom smeru na slici i da jedanput obide putanju za dve sclunde.
Kao pomoé, na slici 4.12 je nacrtan i Dekartov koordinatni sistem Oxy. U
njemu tacka A ima koordinate

¢ = 0rad};. 1 15 2o fm],
Sa slike se vidi da je y koordinata tacke na putan
y = a(1 + cos ¢) sin @,
pa je izvod funkcije y po nezavisno promenljivoj ¢
Y = a(cos ¢ + cos® ¢ — sin® ¢).

Izjednacavanjem ovog izvoda sa nulom dobija se tacka maksimuma C sa
koordinatama

¢C=g [rad] iTc=3?a [m].

3
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Zbog simetrije krive u odnosu na osu x, tacka D minimuma ima koordinate

5m _ 3
¢p = = [rad) irp = - [m].

U trenutku t; pokretna tacka se nalazi u tacki C.
Koristeéi izraze (4.21) i (4.22) nalaze se projekcije i intenzitet vektora
brzine u proizvoljnom trenutku vremena

v, = 1= —amsint,

v. = r¢=a(l+cosmt)r,
v = 4/ v2+v?=7V2ar,
a te velicine u trenutlu t1 1znose

— 3 3ar
w = —0‘—;— [m/s), ver === [m/s],

v = amV/3 [m/s).

noristeéi izraze (4.27) i (4.28) nalaze se projekcije i intenzitet vektora
ubrza-nja u proizvoljnom trenutku

a, = ¥-— rg'bz i —a7r2(1 + 2cost),
ac = ré+2rp=—2an’sinmt,
= ‘/a3+a2=a7r2\/5+4cos7rt,
Sto za trenutak ti 1znosi
a1 = —2am® [m/sY], am =—an’V/3 [m/sY,

a1 = an®V/T [m/s%.

Iz izraza za intenzitet brzine dobija se

~
) = — (—amsinmt),
v 7”/27*( amsint)

§to u trenutku ty iznosi v, = —an?/2 [m/s?]. Iz izraza (4.39) izracunava se
polupreénik krivine putanje u trenutku vremena ti, odnosno
2v/3c
Rpir= 5 [m].

Na slici 4.12 nacrtane su komponente brzine i ubrzanja kao i poloZaj centra
krivine putanje Cx na rastojanju CCx = Rr1 u smeru glavne normale na
putanju u tacki C.
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Primer 36 Date su jednacine ravanskog kretanja tacke
T =acos’t [m], y=asin’t [m],
gde je « proizvoljna konstanta. Odrediti:

1. trajektoriju tacke,

2. predeni put tacke od pocetka kretanja to = 0 [s] do trenutka vremena
ty = [s].

Iz zakona kretanja sledi da se tacka kreée u oblasti E ravni Ozy, defi-
nisanoj sa 0 < z(t) < a i 0 < y(t) < a. Sabiranjem jednacina kretanja dobija
se jednacina linije putanje

T+y=aq,

¢iji deo AB u oblasti E je trajektorija tacke (Slika 4.13a). Owo kretanje
podinje iz tacke A, jer je £(0) = a i y(0) = 0. U tacki A pokretna tacka
se nalazi u trenucima ta koji su resenje jednaéine sin®ty = 0, odnosno za
ta = km [s] (k =0,1,..), a u tacki B za sva resenja jednacine cos’tp = 0,
odnosno za tg = (m/2) + kn [s]. Zakljuéuje se da pokretna tacka osciluje
izmedu tacaka A i B.

b)

Slika 4.13:

Diferenciranjem po vremenu zakona kretanja dobijaju se projekcije brzine
tacke i njen intenzitet u funkciji vremena
Vg = &= —2acostsint = —asin2t,
vy = Y =2asintcots = asin2t,

v = /2242 = aV2sin2t.
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Zamenom prethodnog izraza u (4.40), odabiranjem znaka + u tom izrazu i
posle integracije dobija se prirodna koordinata s

s(t) = aV/2sin’t,

Gija je zavisnost od vremena prikazana na slici 4.13b. Predeni put tacke se
trazi od podetka kretanja to = 0 [s] do trenutka vremena t, = m [s]. Do tog
trenutka t1 kriva s(t) monotono raste za t € [0,7/2] i monotono opada za
t € [r/2,7]. Koristeéi (4./1) dobija se predeni put za to vreme

Por = |s(m/2)| + |s(x1) — +(m/2)] = ]a\/i) 4 ’—aﬁ' — 2av/2 [m].

Posto je v ovom primern kretanje tacke po pravoj liniji, predeni put se
moze jednostavio nads i sa shke 4.13a.

4.3 Translatorno kretanje tela

Tionslatorno kretanje tela je najjednostavnije kretanje tela. Kretanje tela
je translatorno, ako svaki zamisljeni pravac u telu za vreme kretanja ostaje
sam sebi paralelan. Pri translatornom kretanju tela putanje svih tacaka tela
‘nogu biti pravolinijske ili krivolinijske. Na primer, translatorno se krecu
vagoni zicare (Slika 4.14), ako su zglobno vezani za uze koje ih pomera od
stuba B ka stubu A. Ovo je krivolinijska translacija.

Slika 4.14:

Posmatrajmo kinematicke posledice translatornog nacina kretanja u od-
nosu na nepokretan koordinatni sistem Ozyz (Slika 4.15). U tom cilju, uoéim.o
dve proizvoljne tacke A i B tela za vreme translatornog kretanja. Neka je
r4 vektor polozaja tacke A u odnosu na nepokretnu tacku O, arp vektor.
polozaja tacke B u odnosu na istu tacku. Sa slike 4.15, jasno je da su vektorl
polozaja tacaka A i B povezani relacijom

rs =14+ AB. (4.42)
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Izaberimo drugu nepokretnu tacku O; ¢iji je polozaj u odnosu na tacku O
odreden sa vektorom OO; = AB. Sa slike 4.15 sledi da je rp = OO0 + r'g,
pa zbog (4.42) dobija se vektor polozaja r’z = r4 tacke B u odnosu na tacku
O;. Ovaj rezultat znaci da kretanje tacke B, u odnosu na tacku O; ima istu
putanju kao Sto je putanja tacke A u odnosu na tacku O. Zaklju¢ujemo da su
pri translatornom kretanju tela, putanje svih njegovih tacaka iste po obliku.
Translatornim pomeranjem putanje svih tacaka tela se dovode do poklapanja.

Slika 4.15:

Ako se izraz (4.42) diferencira po vremenu, primeéujuéi da je vektor AR
konstantan vektor u prostoru, odnosno da je d(AB)/dt = 0, dobija se

V4 = Vs, (4.43)

odnosno brzine proizvoljnih tacaka A i B u bilo kom trenutkn vremena su
jednake. Diferenciranje prethodnog izraza po vremenu doveod do

aj = ap. (4.44)

Prema tome i ubrzanja tacaka A i B u bilo kom (renutku viemena su ista. S
obzirom da su tacke A i B tela proizvoljno izabrane (o iz rredasnjih rezultata
sledi da su pri translatornom kretanju tela putanje, Lizine i ubrzanja svih
tacaka tela u bilo kom trenutku vremena iste.

Posto su pri translatornom kretanju tela vektori brzine i ubrzanja tacke isti
za sve tacke tela, ovi vektori su slobodni vektori pri translatornom kretanju
pa se mogu crtati u bilo kojoj tacki tela.

Zakljucujemo da je translatorno kretanje tela odredeno kretanjem samo
Jedne njegove tacke, pa ovo kretanje ima tri stepena slobode, kao i kretanje
Jedne tacke u prostoru. Prema tome, za proucavanje translatornog kretanja
tela dovoljno je znanje kretanja jedne njegove tacke.

pows

Kinematika 181

4.4 Obrtanje tela oko nepomicne ose

Posmatrajmo telo (Slika 4.16), cije su dve tacke A i B za vreme kretanja
nepomiéne. Na primer, u tacki A je potporno a u tacki B cilindi¢no leziste.
U ovom slucaju telo moze da se obrée oko nepomicne ose 2, koja prolazi kroz

Slika 4.16:

tacke A i B. Osa z moze imati proizvoljan pravac u prostoru. Radi jedno-
stavnijeg predstavljanja svih elemenata ovog kretanja, pretpostavi se da je
ona vertikalna. Pri ovom kretanju polozaj tela u svakom trenutku je odreden
ako se zna ugao ¢ izmedu dve ravni, koje prolaze kroz obrtnu osu, jedne 7
¢vrsto vezane za telo a druge 7 nepomicne u prostoru.

Prema tome, obrtanje tela ima jedan stepen slobode kretanja. Zadata

zavisnost ugla obrtanja

¢ = ¢(t)
predstavlja zakon obrtanja tela oko ose z. Sve karakteristike obrtanja tela
oko ose se izra¢unavaju pomocu tog zakona obrtanja.

Pri proucavanju obrtanja tela oko nepokretne ose, obrtanje moze da se
odvija u dva smera. Ono obrtanje koje se vidi kao obrtanje suprot'no od
kretanja kazaljke na satu naziva se pozitivno obrtanje. Ako se obrtanje vidi
kao obrtanje u smeru kretanja kazaljke na satu ono je negativno. o

Prilikom obrtanja tela oko ose AB sve tacke tela koje se nalaze na t():] osl
su nepomiéne, dok sve druge tacke imaju kruzne putanje u ravnima koje su

normalne na osu AB. it .
Prilikom obrtanja tela oko nepomicne ose, sve karakteristike kretanja dele

se na one koje su iste za celo telo, i one koje zavise od polozaja tacke u telu.
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U prvu grupu spadaju ugaona brzina i ugaono ubrzanje tela, a u drugu brzina
i ubrzanje neke tacke tela.

4.4.1 Ugaona brzina i ugaono ubrzanje

Ako je polozaj tela unekom trenutku vremena ¢t odreden uglom ¢ a u trenutku
t1 = t + At uglom ¢,, gde je prirastaj vremena At konacan, tada je prirastaj
ugla A¢ za to vreme odreden sa A¢ = ¢; —¢. Srednja ugaona brzina obrtanja
tela se definise kao

i ima dimenziju [w] = [rad/s] i jedinicu [s~!], jer je radijan bezdimenzijska
mera ugla.

Trenutna ugaona brzina obrtanja tela je grani¢na vrednost srednje ugaone
brzine kada prirastaj vremena tezi ka nuli, odnosno

. A¢
w = limy o

Sto zbog definicije prvog izvoda glasi
w(t) = ¢. (4.45)

Smer rotacije tela oko ose z moze da se oznaéi znakom N nacrtanim oko ose
u smeru obrtanja. Najbolje je, kao celokupnu karakteristiku obrtanja tela oko
ose, uvesti vektor ugaone brzine w =wk, gde je k jedini¢r: vektor u praveu
z ose. Zmaci, vektor w ima intenzitet ugaone brzinc i pravac ose obrtanja.
Ako je w > 0 vektor je usmeren u smeru jediniinog vek ora k, & tada se to
obrtanje vidi sa vrha ose z kao pozitivno (Slik: 4.16). Ako je w < 0 vektor
Je usmeren u suprotnom smeru od smera jediniéuor vektora k, a tada se to
obrtanje vidi sa vrha ose z kao negativno.

Ako je w ugaona brzina tela u trenutku ¢, a u trenutku ¢ + At se promenila
na wi, gde je prirastaj vremena At konacan, tada je promena ugaone brzine
Aw za to vreme odredena sa Aw = wy —w. Srednje ugaono ubrzanje obrtanja
tela oko ose se definise kao

Aw

TR

1 ima dimenziju [e5:] = [ugaona brzina/vreme] i jedinicu [s~2].
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Trenutno ugaono ubrzanje obrtanja tela oko ose je definisano grani¢nom
vredno$éu srednjeg ugaonog ubrzanja kada prirastaj vremena At tezi ka nuli,

odnosno

U WAYS,
= A

* §to zbog definicije izvoda i (4.45) postaje

e(t) =w = ¢. : (4.46)

Znaéi, ugaono ubrzanjc tela u datom trenutku vremena brojcano je jednako
prvom izvodu ugacne brzine ili drugom izvodu ugla obrtanja po vremenu.
Ako je € > U 7za obrianje ¢ kaze da je ubrzano, ako je ¢ < 0 obrtanje je
u tom trcuntku usporeno. Ako je u nekom trenutku vremena € = 0, onda
u tom trenuti 1 kictanje nije ni ubrzano ni usporeno, a ugaona brzina ima
eks!remalmi viednost, minimalnu ili maksimalnu.

Ako je ugaono ubrzanje stalno tokom kretanja jednako nuli, odnosno
e =0, i7 (4.46) nalazi se da je w = const., §to daje ugao obrtanja ¢ = wt, i
takvo obrtanje se naziva ravnomerno ili jednoliko®.

Q)] €

Slika 4.17:

Ugaono ubrzanje prikazuje se vektorom ugaonog ubrzanja €. On je po
intenzitetu jednak ugaonom ubrzanju (4.46) i pada u pravac ose obrtanja.
Ako je € > 0 on je istog smera sa ugaonom brzinom (Slika 4.17), a ako je
e < 0 on je u suprotnom smeru od vektora w. Ova veza vektora ugaonog
ubrzanja i vektora ugaone brzine sadrzana je u relaciji da je € = w = wk. ‘

Vektori ugaone brzine w i ugaonog ubrzanja e mogu se slobodno pomerati
duz ose obrtanja, pa su to klize¢i vektori.

6Ako pri ovom obrtanju telo nagini n obrtaja u minuti onda je ugao obrtanja za 130
vreme ¢, = 2mn, jer se on meri od potetnog polozaja gde je ¢y = 0, a odgovarajuca
ugaona, brzina

= =1
k- (G

koja je Gesta karakteristika rada mnogih maSina.
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4.4.2 Brzina i ubrzanje tacke tela

Uoci se neka tacka M tela (Slika 4.18) koja se nalazi na rastojanju h od ose
obrtanja. Pri obrtanju tela oko ose z ova tacka se krece po krugu poluprecnika,
h. Centar tog kruga se nalazi u tacki O prodora ose z kroz ravan kruga, koja
je normalna na osu z.

Slika 4.18:

Ako se za neki vremenski interval telo obrne za ugao ¢, iz polozaja o u
polozaj M, onda je luéno pomeranje tacke za to vreme s = h¢. Posto jo ovo
zakon kretanja tacke M u prirodnom koordinatnom sistemu projekcija njcne
brzine na pravac jedini¢nog vektora tangente T kruzne putanic (Slika 4.18)
iznosi

vr = § = h¢ = hw, (4.47)
gde je w ugaona brzina obrtanja tela. Brzine raznil tacaka 'cla pri obrtanju
tela oko ose, koje su na istom rastojanju h od ose, ima 11 ‘ste brzine.

Do vektora brzine tacke M pri obrtanju tela oko ose z moze se dodi i na
slede¢i nacin: Uoci se vektor rps polozaja tacke M u odnosu na bilo koju

tacku na osi obrtanja i vektor ugaone brzine w. Tada je brzina tacke M data
sa

Vym = I.'M =w X TIpy. (4.48)

Intenzitet ovog vektorskog proizvoda je wrys sina = wh, gde je o (Slika 4.18)
ugao izmedu vektora w i ry. Pravac i smer tog vektora je odreden pravilom

T B R e T T

e

Kinematika 185

vektorskog proizvoda vektora w i rjs. Sva ova svojstva vektorskog proizvoda
w X 137 opravdavaju relaciju (4.48). .

Ako je k jedini¢ni vektor pravca z ose, onda vektor ugaone brzine ima
oblik w = ¢k. Zamenom ovog izraza u (4.48), i mnozenjem dobijenog izraza
sa prirastajem vremena dt, dobija se elementarno pomeranje tacke M (Slika

4.18)

dl‘}u =0 x Ty, (449)

gde vektor

0 —dok (4.50)

ima intenz!ot jenal intenzitetu elementarnog obrtanja d¢, pravac ose obr-
tanja i smer i:fi suieru obrtanja. Posto taj vektor sadrzi sve osobine ele-
mentaruog obrianja oko ose, opravdan je njegov naziv: vektor elementarnog
obrtanja oxo ose.

Ako s u telu uoéi jedini¢ni vektor e (Slika 4.18), koji je ¢vrsto vezan za
telo, {2da brzina kraja tog vektora, odnosno tacke M tela, prema (4.48) glasi

VM, = é=wXxe. (451)

Izraz (4.51) je znacajan jer daje izvod po vremenu jedini¢nog vektora, koji
menja svoj pravac u prostoru zbog obrtanja.

Koristedi izraze (4.36), (4.47) i (4.48) i uzimajuéi u obzir da je poluprecnik
krivine putanje tacke M duzina h, dobija se tangencijalno i normalno ubrzanje
tacke M pri obrtanju tela oko ose

'U2

o g o 2

ar=8=he, any= A = hw”,

gde je £ ugaono ubrzanje tela. Ove komponente ubrzanja tacke M su prikazane

na slikama 4.18 i 4.19a, gde su dati i jedini¢ni vektori tangente T i glavne

normale N putanje tacke. Tangencijalno ubrzanje je-u smeru obrtanja za

£ > 0 i u obrnutom smeru od obrtanja za ¢ < 0. Normalno ubrzanje je

uvek usmereno ka osi obrtanja. Na slici 4.19a prikazana je putanja tacke M
gledana iz pozitivnog smera ose 2.

Intenzitet ubrzanja tacke M iznosi

ay = hvVe? + wt,
a ugao 3 izmedu vektora ubrzanja ay i pravca OM odreden je jednacinom

(4.54)

(4.52)

(4.53)

ar &
t = —_—— = —,
g0 ety
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Iz relacija (4.53) i (4.54), se vidi da je intenzitet ubrzanja svake tacke
tela proporcionalan udaljenju tacke od ose obrtanja i da ubrzanja svih tacaka
tela zaklapaju isti ugao sa pravcem normale povucene iz date tacke na osu
obrtanja, jer ugao [ ne zavisi od polozaja tacke u telu.

Slika 4.19:

Do ubrzanja tacke M moze se dodi i diferenciranjem po vremenu vektora
brzine tacke M, odnosno

an Z\.’M =il X Ty +w X I"}u,
§to zbog (4.46) i (4.48) dovodi do
ay =Vy =€ X Ty +w X v.

Lako se utvrduje, koristeéi uobi¢ajena svojstva vektorskog proizvoda i (4.52),
da su tangencijalna i normalna komponenta ubrzanja tacke '/ date -a

ar =€ XTIy, ay=w X Vp, (4.55)
odnosno

ay = ar + ay.

4.4.3 Primer

Primer 37 Disk polupreénika r [m] obrée se oko nepomicne ose sa konstant-
nim ugaonim usporenjem (Slika 4.19b). Posle N obrtaja disk se zaustavlja.
Poéetna ugaona brzina diska iznosi wo [s7']. Odrediti:

1. ugaono usporengje diska,

-

o=
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2. proteklo vreme od pocetka kretanja diska do zaustavljanja,

3. brzinu i ubrzanje tacke na periferiji diska u trenutku koji je polovina
potrebnog vremena za zaustavljanje.

U trenutku ty zaustavljanja diska, iz relacija (4.46) i (4.45), uz uslov da
je ¢o = 0 dobijaju se jednacine

€
0 = elx + wo, 27I'N=w0tk+—2-ti.
Resavanjem ove Ive algeharske jednacine po € i lg, nalaze se ugaono us-
porenje diska . protekio vrem: od pocetka kretanja do zaustavljanja

2
R _4nN
T el

Brzino, normalna i tangencijalna komponenta ubrzanja tacke M diska na
raciojaniu r od ose obrtanja izracunavaju se koristeéi (4.47) i (4.52)

v = rw=r(et + wo),
.2
ay = mw’=r(et+wy)?, ar=re= —::]‘\)/_.
U trenutku t; = tx/2 [s] ove veli¢ine imaju vrednosti
0 sl o = "8 /], am = 18, ]
v = 2 mjsj, anNi1 = 4 ) 7 ¥ 47N )

i nacrtane su na slici 4.19b. Intenzitet ubrzanja tacke M iznosi

2
W
4y ='\/ak; ¥ a3, '= 471_]2/_\/1 + 72N? [m/s?,

a ugao o izmedu vektora ubrzanja i glavne normale N odreden je relacijom

gm L

tg o —_
& ani N

4.5 Ravansko kretanje tela
Ve¢ je ranije reéeno da su elementi kinemati¢kog torzera, vektor ugaone brzine

w i vektor translatorne brzine v; pri ravanskom kretanju medusobno orto-
gonalni. Pri ravanskom kretanju, sve tacke tela kre¢u se u raynima koje
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su paralelne nekoj nepomi¢noj ravni 7 (Slika 4.20), drugim rec¢ima ako su
brzine svih tacaka tela paralelne toj ravni 7, tada se telo krece ravanski. Pri
ravanskom kretanju tela sve tacke tela, koje se nalaze na pravoj normalnoj
na tu referentnu ravan, kreéu se na potpuno isti nacin. Prema tome, za
proucavanje ravanskog kretanja tela, dovoljno je prouciti kretanje jedne tanke
ploce S, koja je iseCena iz tela paralelno referentnoj ravni, u koordinatnom
sistemu Ozy, koji se usvaja u toj ravni (Slika 4.20).

Slika 4.20:

Polozaj ploce S u ravni Ozy potpuno je odreden polozajem dve tacke Ai B
tog preseka. Posto je telo kruto, rastojanje izmedu ovih tacaka je konstanino,
pa cetiri koordinate ovih tacaka zadovoljavaju jednacinu

(B — 117;1)2 + (yB — yA)2 = (AB)Z,

koja se u mehanici naziva jednacina veze. Iz ove relacije moze i izraziti
bilo koja odabrana koordinata u funkciji tri preo-ialc koc:dinate, koje su
zbog toga nezavisne. Prema tome polozaj tela. koje vrsi ravausko kretanje,
odreden je sa tri nezavisna parametra, pa ravansko kretanjc ima tri stepena
slobode kretanja.

Pri ravanskom kretanju tela, ono se moze premestit iz jednog polozaja [
(Slika 4.21) u neki drugi polozaj I slozenim kretanjem od jedne translacije
i obrtanja oko jedne ose. Translacijom dovodi se telo iz polozaja I u polozaj
I, a zatim obrtanjem oko neke tacke C' u krajnji polozaj I1. Pomeranje tela
iz polozaja I u polozaj I1 moze se ostvariti i obrnutim redom, prvo obrtanje
pa zatim translacija. Zapravo, to kretanje se u prirodi ostvaruje istovremenom
translacijom i obrtanjem.

Najprikladniji parametri za odredivanje polozaja tela pri ravanskom kre-
tanju su Dekartove koordinate jedne tacke ploce, na primer tacke A, i ugao

-
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Slika 4.21:

¢ izmect. uckog lulnog pravca AB na ploci prema nekom stalnom pravcu
w ravn. Ozy, recimo praveu ose z (Slika 4.22). Proizvoljno odabrana tacka
A osive se pol ravanskog kretanja. Kretanje pola A zamenjuje translaciju
t-la a obrtanje tela zamenjuje obrtanje oko pola A, koje je isto §to i obrtanje

Slika 4.22:

tela oko ose koja je normalna na ravan kretanja i prolazi kroz pol A. Ako je
ravansko kretanje zadato, tada su poznate funkcije

x4 =xa(t), ya=uyalt), ¢=20().
Izvod ugla ¢(t) po vremenu je ugaona brzina ravanskog kretanja, odnosno
w=¢ w=uwk, (4.56)

gde je k jedini¢ni vektor normalnog pravca na ravan kretanja u smeru ose 2.
Vektor ugaone brzine w je normalan na ravan kretanja koju on preseca u polu
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ravanskog kretanja, odnosno u tacki A. Vektor w je istog smera kao i vektor
k ako se smer obrtanja, posmatran iz smera vektora k, vidi u obrnuton smeru
od kretanja satne kazaljke. Izvod vektora ugaone brzine w po vremenu je
ugaono ubrzanje € ravanskog kretanja, odnosno

w==¢.

Vektor € je kolinearan sa vektorom w, istog smera ako je £ > 0, ili suprotnog
smera za € < 0.

Znajuéi zakone kretanja tacke A, odnosno xz4(t) i ya (t), i zakon obrtanja
¢(t) oko tacke A moze se odrediti polozaj i svake druge tacke tela za vreme
ravanskog kretanja. Na primer, za neku proizvoljnu tacku tela M je

Ty = T4+ pcos(d+ @),
ymv = Ya+psin(¢ +a), (4.57)

gde je polozaj tacke M u odnosu na stalan pravac AB na plo¢i odreden
poznatim uglom « i duzinom p. Na desnim stranama ovog izraza su dve
konstante duzina p i ugao «, a sve druge veli¢ine su poznate funkcije vremena,
pa su koordinate tacke M takode poznate funkcije vremena zp(t) 1 yar(t)

Posle jednog diferenciranja ovih funkcija dobijaju se projekcije brzine tacke A

na ose « iy, odnosno z,s i 9pr. Posle jos jednog diferenciranja ovih proickeija
brzine dobijaju se projekcije ubrzanja tacke M na ose z i y, odnosno Zps |
yamr. Odgovarajudi intenziteti brzine i ubrzanja tacke M su tada

.2 -2 ..2 ..2
UM =A/TytYm am =3/ Tyt Y

4.5.1 Veza brzina tacaka tela

Posmatrajmo kretanje plo¢e S u ravni Ozy (Slike 4.23). Proizvoljna tacka
A izabere se za pol ravanskog kretanja. Smer obrtaij. ploce oko izabranog
pola A prikazan je na slici. Kao pomo¢ za dalji rad, usvoji se u polu A centar
polarnog koordinatnog sistema sa jedini¢nim vektorima rg i co. Polozaj bilo
koje tacke M tela odreden je Dekartovim koordinatama (4.57), gde je ugao
a jednak nuli. Diferenciranjem ovih izraza po vremenu dobijaju se projekcije
brzine tacke M na ose z iy

Eym = <A+ p(—sing)e,

U = Ya+ p(cosg)s. (4.58)
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Ako se prva jednacina (4.58) pomnozi jedini¢nim vektorom i, a druga sa

. jedini¢nim vektorom j, pa rezultati mnoZenja saberu, dobija se

Earitini = @l + Yaj+pp(— sin i + cos ¢j).

Posto je vir = Zymi+ynj brzina tacke M, a vq = Al + yaj brzina tacke
A, i co = —singi + cos¢j jediniéni vektor cirkularnog pravca (Slika 4.23),
prethodni izraz postaj

VM =Va+ vf,, (4.59)
gde je
gy g ol " (4.60)
VM p¢C0, Um p¢ P, "

brzina tacke W u odnosu na tacku A, a w = ¢ ugaona brzina ravanskog
retanja. Ova komponenta brzine tacke M je uvek normalna na pravac AM
» u smeru obrtanja tacke M oko tacke A. Relacija (4.59) znaéi da je brzina
tacle M zbir brzine pola ravanskog kretanja A i brzine tacke M u odnosu na
tacku A (Slika 4.23).

Slika 4.23:

Ako se na slici 4.23 uoéi vektor polozaja r tacke A i vektor polozaja ru
tacke M, onda je

Ty =TA+ p.
Diferenciranjem ovog izraza po vremenu dobija se

VM=VA+I",
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pa poredenjem ovog rezultata sa (4.59)

A A
Vi = p- (4.61)
Ako se uvede vektor ugaone brzine ravanskog kretanja w, koji je normalan

na ravan kretanja, onda je prema (4.51)

v =wxp, (4.62)
a izraz (4.59) dobija oblik

VM =Va+wXp. (4.63)

Ako su u ovoj jednacini sve veli¢ine date u nekom trenutku vremena, tada
relacija (4.59) odgovara tom trenutku vremena. Zbog toga, u svakom drugom
trenutku, pa i infinitezimalno bliskom, sve promenljive veli¢ine u ovoj relaciji
Var,va i vfé,, odnosno ugaona brzina w, mogu imati razlicite vrednosti.

Posto se svi vektori u jednacini (4.59) nalaze u istoj ravni, ova vektorska
jednacina je ekvivalentna sa dve skalarne jednacine (4.58). Zbog toga, u
jednacini (4.59) mogu biti nepoznate samo dve skalarne velicine. Na primer,
ako je poznat vektor v4 brzine tacke A i ugaona brzina w ravanskog kretanja,
onda se iz jednacine (4.59) moze odrediti vektor brzine bilo koje druge tacke
tela. Vektorska jednacina (4.59) moze se reSavati i crtanjem trougla brzine
koji njoj odgovara.

4.5.2 Svojstva ugaone brzine i ugaonog ubrzanja

0Od samog pocetka proucavanja ravanskog kretanja postavlja «c pitanje proiz-
voljnosti izbora pola ravanskog kretanja. Jos preciznije, pitanje je d. li ugaona
brzina ravanskog kretanja zavisi od izbora pola raviuskog kretanja. Osnovna
prirodna karakteristika svakog kretanja je da 1. svakom frenuiku vremena
bilo koja tacka tela ima jedinstvenu brzinu, bez obzira tako se ta brzina
izra¢unava. Posmatrajmo dve tacke A i B (Slika 4.2a) tel: koje vrsi ravansko
kretanje, gde se tacka A prvobitno bira za pol. Tada jo brzina tacke B prema
(4.59) i (4.62)
J‘A
vp=vas+wsx AB, Y8

gde je w4 ugaona brzina obrtanja oko tacke A. Ako se posmatra obrtanje
tela oko pola B i pretpostavi da je ugaona brzina tog obrtanja wpg, tada je
brzina tacke A

=% g
va=vVB+wp X BA. ’f
M K M

s 2
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Sabiranjem ove dve jednacine dobija se
(wa — wp) x AB =0.

Posto je vektor AB proizvoljan, a vektori wa i wp su normalni na ravan
kretanja, odnosno na vektor AB, ova relacija je ispunjena samo ako je

WA = wa, (4.64)

odnosno ugaona brzina « g obrtanja oko tacke B mora biti jednaka ugaonoj
brzini w4 obrtania okc ta‘ke A.

Zakljuéujemo d: je ugeona brzina ravanskog kretanja tela nezavisna od
izbora pola 1. vansko:; kretunja. Zbog toga se ne mora naglaSavati tacka koja
je izabraua 7a pol u oznaci za ugaonu brzinu w.

Slika 4.24:

Ako se izraz (4.64) diferencira po vremenu, jer on vazi za sve vreme kre-
tanja, dobija se
wa = wa,

odnosno zakljuéujemo da ni ugaono ubrzanje ne zavisi od izbora pola.

4.5.3 Projekcija brzina dve tacke tela na spojnu pravu

Posmatrajmo bilo koje dve tacke A i M tela (Slika 4.24b) Cije su brzine pri
ravanskom kretanju v4 i var i koje zaklapaju uglove a i 3 sa pravcem AM.
Veza (4.59) njihovih brzina pri ravanskom kretanju projektuje se na pravac
AM. Posto je vektor v, normalan na pravac AM, dobija se

varcos B = v4 cos a, (4.65)

odakle sledi pravilo: Projekcije brzina dve tacke tela, pri ravanskom kretanju,
na pravu, koja spaja te tacke, su jednake.
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4.5.4 'Trenutni pol brzine

U svakom trenutku vremena, pri ravanskom kretanju tela, svaka njegova tacka
ima brzinu, koja je sa brzinom neke druge tacke tela povezana relacijom
(4.59). Postavlja se pitanje da li u ravni kretanja postoji tacka, koja pripada
telu ili se nalazi van njega, ¢ija je brzina u datom trenutku vremena jednaka
nuli. Ako takva tacka postoji, ona se naziva pol brzine ravanskog kretanja.
Ovaj naziv "pol brzine” treba razlikovati od naziva ”pol ravanskog kretanja”.

Polozaj trenutnog pola brzine ravanskog kretanja odreduje se u zavisnosti
od poznatih podataka o ravanskom kretanju.

4.5.4.1 Poznate su brzine dve tacke tela

Vektori brzina nisu paralelni. Neka dve tacke A i B tela, u nekom
trenutku vremena pri ravanskom kretanju, imaju poznate vektore brzina v4
i vp (Slika 4.25a) koje nisu paralelne. U preseku normala na vektore ovih
brzina, koje se povlace kroz tacke A i B, nalazi se trenutni pol brzine, koji se
obelezava sa P,. Sledi dokaz da je tako dobijena tacka P, trenutni pol brzine,
odnosno da je brzina te tacke pri ravanskom kretanju jednaka nuli. Pret-
postavi se da je brzina tacke P, razlic¢ita od nule, odnosno vp, # 0. Tada, na
osnovu teoreme o projekcijama brzina dve tacke tela na pravu koja ih spaj:,
vektor vp, treba istovremeno da bude normalan na duzi AP, i BP,, jer je v
normalno na duz AP, a v na duz BP,. Posto je ovo nemoguce, jer sc pravcel
AP, i BP, seku pod nekim uglom, brzina tacke P, mora biti jedioka nul
odnosno tacka P, je trenutni pol brzine.

Slika 4.25:

Smisao trenutnog pola brzine, ili kratko pola brzine, je slede¢i: u datom
trenutku vremena, brzine svih tacaka tela pri ravanskom kretanju su raspore-
dene tako kao da se telo obrée oko pola brzine P,, ili oko ose z, koja je

-
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normalna na ravan kretanja, i koja prodire kroz tu ravan u polu brzine Bl

\ svakom trenutku vremena, za vreme kretanja, pol brzine ravanskog kretanja

moze biti neka druga geometrijska tacka u ravni kretanja. Pol brzine moge
pripadati telu, ali se moZe nalaziti i izvan tela.

Smatrajuéi da je brzina tacke A poznata i posto je brzina pola brzine
jednaka nuli, a prema (4.59), dobija se relacija

va=Vy, va=APw, (4.66)
odnosno ugaona bLrzina ohrtanja tela oko pola brzine
VA
w= ;
AP,

Iz ovor razmairania sledi da je brzina proizvoljne tacke C' tela data sa,

P,
vo =CPw = & v4, vo L CP,.

AP,

Vektor brzine tacke C je nacrtan na slici 4.25a. Sta vide, zbog ranije dokazane
jedinsivenosti ugaone brzine w ravanskog kretanja, odnosno da je ugaona
brzina obrtanja tacke B oko tacke A ista kao i ugaona brzina obrtanja tela
oko pola brzine, vazi da je i

vo = v§,

va = ABw = ;%:iv,;,

Vektori brzina tacaka su paralelni. Ako su brzine dve tacke A i B,
pri ravanskom kretanju tela, paralelne tada se pol brzine ne moze odrediti
opisanim postupkom nego:

1. Ako se normale na brzine dve tacke poklapaju (Slika 4.25b), to znaci da
su brzine tih taéaka A i B normalne na duz AB, tada povlaceéi pravu
kroz vrhove br¥ina tacaka A i B do preseka sa pravcem AB, nalazi se
tacka P,. Ona je pol brzine, jer je o¢igledno zadovoljena relacija (4.66)
za izracunavanje brzina pojedinih tacaka tela u odnosu na pol brzine. U
datom trenutku vremena, brzine svih tacaka tela pri ravanskom kretanju
su rasporedene tako kao da se telo obrée oko te tacke.

2. Ako su normale na brzine dve tacke tela paralelne, odnosno ako su
brzine dve tacke tela A i B paralelne ali nisu normalne na duz AB
(Slika 4.25¢), tada je pol brzine u beskonaé¢nosti. Tada, brzine tacaka
A i B moraju biti jednake (Slika 4.25¢). U datom trenutku vremena,
brzine svih tacaka tela pri ravanskom kretanju su rasporedene tako kao
da se telo kre¢e u tom trenutku translatorno.
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4.5.4.2 Poznata je brzina jedne tacke tela i ugaona brzina obrtanja

Ako je pri ravanskom kretanju poznat vektor brzine v tacke A i intenzitet
i smer ugaone brzine w onda se prethodne relacije, pocev od (4.66), koriste
za nalazenje pola brzine. Naime, pol brzine se nalazi na normali na vektor
brzine v4 na rastojanju AP, = v4/w i u smeru koji se dobija okretanjem
vektora brzine v4 u smeru ugaone brzine w (Slika 4.25a).

4.5.4.3 Kotrljanje bez klizanja

U specijalnom slucaju, kada se kretanje u ravni ostvaruje kotrljanjem bez
klizanja jednog tela Ty po drugom telu Ty, tada tacke u kontaktu na ovim
telima imaju istu brzinu. Ako je telo T2 nepokretno onda je tacka dodira
P, trenutni pol brzine za telo T; (Slika 4.26). Ako je i telo Ty pokretno,
onda je tacka dodira pol brzine relativnog kretanja tela Ty, odnosno brzina
relativnog kretanja tela T u odnosu na telo Ty jednaka je nuli.

Slika 4.26:

Poznavanje polozaja trenutnog pola brzine je vazan podatak pri resavaiiu
mnogih zadataka ravanskog kretanja.

4.5.5 Veza ubrzanja tacaka tela
4.5.5.1 Prvi nacin

Diferenciranjem izraza (4.58) po vremenu dobija se

iy = &4+ pl(—cos@)d + (—sing)d),

ija + pl(~sin $)p + (cos ¢)]. (4.67)

Ako se prva jednacina (4.67) pomnozi sa jediniénim vektorom i, a druga
sa jedinicnim vektorom j, i ti rezultati saberu dobija se

Il

iIm

Epitim) = Zai+iaj +
Sy o
pl¢ (= cos ¢i — sin ¢j) + ¢(— sin @i+ cos ¢j)].
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Posto je ay = &ami+ijmj ubrzanje tacke M, a ag = Zait+ijaj ubrzanje
\tacke A i jedini¢ni vektori

ro = cos pi +sin@j, ¢y = — sin ¢i+ cos ¢j,

polarnog koordinatnog sistema u tacki A (Slika 4.27a), prethodni izraz postaje
- .9
” ay = ag + pPco — po ro. (4.68)

Komponenta pgen ubrzanis tactke M zove se tangencijalno ubrzanje tacke M
u odnosu na tacku 4 i oznacava se na sledeéi nacin

alfyr = peco,  ajyr = pE. (4.69)

Ova koiponernia ubrzanja tacke M pada u pravac normalan na duz AM u
sieru obrianja, za € > 0, ili u suprotnom smeru od obrtanja, za ¢ < 0,
gle je prema (4.46) e = ¢ ugaono ubrzanje ravanskog kretanja (Slika 4.27a).

Komiponenta —p¢ rop ubrzanja tacke M zove se normalno ubrzanje tacke M
u odnosu na tacku A i oznacava kao

athy = —pu'ro, aty = pu?, (4.70)

gde je prema (4.45) w = $ ugaona brzina ravanskog kretanja. Vektor ajyy
pada u pravac AM i uvek je usmeren ka tacki A (Slika 4.27a).

Zbog uvedenih oznaka, veza ubrzanja (4.68) dve tacke tela pri ravanskom
kretanju, postaje

ay = a4+ atr +ahy. (4.71)

4.5.5.2 Drugi nacin

Ako se veza brzina dve tacke (4.63) tela pri ravanskom kretanju diferencira
po vremenu ¢ dobija se

ay =as+ (W x p) + (wx p).

Izvod vektora ugaone brzine w po vremenu je vektor ugaonog ubrzanja
e. Izvod vektora p po vremenu je prema (4.61) brzina tacke M u odnosu na
tacku A, pa prethodni izraz postaje

ay =an+ (e X p) + (w X Viy). (4.72)
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Prvi vektorski proizvod u (4.72) ima isti intenzitet pravac i smer kao tan-
gencijalno ubrzanje tacke M u odnosu na tacku A pa je

ajyr =€ X p, (4.73)

dok je drugi vektor istih karakteristika sa normalnim ubrzanjem tacke M u
odnosu na tacku A, odnosno

(4.74)

A A
ay N = w X Vi,

i izraz (4.72) ponovo dovodi do veze ubrzanja (4.71) dve tacke tela pri ravan-
skom kretanju.

Slika 4.27:

Vektori afyp i ajyy, tangencijalnog i normalnog ubrzanja tacke '/ u
odnosu na tacku A, mogu se sabrati u tacki M (Slika 4.27a)

aﬁlf = aﬁn w afma (4.75)

i zvati ubrzanje tacke M u odnosu na tacku A. Tada, izras (4.71) postaje
ay = ay + ajy. (4.76)

Koristeéi prethodne izraze i sliku 4.27a, nalazi se intenzitet ubrzanja tacke
M u odnosu na tacku A

ady = pVe? + wh, (4.77)
kao i ugao 3 izmedu ovog vektora i pravca AM
A
@y €
tgf=—F— = —. 4.78
g /8 af[N w2 ( )

i
it
.

i
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U zavisnosti od nac¢ina kretanja tacaka A i M, kao i u zavisnosti od koordi-
natnog sistema u kojem se ta kretanja posmatraju, ubrzanja ovih tacaka mogu
imati vise komponenti. Na primer, ako se tacke A i M krecu krivolinijski i
ako se njihova kretanja posmatraju u prirodnom koordinatnom sistemu, tada
oba ubrzanja ays i a4 imaju normalnu i tangencijalnu komponentu, odnosno
(4.71) postaje

N

ayr + 2N = asr +aan + afIT + afm. (4.79)

Vektorska jednacina (4.71) ili (4.79) u ravni kretanja je ekvivalentna sa dve
skalarne jednac e (4.67) i za'o u njoj mogu biti nepoznate samo dve skalarne
veli¢ine. Na primer, ako su poznati vektor ubrzanja a tacke A, ugaona brzina
w 1 ugaouo ubrzau e € ravanskog kretanja, onda se iz tih skalarnih jednacina
odredu 1 projelcije normalnog apy i tangencijalnog apyrr ubrzanja tacke M,
oduosno vektor ubrzanja aps tacke M.

4.5.6

Pri ravanskom kretanju tela u svakom trenutku vremena postoji tacka P, u
ravni kretanja Cije je ubrzanje jednako nuli. Ta tacka se zove trenutni pol
ubrzanja.

Ako je poznat vektor ubrzanja a4 neke tacke A tela, kao i ugaona brzina
w 1 ugaono ubrzanje £ ravanskog kretanja, tada se pol ubrzanja odreduje na
sledeéi nacin:

Trenutni pol ubrzanja

1. Odredi se ugao o prema relaciji tg o = |¢| /w?. Iz tacke A pod uglom «
prema vektoru a4, a u smeru ugaonog ubrzanja e ravanskog kretanja,
povuce se pravac AE (Slika 4.27b).

2. Izracuna se duzina
aA

VE+ o

i nanese od tacke A na pravac AE ¢ime se definise polozaj tacke Fy.
Tako dobijena tacka P, je pol ubrzanja.

AP, =

Dokaz da je tacka P, pol ubrzanja: Prema izrazima (4.76)-(4.78), ubrzanje
tacke P, iznosi

ap, =as+ aj?.a.
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Zbog nacina izracunavanja duzine AF,, intenzitet ubrzanja tacke P, u odnosu
na tacku A ima vrednost

aéﬂ = AP,Vel +wt=ay.

Ugao [ izmedu ovog vektora ubrzanja i pravca AP, odreden je relacijom

(4.80)

ap,T €

tgf = —L =
2
ap,n W

Vidi se da je ugao [ jednak uglu «. Na osnovu svih navedenih svojstava
zaklju¢ujemo da je vektor ubrzanja tacke P, u odnosu na tacku A

af;a = —ay

i ubrzanje tacke ap, = 0, Sto je i trebalo dokazati.

Tokom ravanskog kretanja polozaj trenutnog pola ubrzanja se stalno menja.

On se moze nalaziti na povrsini ploce koja predstavlja ravansko kretanje tela,
ali i van te povrsine. Pol ubrzanja i pol brzine su u svakom trenutku ravan-
skog kretanja dve razli¢ite geometrijske tacke. Ovo znaci da pol brzine moze
imati ubrzanje razlicito od nule, a pol ubrzanja moze imati brzinu razlic¢itu
od nule.

4.5.7 Primeri

Primer 38 Klizaci A i B kreéu se po Zici koja je u tacki O savijena pod
pravim uglom (Slika 4.28). Klizaéi su zglobno vezani za Stapove AC i BC,
koji su medusobno zglobno vezani u tacki C. Duzine §tapova -u AC -~ a [m] i
BC = b [m]. U nekom trenutku vremena, kada Stapov. ohrazujn sa praveima
Zice pravougaonik, tacka B se kreée navise sa brzinom vp |11/s| i ubrzanjem
ap [m/s%, a tacka A udesno sa brzinom va [m/s] i usporenjem aa [m/s?.
Smatrajuéi velicine a, b, va, aa, vp i ap zadatim u tom !renutku vremena
odrediti:

1. brzinu @ ubrzange zgloba C,

2. ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje Stapova.

Pri kretanju klizaéa A i B po Zici Stapovi AC i BC kreéu se ravanski.
Kod ovakvih problema, prvo se nalaze brzine svih tacaka i ugaone brzine svih
elemenata, a potom ubrzanja. Tacke A i B se kreéu pravolinijski, pa njihove
brzine i ubrzanja moraju biti u pravcu Zice. Tacka C pripada i jednom i

k4
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Slika 4.28:

drugom Stapu, pa se prema (4.59), brzina tacke C moZe racunati na dva
nacina, u odnosu na tacku A i tacku B

Vo = VB +vg, vg=CBw3,
vo = va+vh, vé=CAwA, (A)
pa mora biti
ve+vE=va+vh, vELCB, vé 1 CA,

gde suwa i wp ugaone brzine ravanskih kretanja ovih $tapova. Smerovi ovih
brzina se pretpostave kao §to je to na slici pokazano, dok su njihovi intenziteti
nepoznati. Za nalaZenje ova dva intenziteta usvoji se u tacki O koordinatni
sistem Oxy. Projektovanjem prethodne vektorske jednaéine na ose x iy do-
bijaju se dve algebarske jednacine

A B
va—vg =0, wvp—vg=0, (B)
éifim se reSavanjem i korigéenjem izraza (A) nalaze ugaone brzine Stapova

wp = %‘ [s7Y], ws= UTB [s71]. (C)

Dobijene pozitivne vrednosti za ove ugaone brzine znace da su dobro pret-
postavljeni smerovi obrtanja ovih §tapova, pa su ti smerovi obrtanja oznacent
1 na slici.
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Brzina tacke C moZe se izracunati ako se projektuje, na primer, prva
jednacinu (A) na ose x iy i koristi (B). To dovodi do rezultata

vor = 0 [m/s], woy =vp—vd =0 [m/s],

§to znaci da je u tom trenutku brzina tacke C jednaka nuli, pa je tacka C
istovremeno pol brzine za oba Stapa.

Kako tacka C pripada i jednom i drugom $tapu, njeno ubrzanje moze se
racunati v odnosu na dve tacke A i B. Posto se tacka B kreée ubrzano njeno
ubrzanje je u istom smeru sa brzinom. Tacka A u tom trenutku ima usporenje,
pa je vektor as suprotnog smera od brzine te tacke. Ubrzanje tacke C racuna
se prema (4.71)

A A
ac = aA+aCT+aC'N’
B B
ac = ap+apgrtagy, (D)

pa zbog jedinstvenosti ubrzanja tacke C sledi
as +ady +agy = ap +agy +ady, (B)
gde normalne komponente ubrzanja, prema (4.70), glase
ady = ACWY, afy = BCuh. F)

Vektori ovih normalnih ubrzanja su u praveu Stapova i usmereni ka 'acka-
ma A i B, dok su tangencijalna ubrzanja tacke C u ounosu na tacke A i
B, éiji su intenziteti u jednacini (E) nepoznati. nornmalna no Stapove a u
pretpostavljenim smerovima. Svi ovi vektori i uerioni o slici. Projektova-
njem vektorske jednacine (E) na pravce oso x iy dobijaju se dve algebarske
jednacine

B A
acy = —aA+acr,

ap —agy = —agy,
¢ija resenja, zbog (F) i (C), glase
A v 2
ar = art 2 [m/s?)

2
agr = ap+ -2 [m/s) (G)

L
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Koristeéi ove rezultate i izraz (4.69) nalaze se ugaona ubrzanja Stapova
A v
agr _ 1 )
5 e
A AC @ ( A+ ) [s7],

B
_ %or _1 VB .2
EB = Bc—b<a3+a)[s ]

Pozitivne vrednost: ovih ubrzanja znace, da su smerovi tangencijalnih ubr-
zanja tacke C u odnosu na tacke A i B dobro pretpostavljeni. Odgovarajuéi
smerovi ugaon’h ubrzanjo €4 i ep ucrtani su na slici 4.28. Smerovi ugaone
brzine wp 1 ugaonoa ubrzenja g se poklapaju, pa se stap CB u tom trenutku
obrée ubrzaino. Za stap CA smerovi od wa i £4 Su suprotni, pa se taj Stap u
tom ‘renulln obrce usporeno.

Ubrzange tacke C moZe se izracunati na vise nacina. Na primer, projek-
wuanyom druge vektorske jednacdine (D) na ose z iy dobija se

B vh 2
Az = GoN =~ [m/s7],
B vi 2
acy = Gp—Ggr=-—— [m/s?].

Iz ovih jednacina nalazi se intenzitet ubrzanja tacke C i ugao o izmedu
vektora ubrzanja tacke C' i pravea Stapa CB

v} b’
ag = —B+— [m/s?], tga=—%5.
avy

Primer 39 Data su tri Stapa, ¢ije su duZine
OA =r [m], AB=2r [m] i BC =2r [m].

Oni su zglobno vezani medusobno na krajevima A i B i u tackama O i C 20
nepokretne oslonce. Svi $tapovi kreéu se u jednoj ravni. U trenutku kretanja,
kada je stap O A vertikalan, a $tap CB horizontalan, ugaona brzina i ugaono
ubrzanje Stapa OA iznose

wo [3_1]’ €0 = wo\/_ 3[s™ ]:

a njihovi smerovi su dati na slici 4.29. Smatrajuéi r, wo i €0 poznatim, odre-
diti:

1. brzinu i ubrzanje tacke B,
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2. ugaone brzine i ugaona ubrzanja 3tapova AB i BC.

Sa slike je cosa = OA/AB = 1/2, odnosno ugao « je
a=m/3 [rad).

U ovom problemu, stapovi OA i BC se obréu oko tacaka O i C, dok Stap
AB wrgi ravansko kretanje. Kao i kod prethodnog zadatka, prvo se odreduju
sve brzine i ugaone brzine, a posle toga ubrzanja. Polazi se od onog elementa
Gije je kretanje poznato, a to je Stap OA. Intenzitet brzine tacke A je

va = OAwy, (A)

dok je vektor te brzine normalan na $tap OA, a u smeru obrtanja tog $tapa.
Za brzine krajeva Stapa AB, koji vréi ravansko kretanje, vazi veza (4.59)

vp = vA—i—v,Aj». (B)

Posto tacka B pripada i §tapu BC, koji se obrée oko tacke C, njena brzina
mora biti normalna na taj $tap. Pretpostavimo da je ona usmerena navise.
S druge strane, brzina tacke B u odnosu na tacku A mora biti normalna na

v a9 4 Y
A AT @upr%4 vV :
Apr
Va
£ O
...................... ¢ <1[ ;
C \ N g
.......... B a/il \ (&
c
Apr
Slika 4.29:

Stap AB. I njen smer je pretpostavljen na slici. U jednacini (B) su nepoznata
samo dva intenziteta brzina vp i viy. Projektovanjem te vektorske jednacine

na ose x iy (Slika 4.29) dobijaju se dve algebarske jednacine
m

3 ]

_ A

vg = vBsin—g, (C)

0 = —wy +vgcos
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éija su resenja
va = 2rwo [m/s], wvp =rwoeV3 [m'/s]. (D)

Iz poznatih relacija vg = BCwc iv§ = ABuwag, nalaze se i ugaone brzine

” v3
wWAB = Wo [S 1], we = on [S 1]. (E)
N
Posto su dobijeni intenziteti pretpostavljenih brzina pozitivni, njihovi sme-

rovi su dobro odabran., pa su na slici ucrtani © smerovi obrtanja ovih stapova.
Posto se mormale na bivine tacaka A i B seku u tacki O, tu se nalazi
trenutni pol br~ine §tapa AF
Poste jo kretomje stapa OA zadato, to je ubrzanje tacke A, zbog kruznog
kretanjo te tacrte, olredeno komponentama

o o
a4 = ayp tagy,
agT = regp= rng/g [m/s2], agN = rw% [m/s2], (F)

koje su prikazane na slici. Tacka B pripada Stapu AB, a i stapu BC. Stap
BC se obrée oko tacke C, a Stap AB wvrsi ravansko kretanje. Zbog toga se,
ubrzanje tacke B moZe odredili na dva nacina

bR A
ap = aj+apy+apr,
c c
ap = agy+agp, (G)

gde se sva normalna ubrzanja mogu izracunati, jer su sve brzine veé odredene,
odnosno

agN = ABuWip= 2'rw% [m/sz],
Qo = BOwg's grwg [m/s?]. (H)

Ova normalna ubrzanja su usmerena od tacke B ka tacki A, odnosno od
tacke B ka tacki C. Tangencijalna ubrzanja su pretpostavljena na slici. Ko-
risteéi (F) i (G), dobija se vektorska jednacina

c ¢ 1! g o A A
agy +agp =a,p +ayy +agy +apy-

Projektovanjem ove jednacine na ose x iy dobijaju se sledece dve alge-
barske jednacine

c o AP TG A it
agy = —Qjap — agySIN + agpCos

3 3’
o s ST
—agr = —agN o+ agN cos 3 <+ agT smg,
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éija resenja po nmepoznatim veli¢inama, koriséenjem (F') i (H), glase
ay = Tw? (3+4\/§) [m/s?],
3
aSr = —3rw) (24—\/7_) [m/s?].

Iz poznatih relacija afyp = ABeap i a%p = BCec nalaze se i ugaona
ubrzangja Stapova

o

()

2 (3 e 4\/5) [s73,
Ec = —w% <1+§> [3"2].

Intenzitet ubrzanja tacke B iznosi

EAB —

a5 = /(aGn)* + (aGr)* = 3rwdy/5 +2v/3 [m/s?).

Dobijena pozitivna vrednost za eap znaci da je dobro pretpostavijen sme
tangenicijalnog ubrzanja agp, pa je na slici 4.29 ucrtan odgovarajuéi smer
2a €ap. Negativna vrednost za ec znaci da je agT uw suprotnom Smeru o
pretpostavljenog. Ova éinjenica je uzeta u obzir kod ucrtavanja ec 1o slici.
Po smerovima ugaonih brzina i ugaonih ubrzanja Stapova, zakljucuje se o se
u datom poloZaju oni ubrzano obréu.

1

Primer 40 Kruini disk polupreénika v [m] kotrlja se hez [lizanja po hori-
zontalnoj nepokretnoj ravni (Slika 4.30). Brzina i ubrzane sredista diska C,
tokom celog kretanja iznose vo [m/s] i ac = v&/r Im/s?]. Odrediti:

1. pol brzine i pol ubrzanja,
2. ubrzanje pola brzine,

3. brzinu pola ubrzanja.

Posto se disk kotrlja bez klizanja, tacka P, dodira diska sa pouvrsinom
je trenutni pol brzine, pa je brzina tacke C, zbog obrtanja oko pola brzine
ugaonom brzinom w, ve = rw, odnosno ugaona brzina ravanskog kretanja

i
j
b
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Slika 4.30:

diska v w = vg/+ [s71]. Diferenciranjem ovog izraza po vremenu dobija se
ugaonc ubrzan e ravanskog kretanja diska

E=W=
'

; vo ac . _g

e 1 T [s ]’
odnosno prema uslovima zadatka € = v4/r? [s72]. Posto je € pozitivno ono je
istog smera sa ugaonom brzinom w.

Prema postupku nalazenja pola ubrzanja racuna se wugao o preko
tga = £/w?, i dobija tga = 1, odnosno a = w/4 [rad]. Od vektora ubrzanja
tacke C' u smeru ugaonog ubrzanja € nanosi se ugao o i dobija pravac CL.
Izracunava se rastojanje du? pravca CL do pola ubrzanja CP, prema

ac V2
GPF; 5 e 3 [m],
¢ime je pol ubrzanja ravanskog kretanja diska potpuno odreden. Zbog toga 5to
je ugao a = w/4 [rad) i duzina CP, = rv/2/2 [m] pol ubrzanja se nalazi i
centru kvadrata stranice r. Sa slike rastojanje pola ubrzanja P, od pola brzine
P, iznosi r/2/2 [m], pa je intenzitet brzine pola ubrzanja

2
P, S V0 [m/s].

Vektor ove brzine je nacrtan na slici.
Ubrzanje pola brzine P, racuna se prema relaciji (4.80)

2
ap, = P,P,Ve? +wt = UTO [m/s?].

Owo ubrzanje kao vektor u tacki P, pada u pravac koji je pod uglom o prema
praveu P,P,, u suprotnom smeru od smera ugaonog ubrzanja €, gledano u
tacki P,, pa pada u pravac ka tacki C (Slika 4.30).
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4.6 Slozeno kretanje tacke

Na samom pocetku proucavanja kretanja tacke ili tela spominje se moguénost
da ono bude apsolutno ili relativno. Do sada je prouc¢avano samo apsolutno
kretanje, odnosno kretanje koje se odvija u odnosu na neko nepokretno telo
ili u odnosu na odgovarajuci nepokretan koordinatni sistem u prostoru. Rela-
tivno kretanje je svako pomeranje u odnosu na neko pokretno telo ili u odnosu
na neki pokretan koordinatni sistem. U mnogim problemima javlja se istovre-
meno kretanje tela i kretanje tacke u odnosu na telo. U takvim problemima
kretanje tacke posmatra se istovremeno u odnosu na dva koordinatna sistema.
Jedan je nepokretan a drugi pokretan i ¢vrsto vezan za pokretno telo. Takvo
kretanje tacke naziva ze slozeno kretanje tacke.

Posmatrajmo slede¢i primer. Po palubi broda, koji plovi po reci, kreée
se covek, a iznad broda leti helikopter. Kretanje ¢oveka i helikoptera, ako se
posmatra sa broda, sastoji se od dva kretanja, od kretanja broda i od kretanja
coveka i helikoptera u odnosu na brod. Kretanje ¢oveka i helikoptera u odnosu
na zemlju, ako se ona smatra nepokretnom, je apsolutno kretanje. Putanje
¢oveka i helikoptera u odnosu na zemlju su apsolutne putanje i njih vidi ¢ovek
koji stoji nepokretan na zemlji. Kretanje ¢oveka i helikoptera u odnosu na
brod je relativno kretanje. Putanje ¢oveka i helikoptera u odnosu na brod su
relativne putanje i njih vidi ¢ovek koji stoji nepokretan na brodu. U opisanom
problemu, postoji i kretanje samog broda. Apsolutno kretanje broda u odnosu
na zemlju naziva se prenosno kretanje. Drugim recima, kretanje ¢oveka |
helikoptera u odnosu na zemlju moze da se rastavi na dva kretanja:

1. kretanje broda, odnosno prenosno kretanje,
2. kretanje u odnosu na brod, odnosno relativno kretanje

Neka je Ozyz (Slika 4.31) nepokretan koord natni sistcm, sa jediniénim
vektorima koordinatnih osa i, j i k. Po ravni Ozy ravanski -e kreée ploca S.
Neka je tacka A pol ravanskog kretanja. Ravansko lretar e ploce S je poz-
nato, odnosno znaju se brzina v4 i ubrzanje as pola /| i ugaona brzina w
1 ugaono ubrzanje e ravanskog kretanja. Vektori v4 i a4 nalaze se u ravni
kretanja, dok su vektori w i € normalni na ravan kretanja. Za plo¢u S &vrsto
se veze pravougli koordinatni sistem A£ng, sa jediniénim vektorima koordi-
natnih osa A, p i v, gde je koordinatni pocetak u polu ravanskog kretanja
ploce A. Posmatrajmo kretanje tacke M u odnosu na nepokretan koordinatni
sistem Oxyz (Slika 4.31) i u odnosu na pokretan koordinatni sistem A¢ns.
Kretanje tacke M u odnosu na nepokretan koordinatni sistem Ozyz je apso-
lutno kretanje. Kretanje tacke M u odnosu na ploéu, ili u odnosu na pokretan

r
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koordinatni sistem Aéng je relativno kretanje. Kretanje koordinatnog sistema
Aéns u odnosu na nepokretan koordinatni sistem Ozyz, ili kretanje ploce u
odnosu na nepokretan koordinatni sistem Oxyz, je prenosno kretanje.

4

Slika 4.31:

Ovde su usvojeni Dekartovi koordinatni sistemi za nepokretan i pokretan
loordinatni sistem, ali prenosno kretanje koordinatnog pocetka A pokretnog
koordinatnog sistema i relativno kretanje tacke moze se posmatrati i u bilo
kom drugom koordinatnom sistemu.

Sem poznatog prenosnog kretanja, posto je to ravansko kretanje ploce
S, znaju se i elementi relativnog i kretanja tacke M u odnosu na plocu. Pri
proucavanju slozenog kretanja tacke, znajuéi sve ove karakteristike prenosnog
kretanja i naéin relativnog kretanja tacke, odreduju se apsolutna brzina i
apsolutno ubrzanje tacke M.

Pri analizi slozenog kretanja tacke M koriste se sledece definicije:

1. brzina i ubrzanje tacke M samo usled njenog relativnog kretanja u
odnosu na koordinatni sistem A&ng, znaci pri zaustavljanju prenosnog
kretanja, nazivaju se relativna brzina i relativno ubrzanje tacke M.

2. brzina i ubrzanje tacke M u odnosu na nepokretan koordinatni sistem
Ozyz samo usled prenosnog kretanja, znaci pri zaustavljanju relativnog
kretanja, nazivaju se prenosna brzina i prenosno ubrzanje tacke M.

Neka je e neki vektor u pokretnom koordinatnom sistemu A&ng, cije si
projekcije na ose tog koordinatnog sistema funkcije vremena, odnosno

e = ee()A + ey(t) 1 + es(t)v. (4.81)
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Imajuéi u vidu da ovaj koordinatni sistem vrSi ravansko kretanje, njegovi
jedini¢ni vektori su promenljivi zbog obrtnog dela ravanskog kretanja, pa su
njihovi izvodi po vremenu brzine tacaka na krajevima tih vektora (4.51)

A=WXA, =wXp UV=wXU.

Zato, izvod vektora e po vremenu glasi
E=¢étAteépp+ e +ee(wxA)te;(wxp)te(wxr).

Zbog poznatog svojstva vektorskog proizvoda, mogu se skalari eg, e, i ec u
poslednja tri ¢lana ovog izraza pisati uz jedini¢ne vektore, pa oni postaju
w % e. Prema tome, izvod vektora e po vremenu u pokretnom koordinatnom
sistemu Aéng glasi
é=é +twxe, (4.82)
gde je
& = €t A+ Eqp + €., (4.83)

izvod vektora e po vremenu u ” pokretnom” koordinatnom sistemu Aéng, kada
se ose ovog sistema ne bi obrtale. Deo é, u izrazu (4.82) zove se relativni izvod
vektora e po vremenu.

4.6.1 Apsolutna brzina tacke

Neka je polozaj tacke M u pokretnom koordinatnom sistemu Aén¢ odreden
vektorom polozaja '

p=EBA+n(t)p+ ), (4.84)

gdesu &(t), n(t) i ¢(t) projekeije tog vektora na koordinatne ose i istovremeno
poznati zakoni relativnog kretanja tacke.

Vektor polozaja r odreduje polozaj tacke M u odnosu na koordinatni
pocetak nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz. Ako je r4 vektor polozaja
tacke A u odnosu na koordinatni pocetak nepokretnog koordinatnog sistema
Ozyz, onda je prema slici 4.31

r=ry+p.
Izvod po vremenu ovog izraza daje apsolutnu brzinu tacke M

v=va+p,
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gde je v4 apsolutna brzina tacke A. Izvod vektora p po vremenu izra¢unava
se prema (4.82) i (4.83)

p=prtwxp, (4.86)
pa prethodni izraz za apsolutnu brzinu tacke M postaje
. V=vatVvrt+wXp, (4.87)
gde je
v, =p, = EX+u+iv. (4.88)

Relativiia brzine tacke M je brzina tacke M u koordinatnom sistemu A&ng
pri zaustavljenom prenosnom kretanju, odnosno kada je va = 0iw = 0, pa
s 1z izraza (1.86) vidi da je to upravo komponenta v,. Posto je prenosna
yrzina tacke M njena brzina pri zaustavljenom relativnom kretanju, odnosno
lada je v, = 0, iz izraza (4.87) sledi prenosna brzina tacke M

Vp=vVatwXp. (4.89)
Prva komponenta v4 prenosne brzine tacke M je brzina usled kretanja pola
ravanskog prenosnog kretanja ploce. Komponenta w X p prenosne brzine
tacke M je posledica obrtanja pri ravanskom kretanju oko ose normalne na
ravan kretanja. Konacno, izraz (4.87) postaje

W R, s (4.90)

i znaci da je apsolutna brzina tacke M vektorski zbir prenosne vy, i relativne
v, brzine tacke.

Relativna brzina je oblika (4.88) samo u slu¢aju da se relativno kretanje
tacke M posmatra u Dekartovom koordinatnom sistemu Aéns. U slucaju da se
za posmatranje relativnog kretanja upotrebe polarni ili prirodni koordinatni
sistem relativna brzina ima komponente koje odgovaraju tim koordinatnim
sistemima.

4.6.2 Apsolutno ubrzanje tacke

Izvod po vremenu apsolutne brzine tacke M, koja je data izrazom (4.87), daje
vektor apsolutnog ubrzanja tacke M

a=as+V+OXp+wXp, (4.91)
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gde je as apsolutno ubrzanje tacke A. Izvod ugaone brzine w ravanskog
kretanja koordinatnog sistema A&ns oko tacke A je ugaono ubrzanje € tog
kretanja

e =w.

Izvod vektora p po vremenu je dat sa (4.86). Izvod vektora v, po vremenu,
u pokretnom koordinatnom sistemu, dobija se koriste¢i (4.82) i (4.83)

Ve = (Vr)r + W X Vp,
gde je
(Ve)r = EX +ilp + v (4.92)
Zamenom ovih relacija u (4.91) dobija se
a=as+(Vi)r+texp+2(wxvy)+wx(wxp). (4.93)

Po definiciji, relativno ubrzanje tacke M je njeno ubrzanje pri zaustav-
ljenom prenosnom kretanju koordinatnog sistema A&ng, pa se za as, w i€
jednako nuli, iz (4.93) dobija

IR N é)\ + Hp +Sv. (4.94)

Ako se zaustavi relativno kretanje, a to znaci da su relativna brzina v, i
relativno ubrzanje a, jednaki nuli, iz (4.94) dobija se prenosno wlrzanje

a,=agtexptwx (wxp). (4.95)

Prema (4.48) i (4.55), ovde je ag ubrzanje usic! kretanja pola ravanskog
prenosnog kretanja, € X p i w X (w X p) su obrtna ' norm:ina komponenta
ubrzanja usled obrtnog dela prenosnog kretanja koordininog sistema A&ng.

Poredenjem relativnog (4.94) i prenosnog ubrzanja (4.95) sa apsolutnim
ubrzanjem tacke M (4.93), vidi se da u apsolutnom ubrzanju postoji i deo
koji ne pripada ovim ubrzanjima. To je ¢lan

a.=2(wxvy), (4.96)

i naziva se Koriolisovo” ubrzanje tacke.

G. G. Coriolis, 1792 — 1843.
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Na osnovu (4.93)-(4.96) sledi da je apsolutno ubrzanje tacke M odredeno

relacijom

a=a,+a,+a. (4.97)

Prema tome, apsolutno ubrzanje tacke M jednako je vektorskom zbiru
prenosnog a,, relativnog a, i Koriolisovog ubrzanja a. tacke M. Iz ovog
izraza jasno se vidi da, za razliku od brzina, veli¢ine koje su definisane
kao relativno i prenosno uhrzanje, ne daju u svom zbiru apsolutno ubrzanje
tacke. Do ovog: dolasi zbog (oga §to, po definiciji, relativno ubrzanje pred-
stavlja promenu relativne bizine samo usled relativnog kretanja i prenosno
ubrzanje proiienu pienosne brzine samo usled prenosnog kretanja. Kori-
olisovo 11hrzanje je reznltat uticaja relativnog kretanja na promenu prenosne
brziuc i uticain prenosnog kretanja na promenu relativne brzine, odnosno
interakcije ovih kretanja.

Tntenv.itet Koriolisovog ubrzanja iznosi

a. = 2wv, sin<(w, vy), (4.98)

dok mu je pravac normalan na ravan vektora w i v, a smer u skladu sa pra-
vilom vektorskog proizvoda. Vektor Koriolisovog ubrzanja cesto se nalazi i
primenom pravila Zukovskog®. Pravilo Zukovskog kaze da se na vektor w
postavi normalna ravan « (Slika 4.32); na tu ravan se projektuje vektor vy;
ova projekcija se zaokrene za 7/2 u smeru obrtanja ugaone brzine w. Tako
dobijen vektor je u pravcu i smeru Koriolisovog ubrzanja.

Slika 4.32:

Koriolisovo ubrzanje je jednako nuli stalno tokom kretanja ako je:

8N. E. Zukouski, 1847-1921.
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1. prenosno kretanje translatorno, odnosno ono je bez obrtanja w = 0;

2. putanja relativnog kretanja pravolinijska i paralelna sa vektorom ugaone
brzine w ravanskog kretanja.

Koriolisovo ubrzanje je jednako nuli u nekom trenutku vremena ako je u
tom trenutku ispunjen jedan od sledeéih uslova:

1. ugaona brzina prenosnog kretanja tela je nula, w = 0;
2. vektor w je paralelan sa vektorom v,;

3. relativna brzina kretanja tacke M je nula, v, = 0.

U primeni izraza (4.97) za izracunavanje apsolutnog ubrzanja tacke M
treba se imati u vidu, da pored prenosnog ubrzanja koje moze imati tri ranije
spomenute komponente i relativno ubrzanje moze imati vise komponenti. U
zavisnosti od koordinatnog sistema koji se koristi za proucavanje relativnog
kretanja taj broj komponenti relativnog ubrzanja iznosi:

1. u Dekartovom koordinatnom sistemu, tri komponente prema (4.94);

2. u polarnom koordinatnom sistemu, dve komponente, i to, relativno roli-

jalno ubrzanje a,, i relativno cirkularno ubrzanje a,.;

3. u prirodnom koordinatnom sistemu, dve komponente, relativno ior-
malno ubrzanje a,y i relativno tangencijalno ubrzanje ., .

Posle izracunavanja svih ¢lanova na desnim straiain: izroza za apsolutnu
brzinu (4.90) i apsolutno ubrzanje (4.97), u cilju nalaZei a intenziteta ap-
solutne brzine i ubrzanja te jednacine se projek!ju, prem . potrebi na dve
ili tri Dekartove ose. Ako su sve komponente brzie ili ibrzanja tacke M
medusobno normalne intenziteti apsolutne brzine ili ubrzanja se direktno
izracunavaju.

4.6.3 Primeri

Primer 41 U cevi, koja je pod uglom o = /6 [rad] prema vertikali, kreée se
kuglica M po zakonu AM = 2t [m] (Slika 4.33). Cev se obrée oko vertikalne
ose z po zakonu ¢ = t*/2 [rad). U trenutku t, = 1 [s] odrediti apsolutnu
brzinu i ubrzange kuglice M.
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Slika 4.33:

U ovom problemu prenosno kretanje je obrtange cevi oko vertikalne nepo-
nicéne ose z. Relativno kretanje tacke M je pravolinijsko kretanje kuglice u
cevi i zato je za posmatranje relativnog kretanja dovoljna samo jedna pokretna
0sa & u praveu cevi. Usvoji se nepokretan koordinatni sistem Oxyz. Neka se
u posmatranom trenutku vremena t, cev nalazi u ravni Oyz. Ugaona brzina
i ugaono ubrzanje prenosnog kretanja iznose

w=¢=t e=¢=1. (A)
Prema (4.90), apsolutna brzina tacke M je

V = Vp+ Vr.

Prenosna brzina tacke M, a to je brzina tacke pri zaustavljenom rela-
tivnom kretanju, prema (4.47) po intenzitetu iznosi

vp, = (AM sino) w,

jer je prenosno kretanje obrtanje cevi oko vertikalne nepokretne ose. Posto je
w = ¢ =t, ova brzina u trenutku t, ima vrednost

vp1 = 1 [m/s],

i pada u pravac tangente na kruinu putanju zamislienog obrtanja tacke M
oko ose z, odnosno u negativan smer x ose. Relativna brzina pravolinijskog
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relativnog kretanja kuglice u cevi je u pravcu cevi, a posto je & = AM, ona
12n081 :
vr =€ =6t v =6 [m/s].
Na slici 4.33 su nacrtane obe komponente brzine tacke M, pa poSto su
one normalne jedna na drugu, intenzitet apsolutne brzine kuglice u trenutku

t1 ima vrednost
vy = 4 /v + v} = V37 [m/s)].

Posto je prenosno kretanje obrtanje oko nepomicne ose, prenosno ubrzanje
ima dve komponente, prenosno normalno apy i prenosno tangencijalno ubrza-
nje apr, dok, zbog pravolinijskog relativnog kretanja, postoji samo jedna kom-
ponenta relativnog ubrzanja. Zbog toga, koristeéi (4.97), apsolutno ubrzanje
kuglice M odreduje se prema vektorskoj jednacini

a=ayr +apy +a, +ac. (B)

Pri 1zracunavanju relativnog ubrzanja prenosno kretanje se ”zaustavlja”. s
Prema tome relativno ubrzange je

s X
ar = € = 12t '
a u trenutku t1 iznosi

ay' =12 [m/s2].

Vektor relativnog ubrzanja je u pravcu cevi, a posto je a,. pozitiino on je
u istom smeru sa relativnom brzinom.

Pri izracunavanju prenosnog ubrzanja ”zausiavlja” se rclatwno kretange.
Zbog nacina prenosnog kretanja, obrtanja oko nepo/ retne ose. prenosno ubrza-
nje ima normalnu i tangencijalnu komponentu

apy = (AM sina)w?, apyr = (AMsina)e,

koje zbog (A) u trenutku ty imaju vrednosti
apn1 = 1 [m/s”),  ayr1 =1 [m/s?.

Vektor prenosnog normalnog ubrzanja je usmeren normalano na osu pre-
nosnog obrtanja z, dok je vektor prenosnog tangencijalnog ubrzanja, posto je
njegov intenzitet pozitivan, u praveu i smeru prenosne brzine.

Kinematika 0.1 L

Koristeéi prethodno dobijene rezultate i (4.98), nalazi se Koriolisovo ubr-
zanje i

ae = 2wursin << (W, Vr) = 2wupsine,  ag =6 [m/sZ].

Vektor Koriolisovog ubrzanja je normalan na ravan vektora w iv,. Njegov
smer je odreden pravilom vektorskog proizvoda ili pravilom Zukovskog (Slika
4:33). U cilju nalaZenja intenziteta apsolutnog ubrzanja kuglice M, projektuje
se jednac¢ina (B) na ose koordinatnog sistema Ozyz. Time se dobija

= —0apr — Qc,
ay = —apN +arsina,
Ay 1= G COB Y.

Za trenutak (1 te projekeije apsolutnog ubrzanja kuglice M imaju sledece
e oSty

a, = —T7[m/s?, au=>5][m/s’], an=6V3[m/s.

Posto su ove projekcije uwvek u praveu osa koje su normalne jedna na drugu,
intenzitet apsolutnog ubrzanja kuglice ima vrednost

ay = y/a2, + a2y + a2, = V182 [m/s?].

Primer 42 Kruzna ploca poluprecnika R kreée se pravolinijski po zakonu
x = R\2t/2 [m] (Slika 4.34), gde je Kzy pravougli koordinatni sistem ¢iji
se centar K nalazi u pocetnom poloZaju centra ploce, odnosno tacke O, i
istovremeno obrée u pokazanom smeru po zakonu ¢ = t*/2 [rad]. Kraj tapa
A se kliza po wici ploce a vodice ga primoravaju da se kreée u vertikalnom
pravew. U trenutku t; = 1 [s] odrediti brzinu i ubrzanje Stapa AB.

U ovom zadatku posmatra se kretanje dva tela. Stap se krecde translatorno
pa se njegovo kretanje posmatra sa kretanjem samo tacke A. Ploca se ravanski
kreée u vertikalnoj ravni i vrsi prenosno kretanje. Kretanje tacke A Stapa u
odnosu na ivicu ploce je relativno kretanje, a njena relativna putanja je krug.
Apsolutno kretanje tacke A je njeno kretanje u odnosu na nepokretne vodice,
a to je pravolinijsko kretanje u vertikalnom pravcu.

U trenutku t; = 1 [s] polozaj tacke A u odnosu na plocu je odreden ras-
tojanjem z1 = R\/2/2 [m] i uglom oy = m/4 [rad] u odnosu na horizontalan
pravac (Slika 4.34) jer je cosa; = x1/R = V2/2.

Apsolutna brzina tacke A je prema (4.90)

VA =vVo + VS 4V, (A)
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Slika 4.34:

jer je prenosna brzina tacke A Stapa brzina tacke ploce koja je u kontaktu sa
Stapom usled ravanskog kretanja ploce, a ona iznosi

)
Vp = Vo + vy, (B)

gde je
vo =i =RV2, vor=RV2 [m/s| (€)

brzina pravolinijskog kretanja ploce koja pada u pravac ose + i 1 njenom po-
zitivnom smeru, a

’Ug:RUJ, w=@=1, (D)

je brzina tacke A u odnosu na tacku O i ima vicdnost v = R [m/s] u
trenutku t,. Vektor v, je normalan na pravac OA, oinosno pada u pravac
tangente na kruznu plocu, i ima smer obrtanja ploce. Relativna brzina tacke
A je brzina klizanja te tacke po ploci i pada u pravac tangente na nju. Ap-
solutna brzina tacke je u vertikalnom praveu. Ova dva vektora su nacrtana
na slici u pretpostavljenim smerovima. Projektovanjem jednacine (A) na ose
koordinatnog sistema Kzz dobijaju se algebarske jednacine

0% h
0 = wvo+wvysina—v.sina,

o
—UA = U4 COSQ— UrCOSC,

Kinematika 219

¢ija reSenja po vy VA U trenutku t1 iznose
v = 3R [m/s], wva = RV2 [m/s].
Apsolutno ubrzanje tacke A (4.97) ima oblik

aA:ao+agN+agT+arN+arT+ac7 (E)

gde je ubrzanje tacke O
e

ao = # = RV?2, ao1 = RV2[m/s?,
normalna komponenta uhr-anja tacke A u odnosu na tacku O
aQy = Rw? = Rt?, aQy, = R [m/s?,
tangenciiolna komponenta ubrzanja tacke A u odnosu na tacku O
( ZT =Re, e=p=1[s7, ang =R [m/sz],

normalna Loinponenta relativnog ubrzanja tacke A w trenutku t,

2
Ur1

arn1 = — = 9R [m/s?].

R

Koriolisovo ubrzanje ima intenzitet u trenutku t
. T
ac1 = 2wivr1 sin g = 6R [m/s?],

jer je izmedu vektora w, koji ima pravac normalan na ravan diska i u smeru
u skladu sa obrtanjem, i v, ugao w/2 [rad]. Po pravilu Zukovskog, odreden je
pravac i smer Koriolisovog ubrzanja i prikazan na slici. U jednacini (E) za
vektore as 1 a,p znamo da su, prvi u praveu Stapa, a drugi u pravcu tangente
na plocu, a smerovi su pretpostavijeni i nacrtani na slici. U cilju nalaZenja
algebarskih vrednosti ubrzanja aa i a,p projektuje se jednacina (E) na ose
koordinatnog sistema Kxy

0 = ao-l-achosa+a2Tsina+arNcosa—arTsina
—ag Cos @,
_ Q) o :
—aA = —AaNSINC+ QxpCOSQ— QpN SING —

a,7 COS (v + a¢ sin a.
Resenje ovih jednacina u trenutku t1 1znosi
a1 = TR [m/s?], am = 5RV2 [m/s?.

Posto su brzina i ubrzanje tacke A istog smera $tap se w trenutku t, krece
ubrzano. I relativno kretanje Stapa u odnosu na plocu je ubrzano jer su
smerovi vektora vy 1 appy 1St




